Úlohy - Vybrané partie z geometrie (2)

Úlohy (1) - mnohouholníky (euklidovská planimetria - všetky uvažované body ležia v jednej rovine).
A. Trojuholníky
1. Daný je rovnostranný trojuholník ABC a úsečka XY. Do trojuholníka ABC vpíšte rovnostranný trojuholník KLM, ktorého strana je zhodná s úsečkou XY.
2. Dokážte, že zo všetkých trojuholníkov s daným obvodom má najväčší obsah rovnostranný trojuholník.

3. Do daného ostrouhlého trojuholníka ABC vpíšte trojuholník XYZ tak, aby jeho obvod bol najmenší.

4. Dokážte, že súčet (veľkostí) ťažníc je väčší ako polovica obvodu trojuholníka.
5. Daný je trojuholník ABC a bod M ležiaci v rovine daného trojuholníka. Ak bod M je vnútorným bodom trojuholníka ABC, tak súčet (veľkostí) úsečiek AM, BM, CM je menší ako obvod trojuholníka ABC.

6. Daný je trojuholník ABC a bod M ležiaci v rovine daného trojuholníka. Ak bod M je vonkajším bodom trojuholníka ABC, tak súčet (veľkostí) úsečiek AM, BM, CM je väčší ako polovičný obvod trojuholníka ABC.

7. Daný je trojuholník ABC. Nájdite bod M tak, aby súčet (veľkostí) úsečiek AM, BM, CM bol minimálny. Svoje tvrdenie aj dokážte.

8. Do štvorca ABCD je vpísaný rovnostranný trojuholník AFG (body F,G ležia na stranách BC, CD štvorca). Vyjadrite veľkosť strany t trojuholníka od veľkosti s strany štvorca.

9. Nech M je vnútorný bod trojuholníka ABC. Dokážte, že súčet vzdialeností bodu M od vrcholov trojuholníka ABC je menší než obvod trojuholníka ABC.

10. Nájdite bod, ktorého súčet vzdialeností od vrcholov konvexného štvoruholníka ABCD je minimálny. Svoje tvrdenie dokážte.

11. Nájdite bod, ktorého súčet vzdialeností od vrcholov trojuholníka ABC je minimálny (Fermatov alebo Torricelliho bod). Riešte najskôr za predpokladu, že trojuholník nemá vnútorný uhol väčší ako 120(.

12. Nad stranami AB, BC, CA trojuholníka ABC zostrojte body C´, A´, B´ (v opačných polrovinách než vrcholy C, A, B) tak, aby trojuholníky ABC´, BCA´, CAB´ boli rovnostranné. Dokážte, že priamky AA´, BB´, CC´ prechádzajú jedným bodom.

13. Nad stranami AC, BC trojuholníka ABC zostrojte štvorce ACA1A2 , BCB1B2 v opačných polrovinách než sú vrcholy B, A. Dokážte, že priamky AB1, BA1, A2B2  prechádzajú jedným bodom.

14. Zostrojte trojuholník ABC, ak poznáte veľkosti ta, tb, tc jeho ťažníc.

15. * Vyjadrite obsah trojuholníka ABC pomocou veľkostí ta, tb, tc jeho ťažníc. (použite  Heronov vzorec)

B. Štvoruholníky, n-uholníky a zmiešané úlohy

1. Daný je vypuklý (konvexný) štvoruholník ABCD. Nájdite bod M, ktorého suma vzdialeností od vrcholov A,B,C,D je minimálna. Návod – skúste priesečník uhlopriečok. Svoje tvrdenie dokážte.

2. Dokážte, že v lichobežníku stredy uhlopriečok a stredy ramien ležia na jednej priamke.

3. Daný je štvorec ABCD a úsečka MN. Zostrojte štvorec XYUV, ktorého každý vrchol leží na práve jednej strane štvorca ABCD a ktorého strana XY  je zhodná s úsečkou MN.
4. Daný je rovnobežník ABCD. Zostrojte štvorec XYUV, ktorého každý vrchol leží na inej strane rovnobežníka ABCD (štvorec vpísaný do rovnobežníka).

5. Nech A je vnútorný bod ostrého konvexného uhla. Na ramenách tohto uhla nájdite body B, C tak, aby obvod trojuholníka ABC bol minimálny.

6. Do polkruhu nad priemerom MN vpíšte štvorec ABCD tak, aby strana AB ležala na priamke MN a zvyšné  vrcholy C,D na danej polkružnici. Vypočítajte tiež veľkosť strany vpísaného štvorca (ako funkciu polomeru polkruhu).
7. Do rovnobežníka KLMN je vpísaný rovnobežník ABCD tak, že A(KL, B(LM, C(MN, D(NK. Dokážte, že rovnobežníky  KLMN,  ABCD majú zhodné stredy.
8. Dané sú štyri po dvoch navzájom rôznobežné priamky a, b, c, d  incidovali s priamkami a, b, c, d v danom poradí.
 Zostrojte rovnobežník ABCD so stredom v bode O, tak, aby jeho vrcholy A,B,C,D a bod O.
9. Dokážte, že ak má rovinný útvar práve dve osi súmernosti, tak sú tieto navzájom kolmé.

10. Zo štyroch konvexných útvarov v rovine majú každé tri spoločný bod. Dokážte, že všetky štyri útvary majú aspoň jeden spoločný bod.

11.  Daný je lichobežník ABCD, so základňou AB > CD. Vnútri úsečky AD zostrojte bod P a vnútri úsečky BC bod Q tak, aby súčasne platilo PQ ((AB, AQ ((PC. (geom.priemer)

12. Daný je trojuholník ABC. Zostrojte v ňom priečku EF (E(BC, F(AC) rovnobežnú so základňou tak, aby bola geometrickým priemerom úsečiek BE a AF. 

13. Do štvorca KLMN vpíšte pravidelný 8-uholník ABCDEFGH tak, aby AB ( KL. Opíšte konštrukciu a vypočítajte veľkosť strany 8-uholníka, ak veľkosť strany štvorca je a.

14. Do obdĺžnika ABCD, ktorého strany majú veľkosť 2r a r vpíšte polkružnicu (AB je jej priemer).Nech X je priesečník uhlopriečky BD s polkružnicou. Vypočítajte veľkosť úsečky DX v pomere k veľkosti uhlopriečky BD.

15. Daný je štvorec ABCD so stranou dĺžky a. Vpíšte doň rovnostranný trojuholník KLM, tak aby A = K a vrcholy L, M ležali na stranách štvorca. Vyjadrite stranu t trojuholníka v závislosti od strany s štvorca.

16. Vypočítajte obsah rovnoramenného lichobežníka ABCD, ktorého stredná priečka má dĺžku s = 20 a jeho uhlopriečky sú na seba kolmé (AC ( BD).

C. Konvexné n-uholníky a pravidelné n-uholníky

1. Zostrojte konvexný 5-uholník, ktorý je rovnostranný, ale nie rovnouhlý. 

2. Existuje konvexný 5-uholník, ktorý je rovnouhlý, ale nie rovnostranný? Zdôvodnite.

3. Existuje konvexný 6-uholník, ktorý je rovnostranný, ale nie rovnouhlý? Ak áno, skúste ho zostrojiť. 

4. Zostrojte 5-uholník, ktorý je rovnostranný, ale nie je konvexný. Dá sa táto konštrukcia zovšeobecniť pre n-uholník (n ( 6) ?

5. Koľko strán môže mať konvexný n-uholník, ktorého všetky uhlopriečky sú zhodné?

6. Vypočítajte veľkosť polomeru opísanej a vpísanej kružnice a vnútorného uhla pravidelného jednoduchého  n-uholníka pre n = 3, 4, 5, 6, 8, 10 a 12 (ak veľkosť jeho strany je rovná a).
7. Vypočítajte obsah pravidelného 5-uholníka vpísaného do kružnice s polomerom          r = 12.

8. * Dokážte, že obsah 8-uholníka, vpísaného do kružnice k s polomerom r sa rovná obsahu obdĺžnika so stranami a, b, kde a je strana štvorca vpísaného do kružnice, b je strana štvorca kružnici k opísanej.

9. Úsečku AB rozdeľte v pomere zlatého rezu, t.j. nájdite bod X tak, aby platilo 

(AB (: (AX ( =  (AX (: (XB (.

10. Nech k je kružnica s polomerom r opísaná pravidelnému jednoduchému10-uholníku. Skonštruujte úsečku zhodnú s jeho stranou. 

11. Zostrojte úsečku zhodnú so stranou pravidelného 5-uholníka vpísaného do danej kružnice k s polomerom r.
12. Zostrojte pravidelný 5-uholník, ak je daná jeho strana (veľkosť jeho strany).

13. Vypočítajte pomer uhlopriečky a strany pravidelného jednoduchého 5-uholníka.

14. Vypočítajte pomer strany a uhlopriečky pravidelného hviezdicového 5-uholníka.
15. Dokážte, že zo všetkých konvexných n-uholníkov vpísaných do danej kružnice k má najväčší obsah  pravidelný n-uholník.

