ALGEBRA

Cvicenie 7
1. Podla kritéria podgrupy potrebujeme overit, Ze pre lubovolné dva prvky
(n,n) a (n',n') z mnoziny D plati, ze ich rozdiel tiez lezi v D. Ked'ze

(n,n) — (n',n') =(n—n',n—n'),

tak je to zrejmé.
2. Nech 2%, 2%/, € Z[3] si Tubovolné prvky. Predpokladjme najskor, ze n > n'.
Pocitajme ich rozdiel
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Citatel je celé ¢islo a menovatel je mocnina dvojky, vysledok teda lezi v Z[%]
Ak plati n < n/, ich rozdiel vypocitame podobne a vysledok bude
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¢o je opif zlomok s celoéiselnym ¢itatelom a menovatelom mocninou dvojky.

3. Kedze (C\ {0},.) je multiplikativna grupa (operdcia je nésobenie), pri
kritériu podgrupy budeme uvazovat podiel. Na vypocet podielu komplexnych
¢isel pozijeme vztah

1 a—bi a—bi

atbi  (atbi)a—bi) a2+02

Absoliitna hodnota |z| komplexného ¢isla z = a + bi je dand |z| = va? + b
Nech z; = a + bi, 2o = ¢ + di st prvky v S. Pocitajme 22, .
12 a+bi (a+bi)(c— di)

172 :Z_gzc—l—di_ cz 4 d?

= (a+bi)(c—di) = (ac+bd)+(bc—ad)i.

Potrebujeme zistit, ¢i absolitna hodnota |z;2, | je rovna 1.

|2125 Y| = V/(ac + bd)? + (bc — ad)? = Va2c® + 2abed 4 b2d2 + b2c2 — 2abed + a2d?,
= Va2c + b2d2 + b2c% + a2d? = \/a%(c2 + d?) + b2(c* + d2),
= /(a2 +02)(c2 + d2) = \/(a2 + b2)\/(c2 + d?) = | 21| || = 1.

7 toho vyplyva, Ze 212, " tiez lezi v S ako sme cheeli a teda S je podgrupa.




Neutréalny prvok v grupe (C\ {0},.) je ¢islo 1. Ked'ze (—1)% = 1, rdd prvku
—1 je 2. Pre mocniny ¢ a —i plati
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z ¢oho Vidno ze rady oboch prvkov su 4.
Prvok 1 5+ ‘[z mé nasledovné mocniny
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a jeho rad je 6.
Vsimnime si, Zze 3 + ‘/732 = cos() + isin(%) a horeuedené vztahy sa dajui
jednotne zapisat

s () o0 ()" = (5) o ().

¢o je Specidlny pripad Moivreovej vety. Analogické vztahy platili aj pre ¢isla
i =cos() +isin(%) a —i = cos(2) + isin(2F).
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cos| — | +wsm | —
n n

2

bude prvok radu n.



4. Po oznaceni
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dostaneme vztahy
P K= 1

Y

z ktrorych vylyva, ze mnozina {+1,+I,+.J, +K} je uzavretd vzhladom na
inverzné prvky. Zo vztahov

I1J=K JK =1 KI=J
JI =-K KJ=-1 IK =—-J

dostaneme, Ze mnozina {+1,+1,+J, + K} je uzavretd aj vzhladom na stcin
a teda tvori podgrupu.
Neutralny prvok 1 je rddu 1, —1 je rddu 2 a zvysné prvky su radu 4.



