
ALGEBRA
Cvičenie 6

1. Overit’, či ~u lež́ı v S znamená zistit’, či sa dá vyjadrit’ ako lineárna kom-
binácia

~u = c1(1, 3, 1, 6) + c2(2,−2, 2, 4) + c3(3,−3, 1, 2)

teda, či existuje riešenie (c1, c2, c3) lineárneho systému
1 2 3 1
3 −2 −3 0
1 2 1 −1
6 4 2 −1


Výpočtom dospejete k riešeniu c1 = 2

8
, c2 = −9

8
, c3 = 1.

Analogicky, pre vektor ~v dostanete ako riešenie pŕıslušného systému trojicu
c1 = 3

4
, c2 = −1

8
, c3 = 1

2
.

V oboch pŕıpadoch riešenie existovalo a preto vektory ~u a ~v ležia v danom
podpriestore. Z defińıcie lineárneho obalu vyplýva, že aj 〈~u,~v〉 ⊆ S, pretože
S obsahoval ~u aj ~v a lineárny obal 〈~u,~v〉 je najmenš́ı podpriestor obsahujúci
dané vektory.

Na druhej strane podpriestor S obsahuje vektory, ktoré sa nenachádzajú v
〈~u,~v〉, napŕıklad aj vektor (1, 3, 1, 6), lebo pŕıslušný systém, ktorý s ńım zo-
stav́ıte nemá žiadne riešenie.



2. Dokážeme najskôr, že plat́ı inklúzia 〈~v1, ~v2, . . . , ~vn〉 ⊆ 〈c~v1, ~v2, . . . , ~vn〉.
Nech ~u lež́ı v l’avom lineárnom obale 〈~v1, ~v2, . . . , ~vn〉. Potom sa muśı dat’

vyjadrit’ pre vhodné c1, c2, . . . , cn ∈ F ako lineárna kombinácia

~u = c1~v1 + c2~v2 + · · ·+ cn~vn.

Podl’a predpokladu je c 6= 0 a teda existuje prvok c−1 ∈ F a môžeme upravit’

~u = c1~v1 + c2~v2 + · · ·+ cn~vn

= c1(c
−1c)~v1 + c2~v2 + · · ·+ cn~vn

= c1c
−1(c~v1) + c2~v2 + · · ·+ cn~vn.

Ked’že sa nám týmito úpravami podarilo zaṕısat’ ~u ako lineárnu kombináciu
vektorov c~v1, ~v2, . . . , ~vn tak plat́ı aj ~v ∈ 〈c~v1, ~v2, . . . , ~vn〉.

Tým sme dokázali, že pre l’ubovol’né vektory a skalár c 6= 0 teda plat́ı
〈~v1, ~v2, . . . , ~vn〉 ⊆ 〈c~v1, ~v2, . . . , ~vn〉.

Ked’ túto práve dokázanú inklúziu aplikujeme na vektory c~v1, ~v2, . . . , ~vn a ne-
nulový skalár c−1 dostaneme, že plat́ı 〈c~v1, ~v2, . . . , ~vn〉 ⊆ 〈c−1c~v1, ~v2, . . . , ~vn〉.

Lenže to nie je nič iné ako opačná inklúzia. Preto sa oba lineárne obaly musia
rovnat’.

V druhej časti úlohy budeme uvažovat’ lineárny obal 〈~v1 + c~v2, ~v2, . . . , ~vn〉.
Každý vektor z neho je tvaru

c1(~v1 + c~v2) + c2~v2 + · · ·+ cn~vn.

Lenže to môžeme upravit’ na nasledovný tvar

c1~v1 + (c1c + c2)~v2 + · · ·+ cn~vn,

z ktorého vidno, že daný vektor leži aj v 〈~v1, ~v2, . . . , ~vn〉. Teda sme práve
dokázali inklúziu 〈~v1 + c~v2, ~v2, . . . , ~vn〉 ⊆ 〈~v1, ~v2, . . . , ~vn〉.

Analogicky ako v predošlom, ked’ toto aplikujeme na vektory ~v1+c~v2, ~v2, . . . , ~vn
a skalár −c dostaneme 〈~v1+c~v2−c~v2, ~v2, . . . , ~vn〉 ⊆ 〈~v1+c~v2, ~v2, . . . , ~vn〉, čo je
presne opačná inklúzia 〈~v1, ~v2, . . . , ~vn〉 ⊆ 〈~v1 + c~v2, ~v2, . . . , ~vn〉. Oba lineárne
obaly sa preto musia rovnat’.



3. Nech

S = 〈(1,−1, 3,−2), (2,−3, 4,−2), (1,−3,−1, 2)〉,
T = 〈(4,−2,−4, 2), (3, 0,−5, 2)〉,

Potom S je lineárny obal riadkov matice 1 −1 3 −2
2 −3 4 −2
1 −3 −1 2

 .

Z predošlej úlohy vyplýva, že lineárny obal riadkov sa nezmeńı ak vykonáme
l’ubovol’nú elementárnu riadkovú operáciu. Maticu teda uprav́ıme a postupne
dostaneme  1 −1 3 −2

0 −1 −2 2
0 −2 −4 4

 ∼
 1 0 5 −4

0 1 2 −2
0 0 0 0


Teda podpriestor S vieme vygenerovat’ pomocou dvoch vektrorov nasledovne

S = 〈(1, 0, 5,−4), (0, 1, 2,−2)〉.

To isté prevedieme s T a dostanme

T =

〈(
1, 0,
−5

3
,
2

3

)
,

(
0, 1,
−4

3
,
1

3

)〉
.

Každý vektor z S je lineárna kombinácia c1(1, 0, 5,−4)+c2(0, 1, 2,−2). Každý
vektor z T je tvaru c3

(
1, 0, −5

3
, 2
3

)
+ c4

(
0, 1, −4

3
, 1
3

)
. Potrebujeme zistit’ práve

kedy sa oboma týmito spôsobmi dá vyjadrit’ ten istý vektor, t.j. riešime rov-
nicu

c1(1, 0, 5,−4) + c2(0, 1, 2,−2) = c3

(
1, 0,
−5

3
,
2

3

)
+ c4

(
0, 1,
−4

3
,
1

3

)
, (1)

alebo po prehodeńı na l’avú stranu

c1(1, 0, 5,−4)+c2(0, 1, 2,−2)−c3
(

1, 0,
−5

3
,
2

3

)
−c4

(
0, 1,
−4

3
,
1

3

)
= (0, 0, 0, 0).

Porovnańım súradńıc oboch strán rovnice dostaneme lineárny systém
1 0 −1 0 0
0 1 0 −1 0
5 2 5/3 4/3 0
−4 −2 −2/3 −1/3 0

 ,



ktorého riešeńım je každá usporiadaná štvorica (c1, c2, c3, c4) = (−1
2
t, t,−1

2
t, t)

pre parameter t ∈ R.

To ale nie je hl’adaný vektor, na jeho źıskanie potrebujem tieto hodnoty
naspät’ dosadit’ do rovnice (1) a vypoč́ıtat’ spoločnú hodnotu l’avej a pravej
strany.

L’ = −1

2
t(1, 0, 5,−4) + t(0, 1, 2,−2) = (− t

2
, t,− t

2
, 0) =

t

2
(−1, 2,−1, 0),

P = −1

2
t

(
1, 0,
−5

3
,
2

3

)
+ t

(
0, 1,
−4

3
,
1

3

)
= (− t

2
, t,− t

2
, 0) =

t

2
(−1, 2,−1, 0).

V prieniku S ∩ T ležia práve všetky násobky vektora (−1, 2,−1, 0) a teda
S ∩ T = 〈(−1, 2,−1, 0)〉.


