ALGEBRA

Cvicenie 4 rieSenia

A:(gg).

Aby této matica bola z mnoziny O(2) musi byt reguldrna a musi zobrazovat
Iubovolny par vektorov Z, 1 na par vektorov s ronakym skaldrnym stéinom.

1. Nech A je matica

) A ) oy S 1
Dosad me najskor isté vybrané vektory za Z,y. Zacnime s T,y = ( 0 >

L . (a a) (a)_ (1Y (1 2., 2 _
A:E—Ay—(c)teda(c)(C)—<O)(O)apretoa+0—1.

0
] dostaneme, ze b* + d? = 1.
Mozeme preto zatial povedat, Ze matica A € O(2) je nutne tvaru

a=(te) o)),

Analogicky, pre ¥,y =

pre nejaké parametre p, 1) € [0, 27).

Dosadme dalej ¥ = ( (1) ) ay = ( (1) ) Tieto vektory si na seba kolmé,

preto aj AT a Ay, t.j. stipce matice A, musia byt na seba kolmé. Dostaneme
podmienku

Pripad ¢ = ¢ + 5 vedie na maticu rotacie

4 ( cos(p)  —sin(p) ) R,

sin(p)  cos(y)



Pripad ¢ = ¢ — 7 vedie na maticu reflexie

a= (e ) ) =5

Z predoslych cviceni vieme, ze reflexie zachovavaju skaldrny sicin a ze rotécie
st zloZenia dvoch reflexii a maji teda tieZ tiito vlastnost. Mnozina vsetkych
rotacii a reflexi{ v rovine je uzavretd vzhladom na skladanie zobrazeni, teda
mnozina vietkych matic rotacie a reflexie je uzavretd vzhladom na ndsobenie
matic. Operacia nasobenia je asociativna, rotacia o nulovy uhol je neutralny
prvok a platf R;' = R_, a S;' = S,. Mnozina O(2) s operdciou nasobenia
je preto grupa. Tato grupa nie je abelovska.

2. Overime, Ze sicin Tubovolnych dvoch matic z G lezi tiez v G. Plati

a —b c —d\ (ac—bd —ad—bc\ [ ac—bd —(ad+ bc)

b a d ¢ ) \bc+ad —bd+ac )] \ ad+bc ac—bd
Kedze (ac — bd)? + (ad + bc)* = (a* + b*)(c* + d*) > 0, tak vyslednd matica
je naozaj nenulova, ako pozadujeme.

Nésobenie je asociativne a z predoslého vypoctu tiez vidno, ze nasobenie
matic z mnoziny G bude navyse komutativne.

Cc

d > je taka matica, ze pre kazdu

Néjdeme neutralny prvok. Nech (

a —b ,
( b4 > € G plati
a —b c —d\ _ (a —Db
b a d c “\b a )’
ac—bd —(ad+bc)\ [ a —b
ad+bc  ac—bd S \b a )
Snad’ vidno, Ze ¢ = 1 a d = 0 je rieSenim. Teda jednotkové matica je ne-
utralny prvok.

’ ~ ) - ’ _b . N ~ sz
Podme vypocitat inverzny prvok k < Z a ) € (. Najskor pre specialny

)ec

pripad, ked a = 0. Lahko dostaneme, Ze

(£3)-(5

lesiS



Teraz predpokladajme, ze a # 0 a rieSme rovnicu
a —b c —d\ (10
b a d ¢ ) \0 1)’
ac—bd —(ad+0bc)\ (1 0
ad+bc  ac—bd N0 1)

Dostaneme systém rovnic

ac —bd =1,
ad+bc=0

be

Ked'ze predpokladdme, Ze a # 0, z druhej ronice mozeme vyjadrit d = — ”

a dosadit do prvej.

b
ac + b—c =1,
a
a’c+ b*c = a,
(a®> +b*)c = a.
Z, coho mame vysledok
—b
o=t i-
a? + b? a? + b?

Matica

a b
( c —d ) _ ( a2+bb2 a2+b2 ) _ 1 ( a b )
5 _ _a 2 2 —
d c 2102 a’+b? a?+0b b a
zrejme lezi v mnozine GG, pretoze a a b nie su zaroven nuly a z toho ako

bola odvodend a z komutativnosti operacie . na mnozine G je teda hladanym

inverznym prvkom k ( Z _ab ) e .



