Projektivna geometria

8 Riesenia

1. Kolinearitu bodov moézeme overit pomocou determinantu ich siradnic.

1 2 0
4 3 1[=1314211+04.(-3)—0.31—1.1.(-3)—24.1=0.
1 -3 1

Nulovy determinant znamenad, ze body st kolinearne.
Bod C' je nevlastny, teda pre dvojpomer (ABCD) plati

_ |BD]
(ABCD)| = 57

Znamienko dvojpomeru je zéporné, teda dvojice (A, B) a (C, D) sa musia od-
delovat, ¢o vzhladom na polohu bodu C znamend, Ze D sa nachddza vnutri

Euklidovskej tusecky AB. Vektory B? a ﬁ maji opacnu orientaciu. Spo-
jenfm vSetkych informdcii dostaneme vztah

B = - 08 vep. 4D = - 258
Upravenfm
AB - 25D
D+ 2AD - 25D+ 2AD
>3~ (1B - B1)
b =
A5 = 27

Z homogénnych suradnic vlastného bodu A odvodime jeho standarné siradnice
(4,1) a podobne dostaneme standarné stiradnice bodu B ako (2, —2). Vektor

AL je vektor (2,—2) — (4,1) = (=2, -3) a teda

AD=AB=2(-2, ) =(-1,-1),



z ¢oho suradnice bodu D su (4,1) 4+ (—1,—1) = (3,0) a ako jeho homogénne
stiradnice mozeme zobrat napriklad (1: 3 : 0).

2. Zostavime systém rovnic rovnako ako v dokaze vety 8.2.

a+b —A =0
a—1>b - XN =0
a =0
c+d+ A =0
c—d — 3N =0
c +XN'=0
Z prvych troch rovnic vidime, ze a =0, b= —-X a A = =\
Z poslednej rovnice mame ¢ = —\".

Dosadenim do zostavajucich dostaneme

d— N=XN'=0
—d—3\N-)N'=0

Vyjadrime d pomocou \” pri¢itanim (—3)-ndsobku hornej rovnice ku spodnej
—4d +2)\" =0
Teda d = %X’ . Dosadenim do jednej z danych dvoch rovnic vyjadrime aj

1 11
N =1\
Vseobecne riesemnie je preto

a=20

b— 1)\//
2

c= _)\Il

d— 1)\//
2

A— 1)\//
2

)\1_ 1)\//



Zvolenim Iubovolnej nenulovej hodnoty A" dostaneme prislusni maticu. Napriklad

pre X' =2 je
0 1
(%)

a rovnica projektivnosti 7 je

(3)-(50) ()

3. Nech X je Tubovolny bod so stiradnicami (xq : z1). Priamo vypocitajme
suradnice bodu 7y (7 (X)).
Ak oznacime (x, : x}) sturadnice my(X) a (zf : x) suradnice mp(mp (X)),

CH-ENE-e e

~ A~ ~e
Lenze, ako sa mozeme presvedcit

() ()= 1)

teda my (ma (X)) = X pre kazdy bod X, ¢o znamenad, ze (X, my (X)) je vrat-
nou dvojicou a teda 7, je involucia.

4. Ak X = io , jeho obraz X’ mé suradnice M X. Tieto siradnice budu
1

sturadnice toho istého bodu prave vtedy, ak existuje nenulové ¢islo A také, ze
MX = \X. (1)

Toto je tiloha na hladanie vlastnych ¢fsel a vlastnych vektorov matice M.
Ak ste sa eSte s vlastnymi ¢islami nestretli, Standarny postup rieSenia je
nasledovny. Rovnicu (1) prepiseme do tvaru

MX —AX =0,
(M — A)X =0,

0 ., .
01 ). Ked'ze siradnice
bodu X su nenulové, tato sustava rovnic ma rieSenie iba ak determinant
matice M — Al je rovny nule.

kde I je jednotkova matica (v tomto pripade ( L



V priklade a) je tento determinant nasledovny

‘3—)\ -1

4 3_) ‘:(3—>\)2—1:>\2—6>\+8.

Toto je rovné nule pre A\; = 2 a Ay = 4 (s to korene uvedeného polynému).

Pre A\ = 2 je matica M — \{[ = < _11 _11 > a ststava (M — M\ 1) X =0 je

1 -1 o . 0
—1 1 T N 0 ’
e e, ) 0 ’ 7 1
ktorej riesenim je Iubovolny nésobok stlpca ( 1 )
To znamend, ze plati (pozri (1))
3 -1 1 1
(530200
a teda bod X so suradnicami (1 : 1) je samodruzny bod.

-1 -1
-1 -1

(5 2))-0)

P ’ ) S ’ 7 —1
ktorej riesenim je Tubovolny nésobok stlpca ( 1 )

Pre \y = 4 je matica M — \ [ = ( > a sustava (M — A1) X =0 je

To znamena, ze plati

3 -1 —1 —1
(5 )= ()
a teda bod X3 so suradnicami (—1 : 1) je samodruzny bod.

Podobnym sposobom mozZete riesit ostatné priklady.

V ¢asti b) vyjde polyném A* — X + 1, ktory nem4 redlne korene a teda my,
nebude mat samodruzné body.

V ¢asti ¢) vyjde polyném A2 — 4\ +4, ktory m4 realny koreit A\ = 2, pre ktory
dostanete samodruzny bod so stiradnicami X = (1:0).



9 RieSenia
1. a) Rovnakym sposobom urc¢ime samodruzné body. Méme

I-X 0 0
0 XA —1|=@1=-XNA\+1).
0 1 =\

Vlastné cislo je Ay = 1, pomocou ktorého najdeme jediny samodruzny bod
(1:0:0). Tento bod ale nie je stred kolineacie. Ak by bol stredom, tak by
tato kolineacia mala aj os a teda celd priamku tvorent samodruznymi bodmi,
¢o v tomto pripade neexistuje. Z toho moZzeme usidit, Ze tato kolindcia je
rotacia so stredom (1:0:0).

b) Opit urcime \; = 1, ale teraz riesenim sustavy (My — A\ 1) X = 0, t.j.

0O 0 O To 0
-1 0 0 T = 0
2 00 To 0
je kazdy bod so stradnicami (0 : z; : x3) pre lubovolné xy, xo. To znamens,

ze kazdy nevlastny bod je samodruzny. Nevlastna priamka je teda osou a
stred je nejaky bod na nej. To znamena, ze tato kolineacia je posunutie.

c) V tomto pripade mame vlastné ¢isla \; = 1 a Ay = 2. Podobne ako
v predoslom z Ay = 2 dostaneme, ze nevlastnd priamka je osou. Teraz ale
méame aj vlastny samodruzny bod prislichajici Ay = 1 a to bod (1:0:0).
Ten bude zrejme stredom a tdto kolinedcia je rovnolahlost.

d) Podobne ako v a) toto bude rotacia so stredom (1 :0:0). Lisi sa tym, ze
otacame o iny uhol, ale nebudeme sa zatial zaoberat ako urcit tento uhol.

e) Mame A\; = 2 a odvodime, ze ide o kolinedciu s osou xo = 0, ¢o je v tomto
pripade vlastnd priamka. Ide o urc¢itu elaciu s touto osou.



