Projektivna geometria

6 RiesSenia

1. Podla definicie body P = AB'NA'B, Q = AC'NA'C a R= BC'NB'C
lezia na direkcnej osi 0. Obraz bodu X € p v projektivnosti m skonstruujeme

opét z definicie pomocou zloZenia dvoch perspektivnosti p % ) % p.




3. Obraz X’ bodu X € p v projektivnosti 7 skonstruujeme zlozenim dvoch

perspektivnosti p %/ ) % P

4. Prevedenim konstrukcie z predoslého prikladu dostanete to, ¢o sa tvrdi.

5. Vieme, Ze kazda perspektivnost p % p’ nechéva bod pNp’ na mieste. Podla

predchddzajiceho prikladu mozeme ustdit, Ze direkénd os § pretne priamku
p’ v rovnakom bode ako ju pretina priamka p, teda vSetky tri sa pretinaji v
jednom bode, ako sme chceli dokézat.

Naopak, predpokladajme, ze direkénd os projektivnosti w: R(p) — R(p')
prechddza bodom R = pNp'. Nech A, B,C su tri rozne body priamky p a
A", B', C" st po poradi ich obrazy v projektivnosti 7: R(p) — R(p’). Oznacme
P=AB'NAB,Q=AC'"NACaS=AANBB.




UvaZzujme perspektivnost 7': p % p. Zrejme 7' (A) = A" a 7/(B) = B'.

Chceme dokézat, ze plati aj 7/(C') = ', teda, ze body C, C’, S su kolinedrne.
Potom budi 7 a 7' zobrazovat trojicu bodov rovnakym sposobom a teda
podla zdkladnej vety sa budud rovnat.

Kolinearitu bodov mozno dokézat pouzitim dudlnej Desargovej vety pre
ANAB'C' a ANA’BC" alebo pomocou Desargovej vety pre AAA'Q) a AB'BR.

6. Spravme to pre nasledovni polohu bodov (zvysné situdcie sa vyriesia rov-
nako).

Ak by této projektivnost mala samodruzny bod X, vysetrenim vsetkych
moznych poloh bodu X vzdy dospejeme k sporu.
Predpokladajame, ze samodruzny bod X by lezal na tejto casti priamky.

Dvojice (A, B) a (C, X) sa oddelujt, ale ich obrazy (B,C) a (A, X) nie.

Predpokladajame, ze samodruzny bod X by lezal na tejto casti priamky.

Dvojice (A, B) a (C, X) sa neoddeluju, ale ich obrazy (B,C) a (A, X) 4no.

Predpokladajame, ze samodruzny bod X by lezal na tejto casti priamky.

Dvojice (A, C) a (B, X) sa oddeluju, ale ich obrazy (B, A) a (C, X) nie.

T4to projektivnost nemoze mat samodruzny bod a je teda eliptickd.



7. Predpokladajme, zZe involicia 7: R(p) — R(p) mé vratnu dvojicu (A4, A")
a samodruzny bod X. N4jdeme d'alsf samodruzny bod. Zvolme priamku ¢
prechadzajicu bodom X a bod S neleziaci na p, ¢ a pomocou nich standardne
skonstruujme bod X’ tak, aby H(A, A’; X, X’). Ozna¢me navyse T'= SRNq
tak ako je to na obrazku.
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Uvazujme perspektivnosti 7;: p % qamy:q % p. Plati
7Tl(A> :P, WQ(P :A/,
7-‘_1(/4/) = Q7 ’/TZ(Q) - A7
7T1(X):X7 TQ(X):X,

Potom projektivnost m o 7, zobrazuje body A, A’, X postupne na A’, A, X.
Podla zdkladnej vety to ale znamend, Ze m = my o 7.

Ukazeme, ze X' je samodruzny bod involicie . Bod X’ sa v perspektivnosti
7 zobrazi na bod T'. Bod T sa v perspektivnosti 7y zobrazi na bod X'. Teda
m(X') = m om(X') = X', ako sme chceli.



7 RieSenia
1. Kedze U2 je nevlastny bod, dvoj Jpomer (AgBCUY) vypocitame ako deliaci

pomer (AOBC Vektory AqC' a B maji rovnaku orientaciu a pomer ich
dlzok je 2 =1 teda (4 BCUL) =1
Uvedena étvorica bodov sa v perspektl'vnosti 7 zobrazi na Stvoricu T, Cy, C, X.

Preto plati

(TCy,C) 1

TCCX) = = —.

(TGCX) (TCoX) 2
7 obrazka zistime, ze (T'CoC) = 2. To znamena, ze (TCoX) = 3.
Ked'ze deliaci pomer (T'CoX) je kladny, bod X lezi na Euklidovskej pol-

priamke T'Cy. Pre dlzky tseciek TX a CyX md platit

TX| 4
cox — TG =5

Dosadenim |CoX| = |TX| — 1 dostaneme |T'X| = 4.

2. 70 zadania a vety 7.12 mdme (ABCD) = (ACBE) = —1. Podla tvrdenia
7.11 d) plati (ABCE) =1 — (ACBE) = 2.Teda

(ABC) _ (ABC)

(ABD) 7 (ABE)
Pocitajme dvojpomer (ABDE).

(ABDE) (ABD) _ (ABD)(ABC) _ (ABD) ' (ABC) _ 1 6_ _o
(ABE) (ABE)(ABC) (ABC) (ABE) -1
3. Oznatme (XY AA’) = \. KedZe involicia m m4 vratni dvojicu (A, A’) a
ako kazdd projektivnost zachovava dvojpomer, tak plati aj (XY A’A) = .
Vieme, ze vSetky $tyri body st rozne (nemoze platit A = A’; lebo potom by
7 bola identita a nie hyperbolickd involicia) a preto A # 0, 1. Podla tvrdenia
7.11 b) musi platit

= 2.

1
A= —

)\7

A =1,
N —1=0,

A+ 1)(A—1) =0.

Teda A = —1, ¢o znamen4, ze body X, Y, A, A’ tvoria harmonicki stvoricu.



4. Vyplyva z vety o obvodovom uhle a definicie dvojpomeru styroch vlastnych
priamok.

5. Vyuzitim predchadzajiceho prikladu a tvrdenia 7.5 pre priamky DP, DA, DC, DQ)
a BP,BA, BC, BQ) dostaneme, ze dvojpomery priesecnikov oboch $tvoric
priamok s priamkou P(Q) sa rovnaju, teda (PY RQ) = (PRXQ).

Rozpisané podrobne podla vztahu (7.2) dostaneme

|PRIYQ| _ [PX][RQ)]
YRI[PQ|  |RX|[PQ|

Vyndsobenim oboch stran rovnice |PQ| upravime na tvar

[PRIYQ| _ |PX[[RQ)]

YR |RX]|
Podla zadania |PR| = |RQ| a mdzeme obe strany vydelit tymto ¢islom
vQl  |PX
[YR| |RX]|

Teda méme rovnost deliacich pomerov (QRY) = (PRX).
Vyuzitim tvrdenia 7.2 e) dostaneme aj (YQR) = (XPR), z ¢oho

YR| |XR|
QR|  |PR|

Kedze |QR| = |PR|, tak musi platit aj |[YR| = | X R|, ¢o sme mali dokdzat.



