Projektivna geometria

4 Riesenia

3. V rovine st dané dve rovnobezky a,b a bod C' mimo nich. Zostrojte tretiu
rovnobezku prechadzajicu bodom C.

Chceme skonstruovat priamku ¢ prechadzajicu bodom C, ktord bude konku-
rentnd s a, b (vSetky sa pretni v jednom nevlastnom bode). Nech A, A’ € a,
B, B’ € b su pary roznych bodov.

Na urcenie priamky c staci urcit bod C’ taky, ze AAN BB’ N CC' je jeden
bod. To pripomina tvrdenie Desargovej vety pre AABC a AA'B'C’. Pre
dané body musi teda platit aj to, Ze body P = ABNA'B', Q = AC N A'C’
a R = BC N B'C’ st kolinearne.

To ndm ddva navod na konstrukciu bodu C’. Pomocou zvolenych bodov
A, A, B, B uréime bod P a tymto bodom prelozime priamku p. Oznacéme

Q=ACNpa R=BCnNp. Bod C' ndjdeme ako C' = A’/Q N B'R.

4. Dany je trojuholnik AABC. Nech A, By, Cs st po poradi nevlastné
body priamok BC, AC, AB. Urcte stvrty harmonicky bod D, teda taky
bod, aby platilo H(As, Beo; Coos Doo)-

Postupujme klasickym sposobom. Zvolme bod S neleziaci na Ziadnej z pria-
mok a prelozme bodom C, nejaki priamku ¢ nim neprechadzajicu, t.j.
priamku rovnobezni s AB neprechadzajicu S. Zostrojme P = SA,,Nq a



QQ = SBy N q ako priesecniky rovnobeziek s priamkami BC, AC' vedenych
bodom S a priamky ¢. Podobne, nech R = A, Q) N B, P.

/

Hladany bod D je potom prieseénik priamky SR s nevlastnou priamkou.

5. V rovine su dané rozne nekolinearne body A, B, S a priamka ¢ rovnobezna
s AB neprechddzajica S. Bez merania, len s pouzitim linedra (pravitka) zo-
strojte stred tsecky AB. Viete to spravit aj bez narysovania priamky AB?

Staéf uvedomit si, Ze pre nevlastny bod UAB priamky AB je stvry harmo-
nicky bod k trojici A, B, ULE prave stred Euklidovskej tsecky AB. Na jeho
konstrukciu moézeme pouzit uvedny bod S a priamku ¢, ktord zo zadania
prechadza bodom U#5.
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6. Nech st dané tri rozne konkurentné priamky py, pe, ps (vSetky prechadzaju
jednym bodom P) a dve perspektivnosti m1: R(p;) — R(ps) so stredom S
a my: R(p2) — R(ps) so stredom Sy. Pomocou Desargovej vety dokazte, ze
projektivnost m = my o m; je tieZ perspektivnost. Ak4 je poloha stredu S
perspektivnosti 7 a stredov S7, 557

Nech A, B st rozne body na priamke py, A’, B" € py su ich obrazy v per-
spektivnosti m; a A”, B” € p3 st obrazy tychto bodov v perspektivnosti ms.

Py

Ps

Trojuholniky AAA’A”, ABB'B" spliiaju ABN A'B' N A"B" = P a podla
Desargovej vety musia byt body S, = AA'N BB', Sy = A’A" N B'B" a
S = AA” N BB” kolinearne.
To ale znamend, ze dvojice bodov A, A” a B, B"” si zodpovedaju v per-
spektivnosti 7 so stredom S.

5 RieSenia

1. a) Nech s: E; — E, je osovd stimernost podla priamky o. Ak toto zo-
brazenie chceme rozsirif na kolineaciu S: E; — E, potrebujeme kazdému
nevlastnému bodu X priradit jeho obraz S(X).

Nech X je nevlastny bod priamky p. Aby S bola kolinedcia, tak S(X) musi
lezat na priamke p’ = s(p). Pretoze vlastné body priamky p’ sa zobrazuji na
vlastné body a S je bijekcia, tak S(X) musi byt nevlastny bod priamky p'.
Zrejme o je os kolinedcie S. Ako uréime stred? Uvedomime si, ze priamky
kolmé na os o st samodruzné. Spolocny priesecnik vSetkych takych priamok,
ich nevlastny bod S, je stredom kolineacie.



b) Nech s: Ey — E, je stredova stimernost so stredom S. Chceme ju rozsirit
na kolinedciu S: E; — E,. Pre lubovolny nevlastny bod X je priamka

= SX samodruznd. Rovnako ako v predchadzajicom, nevlastny bod sa
zobrazi na nevlastny bod. V tomto pripade to znamend, ze S(X) = X a teda
kazdy nevlastny bod X je samodruzny. Nevlastna priamka u., je osou tejto
kolinedcie.

L, 8(A)

c¢) Rovnolahlost so stredom S je len zovseobecnenie predoslého pripadu. Bod
S bude stredom a nevlastna priamka bude osou tejto kolineacie.

d) Nech r: E; — E, je rotécia so stredom S o dany uhol. Pre nevlastny bod X
je obraz priamky p = SX v rotacii r nejakd priamka p’ = r(p) prechddzajica
bodom S. V rozsireni rotacie na kolineaciu R: E; — Es teda musime bod X
zobrazit na nevlastny bod R(X) priamky p'.

Ziaden vlastny bod okrem bodu S nie je samodruzny a s vynimkou §peciglnych
pripadov ani ziaden nevlastny bod nie je samodruzny. Této kolineacia potom
nem4 stred ani os.



2. Névod: Nech I je stredova kolinedcia so stredmi S, S" a X je lubovolny
bod nekolinearny s S,S’. Ako sa zobrazia priamky SX a S'X? Co z toho

vyplyva pre bod X7
Ak sa vsetky body rozsirenej Euklidovskej roviny okrem bodov priamky S5’

zobrazuju identicky na seba, moze sa bod P tejto priamky zobrazit na nejaky

iny bod priamky SS’?

3. Navod: Pouzite Desargovu vety pre troujuholniky AX X; Xs a AYYY5.



