Projektivna geometria

9 Rovnice projektivnych kolineacii

Kolinedciam sme sa venovali uz v kapitole 5, ukazali sme vtedy napriklad, ze
kazda homoldgia H je jednoznacne urcena Stvoricou (5,0, A, A’) (Veta 5.9).
Pocas dokazu sme odvodili, ze kazdy bod X neleziaci na o ani S A sa zobrazi
nasledovne

H(X)=[(AX No)UA]NSX

a kazdy bod B leziaci na SA ale rozny od S sa zobrazi s vyuzitim pomocného
bodu X neleziaceho na o ani SA a jeho obrazu X’ = H(X) takto

H(B)=[(BXNo)UX'|NSA
a takto ziskany bod nezavisi od volby X.

Homolégia H je zobrazenie celej rozsirenej roviny na seba, ale pozrime sa ako
sa sprava, ked sa ziiZzime na nejakd priamku.
Homolégia zizena na os o je identické zobrazenie.
Homolégia ziZend na priamku p # o, SA je perspektivnost so stredom S z
priamky p na priamku p’, ktorych priesecnik p N p’ lezi na osi.
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Homoldgia ziiZzend na priamku s = SA je projektivnost s = 0 = s.
A A

To néas privadza k nasledujicej definicii.

Definicia 9.1. Nech ¢: E; — E, je kolinedcia a pre Iubovolni priamku p
je zuzené zobrazenie ¢|,: p — ¢(p) projektivnostou. Zobrazenie ¢ potom
nazyvame projektivna kolineacia.

Homolégie a vdaka nasledujiicej vete aj eldcie su priklady projektivnych
kolineacii.

Veta 9.2. Nech S, A, A" sii rozne kolinedrne body a o je priamka prechddzajica
S, ale nie A. Potom ezistuje jedind elicia € so stredom S a osou o takd, Ze
E(A) = A'. Navyse € vieme vyjadrit ako zloZenie dvoch homoldgii s osou o.

Dékaz. Zvolme Tubovolny bod S| neleziaci na o ani SA. Nech A” je nejaky
bod na priamke S7A rozny od obidvoch a neleziaci na osi 0. Ozna¢me bod
Sy =SS5 NAA".



Nech homolégie H; a Ha st uréené Hi(S1,0, A, A”) a Ho(Ss, 0, A", A).
Zlozené zobrazenie £ = H, o Hi je potom osova kolineacia s osou o a plati
E(A) = HyoHi(A) = A'. Ukdzeme, ze S je silne samodruzny bod tejto

kolinedcie a teda jej stred.

Bod S lezi na osi 0 a je preto samodruznym bodom kolineacie £. Samotnd os
o je samodruznd. Kedze £(A) = A" a body S, A, A’ si kolinearne, priamka
SA je samodruzné. Priamka S;.5; je samodruzna priamka oboch homolégii
H1 a Hs lebo prechddza ich stredmi. Zvolme bod X neleZiaci na Ziadnej z

tychto troch priamok.

Oznacme Rx = AX No, X" = RxA" NS X a X' = RxA' NS, X". Plati
teda H1(X) = X" a Ha(X") = X'. Pre troujuholniky AS;1S: X" a ANAA'Rx
plati S;A N S,A' N X"Ry = A” a podla Desargovej vety st potom body



S =515NAA, X = S1X"NARx a X' = S, X"NA'Rx kolinedrne. Priamka
SX je teda tiez samodruznd priamka kolineacie £. Tymto sme ukazali, ze S
je stredom kolineacie £.

Jednoznacnost. Nech & a &, su dve eldcie spiﬁajﬁce podmienky vety. Potom
&, 'o&) je kolinedcia so stredom S a osou o, pricom bod A je jej samodruznym
bodom. Nech a € Z(A) je Tubovolnd priamka. Bod 4y = a N o bude sa-
modruzny lebo lezi na osi. Potom ale priamka a obsahuje dva samodruzné
body a je preto sama samodruzns. KedZe priamka a bola zvolend lubovolne,
tak sme tymto dokazali, ze bod A je stredom. Kolineacia s dvoma roéznymi
stredmi musf byt identita, t.j. & * o & = id, ¢o ale znamend, ze & = &. O

Ako dosledok dostaneme, ze elacie si zlozenia projektivnych kolineacii a su
teda tiez projektivne kolineacie. Pre vSeobecné kolinedcie mame nasledujice
jednoduché kritérium.

Tvrdenie 9.3. Nech ¢ je kolinedcia. Ak pre priamku py je zuZené zobrazenie
Blpo : Po = D(po) projektivnost, tak ¢ je projektivna kolinedcia.

Dokaz. Ukéazeme, ze pre kazdid priamku p je ztizené zobrazenie ¢|,: p — ¢(p)
projektivnost. Nech p je Iubovolnd priamka rozna od pg. Zvolme body S, P
neleziace na p,py a oznaétme A = SPNp, A =SPNpyao=(pNpy) UP.

Homolégia H = H(S,0, A, A") zobrazuje priamku p na pg, pricom ziZzenie
H|, je perspektivnost p % po. Pre Tubovolny bod X na priamke p a jeho
obraz X’ = H(X) plati, ze body X, X', S st kolinedrne. Kolineédcia ¢ ich
preto zobrazi opét na kolinedrnu trojicu bodov ¢(X), ¢(X’), #(S).

Oznaéme ¢ = ¢ o H o ¢! a uvazujme ziiZenie tejto kolinedcie na priamku
¢(p) ako znazornuje diagram



H
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Pre kazdy bod Y na priamke ¢(p) existuje bod X € p taky, ze ¥ = ¢(X).
Co je potom ¥(Y)? Mame

YY) =9(6(X)) = (poHod ) ($(X)) = o(H(X)) = ¢(X).

Lenze Y = ¢(X), ¥(Y) = ¢(X') a ¢(5) st vzdy kolinedrne. To znamena,
ze zizené zobrazenie ¥|yp: ¢(p) — ¢(po) je perspektivnost so stredom
#(S). Spodné sipka v diagrame je preto perspektivnost. Sipka vpravo je
projektivnost podla predpokladov a hornd $ipka je perspektivnost, pretoze
homolégia ‘H bola tak skonstruovana.

Lavé sipka, teda zizené zobrazenie ¢|,: p — ¢(p) je zlozenie perspektivnosti
so stredom S, projektivnosti ¢|,, a perspektivnosti so stredom ¢(S). Teda aj
é|, je projektivnost tak ako sme cheeli. O]

Nasledujiica veta je dovodom preco budeme uvaZzovat prave projektivne ko-
lineacie.

Veta 9.4. Nech A, B,C, D su rozne body, pricom Ziadne tri z nich nie si
kolinedrne. Potom projektivna kolinedcia ¢: Eo — Eo je jednoznacne urcend
obrazmi tychto styroch bodow.

Dokaz. Predpokladajme, ze projektivne kolinedcie ¢; a ¢o zobrazuju uve-
denti §tvoricu bodov rovnako. Potom v projektivnej kolinedcii ¢ = ¢5 ' o ¢
st body A, B,C, D samodruzné. Potom ale priamky p = AC a ¢ = BD su
tiez samodruzné a podla predpokladu rozne. Oznaéme P = p N q. Bod P sa
zobrazi do bodu ¢(p) N¢(q) =pNg= P.

Na priamke p lezia samodruzné body A, P,C. Podla zikladnej vety je pro-
jektivnost ¢|,: R(p) — R(p) nutne identitou. To znamend, ze p je silne
samodruzna priamka projektivnej kolineacie ¢, teda je jej osou. Rovnako ale
méame tri samodruzné body B, P, D na priamke ¢ a td teda musi byt tiez
osou. Kolineacia ¢ s dvoma réznymi osami je nutne identita, z ¢coho vyplyva

o1 = ¢a. ]



Sme pripraveni popisat rovnice projektivnych kolinedcii. Nech

M =

L Qe
> o o
S S O

je matica s nenulovym determinantom. Definujme zobrazenie ¢y, : Ey — E,,
ktoré kazdému bodu X so siradnicami (xg : x1 : z3) priradi bod X’ = ¢ (X)
urceny suradnicami (zf : #} : 5) nasledovne
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Rozne body X,Y, Z so suradnicami po poradi (xg : x1 : @2), (Yo : Y1 : Yo),
(20 : 21 : 22) st kolinedrne prave vtedy ked determinant

To Yo <o
rr Y 2
T2 Y2 Z2

je nulovy.
Prislusny determinant pre siuradnice obrazov tychto bodov v zobrazeni ¢ je

/ /
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To znamenad, ze ak povodné body X,Y,Z boli kolinearne, tak tento deter-
minant je rovny |[M|.0 = 0 a teda aj obrazy tychto bodov su kolinedrne.
Zobrazenie ¢, je preto kolineacia.

UkézZzeme, Ze je aj projektivna kolinedcia. Podla tvrdenia 9.3 staci ndjst jednu
priamku py pre ktord bude ¢y, projektivnost. Uvazujme priamku pg dani
rovnicou xo = 0 a $tyri rozne body A = (ap : a1 : 0), B = (bo : by : 0),
C = (co:c1:0), D= (dy:dy:0)na nej. Ich obrazy v kolinedcii budu lezat
na priamke PQ), kde body P a @) maju stradnice (a:d:g)a (b:e:h) (s
to obrazy bodov priamky py so suradnicami (1:0:0) a (0:1:0)).

Predpokladajme najskor, ze ag + ai, by + by, co + ¢1,dy + dy # 0.



Bod A’ = ¢(A) mé suradnice, ktoré mozeme vyjadrit agP + a1Q, alebo
vd'aka homogenite aj ako

Qo a1 a

+ Q=P+
ag + aq aop + a; ag + aq

Q- P)

Ak na priamke ¢(p) zavedieme nehomogénne siradnice, tak aby sturadnice
P,Q boli 0,1, tak bod A" mé potom suradnicu —

ap+ai’

aP+a,Q

Podobnym sposobom uréime siradnice B’ = ¢(B), C' = ¢(C) a D' = ¢(D)
a mozeme vypocitat dvojpomer

a_ _ _a d b
DI YN . Cotcr ap-+ai do+d; bo+b1
(A'B'C'D") = - . d1 o

co+c1 bo+b1  do+di ao+tai

ci(ao + a1) —ai(co + 1) difbo + b1) — bi(do + i)
Cl<bo+b1) —bl(Co+Cl) d1<a0+CL1> —al(d0+d1)
apgC; — a1Cy b0d1 — bldo

boCl - blCO a0d1 - a1d0

— (ABCD)

V pripade, ze pre jeden z bodov A, B, C, D, napriklad D plati dy +dy = 0



budeme dvojpomer (A’B'C’'D’) pocitat podla vzorca (7.6)
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I YN I\ _ cotcr aptay
co+c1 bo+b1

Cl(ao —|—CL1) - a1(00 +C1) ) b() +b1

c1(bg +b1) —bi(co+c1) ag+
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= (ABCD),

kde v predposlednom kroku sme vyuzili,ze d; = —d, podla predpokladu.

V kazdom pripade vyslo, ze ¢u|p, zachovava dvojpomer a je preto pro-
jektivnost. Tym sme dokézali, Ze ¢y, je projektivna kolinedcia.
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Veta 9.5. Pre kazdu projektivnu kolinedciu ¢ existuje matica | d e f
g h 1

s nenulovym determinantom takd, Ze pre kazdy bod X € By so suradnicami
(o : 21 : ma) sU suradnice jeho obrazu X' = ¢(X) dané
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Dokaz. Nech A, B,C, D su rozne body a ziadne tri z nich nie si kolinearne
so suradnicami (ag : a1 : ag), (bo : by : ba), (co : c1 @ ¢a), (do : dy : ds). Nech
suradnice ich obrazov A’, B, C", D' s (ay, : a] : ab), (by : by = by), (¢f = ¢}« ),
(dy - dj = dy).
Pre nenulové éisla A, X', X, A" siradnice (Aag, : Aa} : Aah), (N'bf = N0 2 N'DYy),
(N'ey = N'dy = N'dy), (Ndyy = N dYy = N dly) vd aka homogenite tiez reprezentuji
tie isté body A’, B',C", D'.

a b c
Poktisme sa najst nejakd maticu M = [ d e f

g h 1
¢ zobrazi postupne A, B,C, D na A’, B',C’, D'. Riesime teda homogénnu

takud, ze zobrazenie



stistavu 12 rovnic s 13 nezndmymi . Ked'Ze je viac nezndmych ako rovnic bude
existovat asponi jedno nenulové rieSenie z ktorého odéitame nejakid maticu
M taki, Ze zobrazenie ¢y spliia om(A) = A ou(B) = B, o (C) =
(D) =D

Podla predchadzajiceho rozboru zobrazenie ¢y, je projektivna kolinedcia.
Podla vety 9.4 potom vyplyva, Ze nutne ¢y = ¢.

Determinant matice M je nenulovy, lebo kazda projektivna kolineacia je
bijekcia. O



