Projektivna geometria

8 Rovnice projektivnosti

V predoslej kapitole sme odvodili, ze projektivnosti st prave zobrazenia za-
chovéavavajice dvojpomer. Kombinéciou poznatkov o homogénnych sturadniciach
a tohto faktu dospejeme ku rovniciam projektivnych zobrazeni.

Zacneme tym, ze pre body na danej priamke v rozsirenej Euklidovej rovine
zavedieme homogénne suradnice. Proces bude 1iplne analogicky ako pri za-
vedeni homogénnych stradnic (zg : z1 : x9) v E,, len z celého uvazovania si
odmyslime sturadnicu zs.

Pomocou nehomogénnych stradnic vieme kazdy vlastny bod P priamky
popisat jeho jednou stradnicou z (modrd priamka na obrazku). Kazdy taky
bod P urcuje priamku prechadzajicu pociatkom S v rovinovej siradnicove;
ststave. Stradnice (zg, 1) lubovolného bodu na tejto priamke rozneho od S
budi predstavovat par homogénnych stiradnic bodu P. Bod P samotny ma
z pohladu roviny suradnice (1,z). Stradnice zvysnych bodov priamky nfm
urcenej priamky su tvaru (A, Az). Homogénne stiradnice bodu P su trieda
sturadnic

(1:2)={(A\Ax): A#0}.

Pre vlastné body vztah medzi homogénnymi siradnicami (z : 21) a neho-

mogénnou suradnicou z je
1
r=— (8.1)
o

Stradnice nevlastného bodu st zrejme (0 : ;) pre lubovolné x; # 0.



Mozeme teraz analyticky vyjadrit dvojpomer $tyroch kolinedrnych bodov
A, B,C, D na priamke p urcenych siradnicami a, b, ¢, d v tomto poradi.
Predpokladajme zatial, Ze vSetky body st vlastné a opacny pripad vySetrime
neskor. Deliaci pomer (ABC) je také cislo Ao, ze AC = A\¢BC. Vzhladom
na dané suradnice je teda

c—a

c—>b

Podobne odvodime vztah pre deliaci pomer (ABD) a pre dvojpomer dosta-
neme vztah

(ABC) = A¢ =

c—a d—0»

(ABCD) = . (8.2)
c—b d—a
Chceme vsak tento vztah napisat pomocou homogénnych stradnic. K tomu
e . . . . a1; Q12 Y
vyuzijeme determinanty. Determinant pre maticu A = o a je cislo
21 (22

11099 — G12G21 A& zapisujeme

Al = aix Qi |

| | = = Q11022 — 12021

Q21 (22

Jedna z vlastnosti deteminantu je, ze ak v matici A vynasobime nejaky riadok
¢islom A, hodnota determinantu sa zmeni nasledovne

a1 Aajg _ a11 12 — ). 11 Q12
21 22 Aagr  Aag Q21 A22
S vyuzitim toho mozeme (8.2) prepisat
1 a ‘ ‘ 1 b ‘
c 1 d
(ABCD) = : (8.3)

b 1 a
1 ¢ 1 d

Riadky v maticiach vystupujicich v tomto vzfahu st homogénne stiradnice
(1:a),(1:b),(1:¢)a(l:d) bodov A, B,C,D.

Presvedcte sa, ze ak ako homogénne sturadnice bodov A, B,C, D dosadite
(A1 Ara), (A2 = A2b), (A3 @ Ase), (Mg @ \d) tak dvojpomer vypocitany z
tychto stradnic podla vztahu (8.3) vyjde rovnako, t.j. Ze plati

)\1 )\10, )\2 )\gb 1 a 1 b
A3 Asc Ay Aqd |1 1 d
Ao A2b M o Mal |10 1 a
A3 Asc A Agd 1 ¢ 1 d




Tiez si uvedomte, Ze do vztahu (8.3) mozno dosadit aj stiradnice nevlastného
bodu. Ak je jeden z bodov nevlastny, napriklad D, ako jeho stiradnice mozeme
zobrat (0 : z1) pre lubovolné z; # 0 a vypocet prebehne takto

‘1 a ‘1 b

1 ¢ 0 x c—a I c—a

ABCD) = . — R — (AB

(ABCD) 1 b 1 a c—b 11 c¢c—b (ABC),
1 ¢ 0

¢o je v silade so vztahom pre dvojpomer Styroch bodov pre nevlastny bod
D. Celé to mozeme zhrnit nasledovne.

Dosledok 8.1. Nech A, B, C, D si kolinedrne body s homogénnymi siuradnicami
(ap : ay), (b : b1), (co:c1) a(dy:dy). Potom pre ich dvojpomer plati

‘ ag ap ‘ b[) b1 ’
do d
(ABcp) =10 1 1% @1
bo bl ag aq
Ch C1 do d1

Vdaka tomuto vyjadrenie dojpomeru $tyroch kolinednych bodov pomocou
ich homogénnych stiradnic mozeme vySetrit, ktoré rovnice budi zodpovedat
projektivnym zobrazeniam.

Nech M = ( z 2 ) je matica s nenulovym determinantom ad — be # 0.

Uvazujme zobrazenie 7y, : R(p) — R(p), ktoré kazdému bodu X so siradnicami
(2o : z1) priradi bod X’ = (7, : ) nasledovne

(3)-(Ea) (),

Ty = axg + bxy, (8.4)
Ty = cxg + dxy. (8.5)

teda

Vypoctom overime, Ze pre lubovolnt stvoricu roznych bodov A, B, C, D a ich
obrazy A’, B',C', D" v zobrazeni 7y, plati (ABCD) = (A'B'C'D).

Nech tak ako v Dosledku 8.1 su (ag : a1), (by : b1), (co : 1) a (dy : dy)
homogénne siradnice bodov A, B, C, D. Budeme tiez uvazovat nasledujice



matice

. ap ap _ bO bl
MAC - ( CO Cl ) MBD - ( d() d1 )

. bo bl _ Qo a1
MBC—(CO 61) MAD—<d0 d1)

a matice prislichajice obrazom A’, B’,C’, D' s homogénnymi sturadnicami
(ag = ay), (bg : b1), (¢ = cy) a (dp = dy)

_(w @ _ (b b
by b ap ay
Pre dvojicu A, C a ich obrazy A’, ¢’ podla predpisu zobrazenia my; plati
ag = aagp + bay, ay = cag + day,
¢y = acy + bey, ¢, = ccy + dey,

~ ~ ’ ’ )
¢o mozno skratene zapisat

MA,C,:MAC.(Z ;).

Analogicky vztah plati pre kazdid z uvedenych styroch matic. Dostaneme

preto
c
d

)l

a ¢
Mac: - Mgp -
_ [Mac|  [Mpp| _ ’ " ( b d )‘ ‘ o <

|MB’C" |MA’D’| ‘MBC. < a cC )’ ‘MAD ) <

Z vlastnosti determinantov vyplyva, zZe tento vyraz je rovny
Macl - M| [Mpcl - [M]
|Mpcl - [M| [Map| - |M]’

z ¢oho vykratenim |M| = ac — bd # 0 dostaneme

_ [ Mac| [Mpp| _
|Mpc|  [Mapl

(AB'C'D)

(A'B'C'D') (ABCD),

ako sme cheeli.



Veta 8.2. Pre kazdé projektivne zobrazenie w: R(p) — R(p) existuje matica
a

c d
suradnicami (xq : x1) su suradnice jeho obrazu X' = w(X) dané

(=)

Dékaz. Nech XY, Z su rozne body na priamke p so suradnicami (zg : x7),
(Yo : 1) a (20 : 2z1). Nech suradnice obrazov X', Y’ Z" st (zf : 2}), () : y1) a
(h : 2).

Pre nenulové ¢isla A\, X', N stradnice (Axf : Az), (Nyg = Nyp) a (V2 = A'2))
vd'aka homogenite tiez reprezentuji tie isté body X', Y’ Z'.

a b
c d
urcéené rovnicami (8.4) a (8.5) zobrazi postupne X, Y, Z na X', Y, Z'. Hladdme
teda také a,b,c,d, X\, N, \" aby platilo

) s nenulovym determinantom takd, Ze pre kaZdy bod X € p so

Pokisme sa najst nejaki maticu M = ) taku, ze zobrazenie mys

A\xy = axg + bry, Ny = ayo + by, X'z, = azy + bz,
A\ = cxg + day, Nyy = cyo + dy, N2y = cz9 + dz.

Vsetky tieto rovnice tvoria jeden spoloény systém, ktory po dprave vyzerd
takto

Toa + x1b — ZHA =0
Yoa + y1b — Yo' =0
200+ z1b — 2\ =0
zoc + x1d — T\ =0
Yo¢ + y1d —y N =0
20C + 21d —z\"=0

Je to homogénny lienearny systém Siestich rovnic so siedmimi neznamymi
a,b,c,d, \, N, \'. KedZe je viac nezndmych ako rovnic bude existovat aspoi

c d
takt, ze zobrazenie 7y spina my(X) = X', my (V) = Y a mp(Z) = Z'.
Podla predchédzajiceho rozboru zobrazenie 7, zachovava dvojpomer a podla
predoslej kapitoly je preto projektivnostou. Zo zékladnej vety potom vyplyva,
ze nutne my = 7.

. Lo , .. o ) b
jedno nenulové riesenie z ktorého odcéitame nejaki maticu M = ( ¢ )



Ostéva uz len overit, Ze determinant matice M je nenulovy. DokdZeme to
sporom.

Predpokladajme, ze ad — bc = 0. Nastava prave jeden z pripadov a = b = 0,
alebo a = 0,b # 0, alebo a # 0.

Ak a = b =0, tak dostaneme z{, = y; = 2, = 0, ¢o znamend, ze X', Y’ 7' su
nevlastné body. Podla predpokadu ale boli rézne (lebo sii obrazmi réznych
bodov v projektinosti) a priamka p m4 len jeden nevlastny bod. Spor.

Ak a =0 a b # 0, tak z rovnice ad = bc dostaneme, ze aj ¢ = 0. Priamym
vypoctom dostaneme, ze

¢o vzhladom na (8.1) znamena, ze X' =Y’ = Z’ a opit dostaneme spor.
Ak a # 0, tak mézeme vyjadrit d =b- £ a nésledne

/ /
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/ / /
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¢o vedie k rovnakému sporu. O



