
Pre štvoricu kolineárnych bodov sme definovali ich dvojpomer ak žiaden z
nich alebo práve jeden z nich bol nevlastný a dokázali sme platnost’ pŕıslušných
tvrdeńı 7.5 a 7.6. Ostáva pŕıpad ked’ sú A,B,C,D nevlastné. Táto poloha
má jednu výhodu. Pre l’ubovol’ný vlastný bod S a priamky a = SA, b = SB,
c = SC, d = SD sú všetky uhly ktoré dvojice rôznych priamok zvierajú
nezávislé od polohy bodu S.

To nám dovol’uje sformulovat’ nasledujúcu defińıciu.

Defińıcia 7.7. Nech A,B,C,D sú rôzne nevlastné body. Ich dvojpomer je de-
finovaný ako dvojpomer l’ubovol’nej štvorice rôznych konkurentných priamok
a, b, c, d takých, že A ∈ a, B ∈ b, C ∈ c a D ∈ d.

Pre l’ubovol’nú štvoricu rôznych kolineárnych bodov A,B,C,D a l’ubovol’ný
vlastný bod S vd’aka tejto defińıcii a tvrdeniam 7.5 a 7.6 pre priamky a, b, c, d
dané a = SA, b = SB, c = SC, d = SD plat́ı (abcd) = (ABCD).

Pre úplnost’ môžeme v podobnom duchu definovat’ dvojpomer štyroch rôznych
priamok pret́ınajúcich sa v nejakom nevlastnom bode S. Umožňuje nám to
nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 7.8. Nech a, b, c, d sú rôzne priamky pret́ınajúce sa v nejakom
nevlastnom bode S. Pre l’ubovol’né vlastné priamky p, p′ neprechádzajúce S a
body A = p ∩ a, B = p ∩ b, C = p ∩ c, D = p ∩ d a A′ = p′ ∩ a, B′ = p′ ∩ b,
C ′ = p′∩c, D′ = p′∩d je dvojpomer (ABCD) rovný dvojpomeru (A′B′C ′D′).

Dôkaz. Uvažujme najskôr pŕıpad ked’ sú a, b, c, d vlastné priamky.
Ak sú p, p′ totožné alebo rovnobežné, všetky vzdialenosti zodpovedajúcich
si dvoj́ıc bodov sa rovnajú a tvrdenie plat́ı. Predpokladajme preto, že sú
rôznobežné, t.j. bod P = p ∩ p′ je vlastný.



Ked’že dvojice (A,B) a (C,D) sa oddel’ujú práve vtedy, ked’ sa dvojice pria-
mok (a, b) a (c, d) oddel’ujú, čo je práve vtedy, ked’ sa oddel’ujú (A′, B′) a
(C ′, D′), tak dvojpomery (ABCD) a (A′B′C ′D′) majú rovnaké znamienko.
Poč́ıtajme podiel ich absolútnych hodnôt s využit́ım (7.2).

|(ABCD)|
|(A′B′C ′D′)| =

|AC||BD|
|BC||AD| ·

|B′C ′||A′D′|
|A′C ′||B′D′| =

|AC|
|A′C ′| ·

|A′D′|
|AD| ·

|BD|
|B′D′| ·

|B′C ′|
|BC| .

Z podobnosti 4AA′P ∼ 4CC ′P ∼ 4DD′P máme vzt’ahy |CP |
|AP | = |C′P |

|A′P | a
|DP |
|AP | = |D′P |

|A′P | , z ktorých odvod́ıme |CP |
|C′P | = |AP |

|A′P | = |DP |
|D′P | . Teda

|AC|
|A′C ′| =

|AD|
|A′D′| .

Analogicky z podobnosti 4BB′P ∼ 4CC ′P ∼ 4DD′P dostaneme

|BC|
|B′C ′| =

|BD|
|B′D′| .

Podiel |(ABCD)| a |(A′B′C ′D′)| je teda rovný

( |AC|
|A′C ′| ·

|A′D′|
|AD|

)
·
( |BD|
|B′D′| ·

|B′C ′|
|BC|

)
= 1.

Dôkaz pre pŕıpad štyroch vlastných priamok je týmto ukončený.



Predpokladajme teraz, že jedna z priamok a, b, c, d je nevlastná. Bez ujmy
na všeobecnosti nech je to priamka d.
Body D a D′ sú potom nevlastné body piamok p a p′. Vel’mi podobnou
úvahou, len s tým rozdielom, že použijeme vzt’ah (7.6) namiesto (7.2), tvr-
denie dokážeme s využit́ım podobnosti aj v tomto pŕıpade.

Defińıcia 7.9. Nech a, b, c, d sú rôzne priamky pret́ınajúce sa v nevlastnom
bode. Ich dvojpomer je definovaný ako dvojpomer l’ubovol’nej štvorice rôznych
kolineárnych bodov A,B,C,D takých, že A ∈ a, B ∈ b, C ∈ c a D ∈ d.

Ako bezprostredný dôsledok dostaneme nasledovnú vetu.

Veta 7.10. Každé projekt́ıvne zobrazenie zachováva dvojpomer.

Dôkaz. Vyplýva z faktu, že každá projekcia je zloženie elementárnych per-
spekt́ıvnost́ı, tvrdeńı 7.5 a 7.6, a defińıcíı 7.7 a 7.9.

Podobne ako pre deliaci pomer, môžeme odvodit’ ako sa meńı dvojpomer
štvorice bodov pri zmene ich poradia. Všetkých možných permutácíı je pŕılǐs
vel’a na vyṕısanie, uvedieme preto len niektoré vybrané pŕıpady pomocou
ktorých sa dajú ostatné vygenerovat’.

Tvrdenie 7.11. Nech A,B,C,D sú kolineárne body a pre ich dvojpomer
plat́ı (ABCD) = λ. Potom

a) (BACD) = 1
λ

,

b) (ABDC) = 1
λ

,

c) (CDAB) = λ,

d) (ACBD) = 1− λ.

Dôkaz. Vd’aka vete 7.10 môžeme predpokladat’, že bodyA,B,C,D sú vlastné.
Ak by neboli, vhodnou perspekt́ıvnost’ou ich prevedieme na štvoricu vlastných.

Pŕıpad a). Pomocou defińıcie poč́ıtajme

(BACD) =
(BAC)

(BAD)
=

1
(ABC)

1
(ABD)

=
(ABD)

(ABC)
=

1

λ
.

Pŕıpad b).

(ABDC) =
(ABD)

(ABC)
=

1

λ
.



Pŕıpad c). Dvojpomery (ABCD) a (CDAB) majú rovnaké znamienko určené
tým, či sa dvojice (A,B) a (C,D) oddel’ujú. Poč́ıtajme |(CDAB)| pomocou
vzt’ahu (7.2).

|(CDAB)| = |CA||DB||DA||CB| =
|AC||BD|
|AD||BC| =

|AC||BD|
|BC||AD| = |(ABCD)|.

Pŕıpad d). Označme deliace pomery (ABC) = α a (ABD) = β. Potom
(ABCD) = λ = α

β
. Plat́ı

−→
AB =

−→
AC −−−→BC = α

−−→
BC −−−→BC = (α− 1)

−−→
BC,

−→
AB =

−−→
AD −−−→BD = β

−−→
BD −−−→BD = (β − 1)

−−→
BD.

Pomocou týchto vzt’aho môžeme vyjadrit’

−−→
AD =

−→
AB +

−−→
BD =

−→
AB +

1

β − 1

−→
AB =

β

β − 1

−→
AB.

Podobne dostaneme

−−→
CD =

−−→
CB +

−−→
BD =

−1

α− 1

−→
AB +

1

β − 1

−→
AB =

α− β
(α− 1)(β − 1)

−→
AB.

Pre deliaci pomer (ACD) preto dostaneme po vykráteńı (β − 1) nasledovné

(ACD) =
β
α−β
α−1

=
β(α− 1)

α− β .

Pre deliaci pomer (ACB) plat́ı

(ACB) = 1− (ABC) = 1− α.

Nakoniec dvojpomer (ACBD) je rovný

(ACB)

(ACD)
=

1− α
β(α−1)
α−β

=
−(α− 1)(α− β)

β(α− 1)
=
β − α
β

= 1− α

β
.

Lenže α
β

= λ a teda (ACBD) = 1− λ.

S využit́ım vety 7.10 a tvrdenia 7.11 môžeme konečne odhalit’ súvis medzi
harmonickost’ou a dvojpomerom.



Veta 7.12. Pre kolineárne body A,B,C,D plat́ı, že tvoria harmonickú štvoricu
práve vtedy, ked’ (ABCD) = −1.

Dôkaz. Pre l’ubovol’né dve harmonické štvorice A,B,C,D a A′, B′, C ′, D′ exi-
syuje podl’a základnej vety projekt́ıvnost’ π taká, že π(A) = A′, π(B) = B′,
π(C) = C ′. Ked’že každá projekt́ıvnost’ zachováva harmonickost’ a štvrtý
harmonický bod je určený jednoznačne, muśı platit’ aj π(D) = D′.
To znamená, že podl’a vety 7.10 majú všetky harmonické štvorice A,B,C,D
rovnaký dvojpomer. Nech je to λ.
Vieme ale, že H(A,B;C,D) znamená, že dvojice (A,B) a (C,D) sa oddel’ujú,
preto λ < 0. Tiež vieme, že potom plat́ı aj H(B,A;C,D), čo znamená, že
dvojpomery (ABCD) a (BACD) sa musia rovnat’, teda λ = 1

λ
. Jediné λ

ktoré vyhovuje obom podmienkam je λ = −1.
Naopak pre každý bod D′ na priamke AB rôzny od A,B,C,D je deliaci
pomer (ABD′) rôzny od (ABD) a teda aj

(ABCD′) =
(ABC)

(ABD′)
6= (ABC)

(ABD)
= (ABCD),

z čoho vyplýva, že preň plat́ı (ABCD′) 6= −1.


