Pre stvoricu kolinedrnych bodov sme definovali ich dvojpomer ak ziaden z
nich alebo prave jeden z nich bol nevlastny a dok4zali sme platnost prislusnych
tvrdeni 7.5 a 7.6. Ostdva pripad ked si A, B, C, D nevlastné. Tato poloha
mé jednu vyhodu. Pre Tubovolny vlastny bod S a priamky a = SA, b = SB,
c = 8C,d = SD su vsetky uhly ktoré dvojice roznych priamok zvieraju
nezavislé od polohy bodu S.

To ndm dovoluje sformulovat nasledujticu definiciu.

Definicia 7.7. Nech A, B, C, D st rozne nevlastné body. Ich dvojpomer je de-
finovany ako dvojpomer Iubovolnej §tvorice roznych konkurentnych priamok
a,b,c,d takych, ze Aca, Beb, CecaDed.

Pre Tubovolni $tvoricu roznych kolinearnych bodov A, B, C, D a lubovolny
vlastny bod S vd'aka tejto definicii a tvrdeniam 7.5 a 7.6 pre priamky a, b, c, d
dané a = SA, b= SB, ¢ = SC, d = SD plati (abcd) = (ABCD).

Pre iplnost moézeme v podobnom duchu definovat dvojpomer styroch roéznych
priamok pretinajicich sa v nejakom nevlastnom bode S. Umoznuje nam to
nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 7.8. Nech a,b,c,d su rozne priamky pretinajice sa v nejakom
nevlastnom bode S. Pre lubovolné vlastné priamky p,p' neprechddzajice S a
body A=pna, B=pnb, C=pnec, D=pnNdaA =p Na, BB=p' NbH,
C" =p'Ne, D' =p'Nd je dvojpomer (ABC D) rovny dvojpomeru (A'B'C'D").

Dékaz. Uvazujme najskor pripad ked s a, b, ¢, d vlastné priamky.

Ak st p,p’ totozné alebo rovnobezné, vsetky vzdialenosti zodpovedajtcich
si dvojic bodov sa rovnaji a tvrdenie plati. Predpokladajme preto, ze su
roznobezné, t.j. bod P = p Ny’ je vlastny.



Ked'ze dvojice (A, B) a (C, D) sa oddeluju prave vtedy, ked sa dvojice pria-
mok (a,b) a (c,d) oddeluji, ¢o je prave vtedy, ked sa oddeluju (A’, B') a
(C', D), tak dvojpomery (ABCD) a (A’B'C'D’) maji rovnaké znamienko.

Pocitajme podiel ich absolitnych hodnét s vyuzitim (7.2).

(ABCD)|  |AC||BD| |B'C'||A'D'|  |AC| |A'D'| |BD| |B'C’|

(ABCD)| ~ |BCI[AD| [ACB'D| ~ |AC] [AD] |B'D]

Z podobnosti AAA'P ~ ACC'P ~ ADD'P mame vztahy % =

|DP| _ |D'P| / / |CP| _ |AP| __ |DP|

Tap = e 2 ktorych odvodime ic7P] = 147P] — DR Teda
|AC|  |AD]|
\AC|  |AD|

Analogicky z podobnosti ABB'P ~ ACC'P ~ ADD’'P dostaneme

|BC|  |BD]|
|B/C/| o ’B/D'|

Podiel |[(ABCD)| a |[(A’B'C'D’)| je teda rovny

|AC| |A'D| |BD| |B'C’| .
|A’C"|  |AD| \B'D'| |BC|)

Dokaz pre pripad Styroch vlastnych priamok je tymto ukonceny.

|BC|

lc'p
AP

a



Predpokladajme teraz, ze jedna z priamok a, b, c,d je nevlastna. Bez ujmy
na vseobecnosti nech je to priamka d.

Body D a D' si potom nevlastné body piamok p a p’. Velmi podobnou
tivahou, len s tym rozdielom, 7ze pouzijeme vztah (7.6) namiesto (7.2), tvr-
denie dokazeme s vyuzitim podobnosti aj v tomto pripade. O

Definicia 7.9. Nech a,b, c,d st rozne priamky pretinajice sa v nevlastnom
bode. Ich dvojpomer je definovany ako dvojpomer lubovolnej stvorice roznych
kolinearnych bodov A, B, C, D takych, ze A€ a, Beb, CeccaD ed.

Ako bezprostredny dosledok dostaneme nasledovni vetu.
Veta 7.10. KaZdé projektivne zobrazenie zachovava dvojpomer.

Dokaz. Vyplyva z faktu, ze kazda projekcia je zlozenie elementarnych per-
spektivnosti, tvrdeni 7.5 a 7.6, a definicii 7.7 a 7.9.

Podobne ako pre deliaci pomer, mozeme odvodit ako sa meni dvojpomer
Stvorice bodov pri zmene ich poradia. VSetkych moznych permutacii je prilis
vela na vypisanie, uvedieme preto len niektoré vybrané pripady pomocou
ktorych sa daji ostatné vygenerovat.

Tvrdenie 7.11. Nech A, B,C, D su kolinedrne body a pre ich dvojpomer
plati (ABCD) = X\. Potom

o) (BACD) = 1,
b) (ABDC) = 1,
¢) (CDAB) = A,
d) (ACBD) =1— \.

Dékaz. Vd aka vete 7.10 mozeme predpokladat, Ze body A, B, C, D st vlastné.
Ak by neboli, vhodnou perspektivnostou ich prevedieme na $tvoricu vlastnych.

Pripad a). Pomocou definicie poc¢itajme

1

(BAC) wBoy  (ABD) 1
(BAD) m (ABC) A
Pripad b).
(ABD)




Pripad c¢). Dvojpomery (ABC D) a (C'DAB) maju rovnaké znamienko urcené
tym, ¢i sa dvojice (A, B) a (C, D) oddeluji. Pocitajme |(C'DAB)| pomocou
vztahu (7.2).

|CA||DB| _|AC||BD| |AC||BD|
|DA||CB|  |AD||BC|  |BC||AD|

(CDAB)| = = [(ABCD)|.

Pripad d). Oznac¢me deliace pomery (ABC) = a a (ABD) = . Potom
(ABCD) = A = §. Plati

AB = AC — BC = aBC - BC = (a — 1)BC,
AB = AD — BD = BBD — BD = (3 — 1)BD.

Pomocou tychto vztaho mozeme vyjadrit

Podobne dostaneme

CD = CB + BD = —AB+ 7 AB = AP
(@ =1)(6—1)
Pre deliaci pomer (ACD) preto dostaneme po vykrateni (8 — 1) nasledovné
B _ Bla—1)
ACD) = = .
= A

Pre deliaci pomer (ACB) plati
(ACB)=1—-(ABC)=1-qa.

Nakoniec dvojpomer (ACBD) je rovny

(AC’B)_1—04_—(04—1)(04—6)_5—04_1 o
(ACD) ~Tab ~ " Fa-1) F B
Lenze § = A a teda (ACBD) =1 - A. O

S Vyuz1t1m vety 7.10 a tvrdenia 7.11 moZeme konecne odhalit sivis medzi
harmonickostou a dvojpomerom.



Veta 7.12. Pre kolinedrne body A, B, C, D plati, Ze tvoria harmonicki stvoricu
prdve vtedy, ked (ABCD) = —1.

Dékaz. Pre lubovolné dve harmonické stvorice A, B,C, D a A’, B',C", D’ exi-
syuje podla zakladnej vety projektivnost 7 takd, ze 7(A) = A’, 7(B) = B/,
7(C) = (. Kedze kazda projektivnost zachovdva harmonickost a stvrty
harmonicky bod je uréeny jednozna¢ne, musi platit aj w(D) = D'.

To znamen4, Ze podla vety 7.10 maju vsetky harmonické stvorice A, B, C, D
rovnaky dvojpomer. Nech je to A.

Vieme ale, ze H(A, B; C, D) znamen4, Ze dvojice (A, B) a (C, D) sa oddeluj,
preto A < 0. Tiez vieme, ze potom plati aj H(B, A;C, D), ¢o znamena, ze
dvojpomery (ABCD) a (BACD) sa musia rovnat, teda A\ = % Jediné \
ktoré vyhovuje obom podmienkam je A = —1.

Naopak pre kazdy bod D’ na priamke AB rozny od A, B,C,D je deliaci
pomer (ABD') rozny od (ABD) a teda aj

(ABC)
(ABD')

(ABC)
(ABD)

(ABCD') =

4 — (ABCD),

z ¢oho vyplyva, ze pren plati (ABCD') # —1. ]



