Projektivna geometria

7 Dvojpomer

Pri studiu projektivnych zobrazeni sme sa uz zmienili o tom, Ze tieto zo-
brazenia nezachovavaju metrické vlastnosti ako diZky alebo uhly, ale za-
chovavaji vztahy incidencie, oddelitenost dvojic, alebo harmonickost. Ako
sa presvedcime, zachovavanie harmonickosti je dosledok vSeobecnejsej vlast-
nosti zachovavania dvojpomeru, istého ¢iselneho vyjadrenia relativnej polohy
Stvorice kolinearnych bodov.

Zacnime nasledujicou tivahou. Pre Tubovolnt trojicu réznych kolinedrnych
bodov A, B,C v Euklidovej rovine maju vektory AC' a BC' vzdy rovnaky
smer. Pod rovnakym smerom rozumieme, ze lezia na tej istej priamke, ne-
tvrdime, ze maji aj rovnaku orientaciu. Z toho vyplyva, ze prvy vektor je
nejaky nenulovy nésobok druhého vektora.

Definicia 7.1. Nech A, B, C' st tri rozne kolinearne body. Deliacim pomerom
bodu C' vzhladom na tisecku AB nazyvame také nenulové ¢islo A\¢, Ze plati
AC = )\CB?. Znacime Ao = (ABC) a hovorime tiez skratene o deliacom
pomere trojice bodov A, B, C.

Napriklad ak bod C' je stredom tusecky AB, tak vektory /ﬁ a B? maji
rovnaku diZku, ale opacni orientaciu. Deliaci pomer (ABC) je v tom pripade
rovny —1.

V trojuholniku AABC, kde Cj je stred strany AB je taznica C'Cy rozdelend
taziskom T' v pomere 2 : 1. Deliaci pomer (C'CyT') je rovny —2.

Aj z tychto prikladov mézeme usidit, ze ak C' lezi vnttri Euklidovskej tisecky
AB, je deliaci pomer (ABC') zaporny. Je zrejmé, ze ku kazdému zapornému
¢islu existuje bod C' vnutri usecky, ktory ju deli v danom deliacom pomere.



Naopak pre body C' leziace mimo Euklidovskej tisecky AB su deliace pomery
(ABC) kladné. Lenze nie kazdé kladné redlne ¢islo sa v tomto pripade na-
dobuda ako nejaky deliaci pomer (ABC'). Ked'ze body A, B st rozne, vektory
1@ a @ sa nikdy nebudt rovnat. Teda pre Ziadny bod C na Euklidovskej
priamke nebude deliaci pomer (ABC) rovny 1. Vieme sa v8ak k tejto hod-
note fubovolne blizko priblizit ak bod C' zvolime dostato¢ne d'aleko od bodov
A, B. Je preto prirodzené definiciu deliaceho pomeru rozsirit pre nevlastny

bod C, nasledovne
(ABCy) = 1. (7.1)

Tymto je na rozsirenej priamke AB kazdy bod C' # A, B jednoznaé¢ne urceny
hodnotou deliaceho pomeru (ABC') a nadobudaju sa takto vsetky mozné ne-
nulové hodnoty.

Ako cvicenie sa mozete presvedéit ze deliaci pomer trojice vlastnych bodov
sa sprava nasledovne vzhladom na zmenu poradia bodov.

Tvrdenie 7.2. Nech (ABC) = X # 0,1. Potom

Deliaci pomer sa pri projektivnostiach nezachovava. Napriklad v trojuholniku
z predchédzajiceho obrazka, perspektivnost so stredom A z taznice CCj na
stranu C'B zobrazi tazisko na stred strany. V predoslej kapitole sme do-
konca ukdzali Ze projektivnostou vieme zobrazif dani kolinedrnu trojicu na
Tubovolni kolinedrnu trojicu. Budeme potrebovat pojem stvisiaci s polohov
Stvorice kolinedrnych bodov.

Definicia 7.3. Nech A, B, C, D su §tyri vlastné kolinedrne body. Dvojpome-
rom Stvorice A, B, C, D nazyvame ¢islo

(ABC)
(ABD)

(ABCD) =



THto definiciu rozsireme aj pre pripad pripad nevlastnych bodov. Pred tym
si ale vSimnime, Ze znamienko dvojpomeru (ABCD) zavisi od toho, ¢i sa
dvojice (A, B) a (C, D) oddelujii; ak éno, je dvojpomer zdporny; ak nie, je
dvojpomer kladny. Pre absolitnu hodnotu dvojpomeru plati

(ABC)| _ |AC|BD|
(4BD)| ~ [BC||AD)|

|(ABCD)| = (7.2)
Vsimnime si, ze kazdy z bodov A, B, C, D je krajny bod prave jednej tisecky
ktorej dlzka sa nachadza v ¢itateli a rovnako krajny bod prave jednej tisecky
ktorej dlzka sa nachadza v menovateli.

Ak je napriklad bod A nevlastny, mozeme stale urcit velkost dvojpomeru

tym, ze v predpise (7.2) vyjadrime pomer % ako deliaci pomer pomocou
vztahu (7.1) nasledovne
|AC||BD| |AC| |BD| |BD|  |BD|
ABCD)| = = . =|(CDA) .= = == (7.3
( ) |BC||AD| |AD| |BC| I ) |BC| |BC| (7.3)

Podobne pre nevlastny bod B dostaneme

_ |AC][BD| _ |AC] |BD| _ |AC|

ABCD)| = = . = 74
I ) |BC||AD| |AD| |BC| |AD|’ (74)
pre nevlastny bod C' dostaneme
|AC||BD| |AC| |BD| |BD|
ABCD)| = = . = 7.5
I( ) |BC||AD| |BC| |AD| |AD| (75)
a pre nevlastny bod D dostaneme
AC||BD AC| |BD AC
By - ACIBDI _ |AC| |BD| _ |AC] 7o)

~ |BC||AD| ~ |BC|'|AD|  |BC|
Ostéva nezodopovedand situécia, ked si vetky styri body nevlastné. K tomu
je potrebné zavedenie dvojpomeru styroch konkurentnych priamok.

Definicia 7.4. Nech a, b, c,d su styri rozne vlastné priamky pretinajice sa v
jednom vlastnom bode. Dvojpomerom a, b, ¢, d nazyvame cislo

sin(<tac).sin(<tbd)

(abcd) = Sin(qbc)_sin(<£ad)’

pricom <tac a pod. si orientované uhly.



Té4to definicia je zavedend tak aby pre velkost dvojpomeru platila analégia
vztahu (7.2) a znamienko sa spravalo podobne ako v pripade §tvorice bodov.
Ostéva definovat dvojpomer Stvorice priamok pretinajiicich sa v nevlastnom
bode. Na to bude potrebné ujasnit si vztah medzi dvojpomermi priamok a
bodov.

Tvrdenie 7.5. Nech A, B,C,D su styri vlastné kolinedrne body a vlastny
bod S je s mimi nekolinedrny. Potom pre priamky a,b,c,d dané a = SA,
b=SB, c=SC, d= SD plati (abcd) = (ABCD).

Dékaz. Dvojice priamok (a,b) a (c,d) sa oddeluji prave vtedy ked sa od-
delujt dvojice bodov (A, B) a (C, D). Znamienka oboch dvojpomerov sa teda
rovnaju. Porovnajme ich velkosti.

Pocitajme absolitnu hodnotu (abed) podla definicie a rozsirme prislusny zlo-
mok nasledovne

_ |sin(<ac)|.|sin(<tbd)|  [SA|.[SB|.|SC|.|SD|.|sin(<ac)|.|sin(<bd)|
~ |sin(<tbe)|.|sin(<ad)|  |SAL|SB|.|SC|.|SD|.|sin(<tbe)|.|sin(<tad)|

|(abcd)|

a preusporiadajme poradie ¢initelov takto

_ |SAL|SC!.|sin(<tac)|.|SB|.|SD.|sin(<tbd)]

abed)l =SB [SCT [sin(<be)||S AL 1SD]-jsin(<ad)]

Vyraz |SA|.|SC|.|sin(<ac)| je ni¢ iné ako dvojndsobok obsahu Saacs troju-
holnika AAC'S. Podobne upravme zvysok a po vykrateni dvojek dostaneme

S S
(abed)| = n4cs  SnBDS.
Sapcs Saaps

lenze pomer obsahov trojuholnikov AAC'S a ABC'S je rovny pomeru dizok
stran |AC| a |BC/|, pretoze oba majui rovnaku vysku. Podobne pre ABDS a

ANADS. Preto
_ |AC||BD|

~ |BC||AD]
podla (7.2). O

|(abed)| ((ABCD)],

Tvrdenie 7.6. Nech A, B,C, D su styri rozne kolinedrne body, pricom D
je nevlastny. Nech vlastny bod S je s nimi nekolinedrny. Potom pre priamky

a,b,c,d dané a = SA, b=SB, c=SC, d=SD plati (abed) = (ABCD).



Dékaz. Oznaéme p = AB. Zvolme bod D’ na priamke SD rézny od obi-
dvoch a nejaku priamku p’ roznobeznu s a, b, ¢, d prechadzajicu bodom D’.
Oznacme A’ =anyp, B =bnyp,C" =cnyp.

p

Podla tvrdenia 7.5 plati (abcd) = (A'B'C'D’). Staci teda dokdzat rovnost
dvojpomerov (ABCD) = (A'B'C'D’).

Prelozme bodom C’ rovnobezku s d a oznaéme Ag resp. By jej priesecniky
s a, b. Podobne prelozme d’alsiu rovnobezku bodom B’ a oznaé¢me A; jej
priesecnik s a.

Dvojpomer (A’B'C'D’) bude mat rovnaké znamienko ako (ABCD), lebo
body A’, B, C’, D' st obrazy bodov A, B, C, D v perspektivnosti a teda odde-
litelnost prislusnych dvojic ostdva zachovana. Pocitajme velkost (A'B'C'D’).
B |Al0/HB/DI|

A'B'C'D)| = )
‘( )| |B/C/HA/D/|



Obsahy Saacrs a Sapcrs trojuholnikov AA'C'S a AB'C'S st v rovnakom
pomere ako dlzky strén |A'C’| a |B'C’|. Trojuholniky AA'B’A; a AA'D'S
st podobné. Mozeme preto posledny vztah upravit

I D ATy SAA’C’S |A18|
A'B'C'D)| = : :
( )l Sppes JAS]

¢o nésledne upravime tym, ze pomer |[A;S| a |A'S| nahradime pomerom
obsahov Saa,crs @ Saacrs trojuholnikov AA;C'S a AA'C'S a po vykrateni
ostane

(AB'C'D)| = Spac's Saacrs _ Snaac's
Sapcrs Sancrs  Sapicrs

Teraz vyuzijeme podobnost trojuholnikov AAyByS a AAB'S, z ktorej vyplyva

| ApS| _ | BoS|
|ALS| - [B'S]
Po dosadeni dostaneme
|40S|
|(A/B/C/D/)| _ SAAlC’S _ \A?S\ : SAA1C’S _ SAAOC”S' _ |A00/‘
SAB'C/S % . SAB’C’S SABOC’S |BOC/|

Nakoniec opit s vyuzitim podobnych trojuholnikov odvodime

_ A [AC
[BoC"||BC|

|(A'B'C'D")| |(ABCD)|

podla vztahu (7.6). O



