
Projekt́ıvna geometria

7 Dvojpomer

Pri štúdiu projekt́ıvnych zobrazeńı sme sa už zmienili o tom, že tieto zo-
brazenia nezachovávajú metrické vlastnosti ako d́lžky alebo uhly, ale za-
chovávajú vzt’ahy incidencie, oddelitel’nost’ dvoj́ıc, alebo harmonickost’. Ako
sa presvedč́ıme, zachovávanie harmonickosti je dôsledok všeobecneǰsej vlast-
nosti zachovávania dvojpomeru, istého č́ıselneho vyjadrenia relat́ıvnej polohy
štvorice kolineárnych bodov.

Začnime nasledujúcou úvahou. Pre l’ubovol’nú trojicu rôznych kolineárnych

bodov A,B,C v Euklidovej rovine majú vektory
−→
AC a

−−→
BC vždy rovnaký

smer. Pod rovnakým smerom rozumieme, že ležia na tej istej priamke, ne-
tvrd́ıme, že majú aj rovnakú orientáciu. Z toho vyplýva, že prvý vektor je
nejaký nenulový násobok druhého vektora.

Defińıcia 7.1. Nech A,B,C sú tri rôzne kolineárne body. Deliacim pomerom
bodu C vzhl’adom na úsečku AB nazývame také nenulové č́ıslo λC , že plat́ı−→
AC = λC

−−→
BC. Znač́ıme λC = (ABC) a hovoŕıme tiež skrátene o deliacom

pomere trojice bodov A,B,C.

Napŕıklad ak bod C je stredom úsečky AB, tak vektory
−→
AC a

−−→
BC majú

rovnakú d́lžku, ale opačnú orientáciu. Deliaci pomer (ABC) je v tom pŕıpade
rovný −1.
V trojuholńıku 4ABC, kde C0 je stred strany AB je t’ažnica CC0 rozdelená
t’ažiskom T v pomere 2 : 1. Deliaci pomer (CC0T ) je rovný −2.

Aj z týchto pŕıkladov môžeme usúdit’, že ak C lež́ı vnútri Euklidovskej úsečky
AB, je deliaci pomer (ABC) záporný. Je zrejmé, že ku každému zápornému
č́ıslu existuje bod C vnútri úsečky, ktorý ju deĺı v danom deliacom pomere.



Naopak pre body C ležiace mimo Euklidovskej úsečky AB sú deliace pomery
(ABC) kladné. Lenže nie každé kladné reálne č́ıslo sa v tomto pŕıpade na-
dobúda ako nejaký deliaci pomer (ABC). Ked’že body A,B sú rôzne, vektory
−→
AC a

−−→
BC sa nikdy nebudú rovnat’. Teda pre žiadny bod C na Euklidovskej

priamke nebude deliaci pomer (ABC) rovný 1. Vieme sa však k tejto hod-
note l’ubovol’ne bĺızko pribĺıžit’ ak bod C zvoĺıme dostatočne d’aleko od bodov
A,B. Je preto prirodzené defińıciu deliaceho pomeru rozš́ırit’ pre nevlastný
bod C∞ nasledovne

(ABC∞) = 1. (7.1)

Týmto je na rozš́ırenej priamke AB každý bod C 6= A,B jednoznačne určený
hodnotou deliaceho pomeru (ABC) a nadobúdajú sa takto všetky možné ne-
nulové hodnoty.

Ako cvičenie sa môžete presvedčit’ že deliaci pomer trojice vlastných bodov
sa správa nasledovne vzhl’adom na zmenu poradia bodov.

Tvrdenie 7.2. Nech (ABC) = λ 6= 0, 1. Potom

a) (BAC) = 1
λ

,

b) (ACB) = 1− λ,

c) (CBA) = λ
λ−1 ,

d) (BCA) = λ−1
λ

,

e) (CAB) = 1
1−λ .

Deliaci pomer sa pri projekt́ıvnostiach nezachováva. Napŕıklad v trojuholńıku
z predchádzajúceho obrázka, perspekt́ıvnost’ so stredom A z t’ažnice CC0 na
stranu CB zobraźı t’ažisko na stred strany. V predošlej kapitole sme do-
konca ukázali že projekt́ıvnost’ou vieme zobrazit’ danú kolineárnu trojicu na
l’ubovol’nú kolineárnu trojicu. Budeme potrebovat’ pojem súvisiaci s polohov
štvorice kolineárnych bodov.

Defińıcia 7.3. Nech A,B,C,D sú štyri vlastné kolineárne body. Dvojpome-
rom štvorice A,B,C,D nazývame č́ıslo

(ABCD) =
(ABC)

(ABD)
.



Túto defińıciu rozš́ıreme aj pre pŕıpad pŕıpad nevlastných bodov. Pred tým
si ale všimnime, že znamienko dvojpomeru (ABCD) záviśı od toho, či sa
dvojice (A,B) a (C,D) oddel’ujú; ak áno, je dvojpomer záporný; ak nie, je
dvojpomer kladný. Pre absolútnu hodnotu dvojpomeru plat́ı

|(ABCD)| = |(ABC)|
|(ABD)|

=
|AC||BD|
|BC||AD|

. (7.2)

Všimnime si, že každý z bodov A,B,C,D je krajný bod práve jednej úsečky
ktorej d́lžka sa nachádza v čitateli a rovnako krajný bod práve jednej úsečky
ktorej d́lžka sa nachádza v menovateli.
Ak je napŕıklad bod A nevlastný, môžeme stále určit’ vel’kost’ dvojpomeru
tým, že v predpise (7.2) vyjadŕıme pomer |AC||AD| ako deliaci pomer pomocou

vzt’ahu (7.1) nasledovne

|(ABCD)| = |AC||BD|
|BC||AD|

=
|AC|
|AD|

.
|BD|
|BC|

= |(CDA)|. |BD|
|BC|

=
|BD|
|BC|

(7.3)

Podobne pre nevlastný bod B dostaneme

|(ABCD)| = |AC||BD|
|BC||AD|

=
|AC|
|AD|

.
|BD|
|BC|

=
|AC|
|AD|

, (7.4)

pre nevlastný bod C dostaneme

|(ABCD)| = |AC||BD|
|BC||AD|

=
|AC|
|BC|

.
|BD|
|AD|

=
|BD|
|AD|

(7.5)

a pre nevlastný bod D dostaneme

|(ABCD)| = |AC||BD|
|BC||AD|

=
|AC|
|BC|

.
|BD|
|AD|

=
|AC|
|BC|

. (7.6)

Ostáva nezodopovedaná situácia, ked’ sú všetky štyri body nevlastné. K tomu
je potrebné zavedenie dvojpomeru štyroch konkurentných priamok.

Defińıcia 7.4. Nech a, b, c, d sú štyri rôzne vlastné priamky pret́ınajúce sa v
jednom vlastnom bode. Dvojpomerom a, b, c, d nazývame č́ıslo

(abcd) =
sin(^ac).sin(^bd)

sin(^bc).sin(^ad)
,

pričom ^ac a pod. sú orientované uhly.



Táto defińıcia je zavedená tak aby pre vel’kost’ dvojpomeru platila analógia
vzt’ahu (7.2) a znamienko sa správalo podobne ako v pŕıpade štvorice bodov.
Ostáva definovat’ dvojpomer štvorice priamok pret́ınajúcich sa v nevlastnom
bode. Na to bude potrebné ujasnit’ si vzt’ah medzi dvojpomermi priamok a
bodov.

Tvrdenie 7.5. Nech A,B,C,D sú štyri vlastné kolineárne body a vlastný
bod S je s nimi nekolineárny. Potom pre priamky a, b, c, d dané a = SA,
b = SB, c = SC, d = SD plat́ı (abcd) = (ABCD).

Dôkaz. Dvojice priamok (a, b) a (c, d) sa oddel’ujú práve vtedy ked’ sa od-
del’ujú dvojice bodov (A,B) a (C,D). Znamienka oboch dvojpomerov sa teda
rovnajú. Porovnajme ich vel’kosti.
Poč́ıtajme absolútnu hodnotu (abcd) podl’a defińıcie a rozš́ırme pŕıslušný zlo-
mok nasledovne

|(abcd)| = |sin(^ac)|.|sin(^bd)|
|sin(^bc)|.|sin(^ad)|

=
|SA|.|SB|.|SC|.|SD|.|sin(^ac)|.|sin(^bd)|
|SA|.|SB|.|SC|.|SD|.|sin(^bc)|.|sin(^ad)|

a preusporiadajme poradie činitel’ov takto

|(abcd)| = |SA|.|SC|.|sin(^ac)|.|SB|.|SD|.|sin(^bd)|
|SB|.|SC|.|sin(^bc)|.|SA|.|SD|.|sin(^ad)|

.

Výraz |SA|.|SC|.|sin(^ac)| je nič iné ako dvojnásobok obsahu S4ACS troju-
holńıka 4ACS. Podobne upravme zvyšok a po vykráteńı dvojek dostaneme

|(abcd)| = S4ACS
S4BCS

· S4BDS
S4ADS

,

lenže pomer obsahov trojuholńıkov 4ACS a 4BCS je rovný pomeru d́lžok
strán |AC| a |BC|, pretože oba majú rovnakú výšku. Podobne pre 4BDS a
4ADS. Preto

|(abcd)| = |AC||BD|
|BC||AD|

= |(ABCD)|,

podl’a (7.2).

Tvrdenie 7.6. Nech A,B,C,D sú štyri rôzne kolineárne body, pričom D
je nevlastný. Nech vlastný bod S je s nimi nekolineárny. Potom pre priamky
a, b, c, d dané a = SA, b = SB, c = SC, d = SD plat́ı (abcd) = (ABCD).



Dôkaz. Označme p = AB. Zvol’me bod D′ na priamke SD rôzny od obi-
dvoch a nejakú priamku p′ rôznobežnú s a, b, c, d prechádzajúcu bodom D′.
Označme A′ = a ∩ p′, B′ = b ∩ p′, C ′ = c ∩ p′.

Podl’a tvrdenia 7.5 plat́ı (abcd) = (A′B′C ′D′). Stač́ı teda dokázat’ rovnost’

dvojpomerov (ABCD) = (A′B′C ′D′).

Preložme bodom C ′ rovnobežku s d a označme A0 resp. B0 jej priesečńıky
s a, b. Podobne preložme d’aľsiu rovnobežku bodom B′ a označme A1 jej
priesečńık s a.

Dvojpomer (A′B′C ′D′) bude mat’ rovnaké znamienko ako (ABCD), lebo
body A′, B′, C ′, D′ sú obrazy bodov A,B,C,D v perspekt́ıvnosti a teda odde-
litel’nost’ pŕıslušných dvoj́ıc ostáva zachovaná. Poč́ıtajme vel’kost’ (A′B′C ′D′).

|(A′B′C ′D′)| = |A
′C ′||B′D′|

|B′C ′||A′D′|
.



Obsahy S4A′C′S a S4B′C′S trojuholńıkov 4A′C ′S a 4B′C ′S sú v rovnakom

pomere ako d́lžky strán |A′C ′| a |B′C ′|. Trojuholńıky 4A′B′A1 a 4A′D′S
sú podobné. Môžeme preto posledný vzt’ah upravit’

|(A′B′C ′D′)| = S4A′C′S

S4B′C′S
· |A1S|
|A′S|

,

čo následne uprav́ıme tým, že pomer |A1S| a |A′S| nahrad́ıme pomerom
obsahov S4A1C′S a S4A′C′S trojuholńıkov 4A1C

′S a 4A′C ′S a po vykráteńı
ostane

|(A′B′C ′D′)| = S4A′C′S

S4B′C′S
· S4A1C′S

S4A′C′S
=
S4A1C′S

S4B′C′S
.

Teraz využijeme podobnost’ trojuholńıkov4A0B0S a4A1B
′S, z ktorej vyplýva

|A0S|
|A1S|

=
|B0S|
|B′S|

.

Po dosadeńı dostaneme

|(A′B′C ′D′)| = S4A1C′S

S4B′C′S
=

|A0S|
|A1S| · S4A1C′S

|B0S|
|B′S| · S4B′C′S

=
S4A0C′S

S4B0C′S
=
|A0C

′|
|B0C ′|

.

Nakoniec opät’ s využit́ım podobných trojuholńıkov odvod́ıme

|(A′B′C ′D′)| = |A0C
′|

|B0C ′|
=
|AC|
|BC|

= |(ABCD)|

podl’a vzt’ahu (7.6).


