Dokaz vety 6.2. Nech py = AB a p, = A'B’.

Predpokladajme najskor, ze p; # po a ich priesec¢nik je rozny od kazdého zo
Siestich zadanych bodov.

Nech 7 je nejakd projektivnost, ktord zobrazuje A, B, C' v poradina A’, B', C".
Projektivnost 7 je potom zloZenim konecného poctu perspektivnosti, ale
podla predoslého rozboru, ak je ich pocet aspon tri, vieme ho znizit. Preto
teda existuju nejaké perspektivnosti m; a my také, ze m = my o m. Navyse
vd'aka leme 6.5 moZzeme predpokladat, Ze stred S’ perspektivnosti 7, lezi na
po a stred S perspektivnosti o lezi na p;. Projektivnost m je potom rovna
D1 % q % p2. Oznacme A”, B”,C” po poradi obrazy bodov A, B,C' v per-
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spektivnosti 71 : py % q.

P

Ukazeme najskor, ze poloha priamky ¢ zavisi len od A, B,C, A’, B',C" a nie
od volby 7. Nech P = AB' N A’B. Podla Papovej vety pre trojice A, B, S a
A, B, S" st body P, A”, B” kolinedrne, ¢o znamena, ze P € q.

Podobne pre bod Q = AC'NA’C podla Pappovej vety pre A,C, S a A, C", S’
plati, Ze je kolinearny s A” a C”, teda aj @Q € q.

KedZe podla predpokladov st body A, B, C rozne, tak P # @ a teda priamka
¢ je uz nimi urcéend. Lenze poloha P, je dand priamo A, B,C, A’ B',C" a
nezavisi od .

Uvazujme teraz obraz bodu X € p; rozneho od A, B,C a S v projektivnosti
T P % q % pe. Znova oznaéme X" = m1(X), teda taky bod, ze X % X",



P

Podla Pappovej vety pre trojice A, S, X a A", S’, X' sttbody A”, X" a priese¢nik
AX’' N A’X kolinedrne. Teda priesecnik AX' N A’X lezi na q.

To ale plati pre lubovolny bod X na priamke p;. Inymi slovami, X’ = 7(X)
sa zhoduje s obrazom bodu X v projektivnosti p; %/ q % Da.

Projektivnost 7 sa ndm teda prave podarilo vyjadit ako zloZenie perspektivnosti
D1 %, q % P2, z ¢oho vidime, Ze projektivnost 7 je jednoznaéne uréend polohou
bodov A, B, C, A’, B’, (', lebo uz priamka ¢ bola.

Ostéva uz len vysetrit pripad, ked sa priamky p;, p» rovnajui alebo ked su
rozne a ich priesec¢nik je jeden z danych siestich bodov, napriklad bod A. V
oboch pripadoch vieme zvolenim vhodnej perspektivnosti mo: R(p2) — R(p3)
zobrazit body A’, B, C" na A", B",C" tak, 7e trojice A, B,C a A" B" C"
budt v takej polohe, pre ktort sme tvrdenie uz dokazali.

Bude existovat jedind projektivnost zobrazujica A, B,C na A" B" C".
Nech 7 a 7" si projektivnosti zobrazujice A, B,C' na A", B, C'. Potom myom
a my o 7 sa musia rovnat a kedZe 7, je bijekcia, tak nutne m = 7’. O



7 dokazu vyplyva, Ze pre lubovolnt dvojicu bodov X,Y a ich obrazy X', Y’
v projektivnosti 7 plati, ze bod XY’ N X'Y lezi na priamke ¢, ktord je jed-
noznacne urcend zobrazenim w. Vdaka tomu mozeme (s vyuzitim duality)
definovat nasledovné.

Definicia 6.6. Nech 7: R(p) — R(p') je projektivnost. Priamku ¢ tvorent
bodmi XY’ N X'Y nazyvame direkénd os projektivnosti 7.

Nech 7': Z(S) — Z(S") je projektivnost. Bod A ktorym prechddzaji vetky
priamky (z Uy") N (2’ Ny) nazyvame direkény stred projektivnosti 7'
Tieto pojmy nemodzeme definovat pre projektivnosti na tej istej priamke alebo

na tom istom zvézku. Pre takéto projektivnosti ale zo zakladnej vety (veta
6.2) vyplyva nasledovné pozorovanie.

Désledok 6.7. Projektivnost w: R(p) — R(p) s troma réznymi samodruzngmi
bodmi je nutne identita.

Projektinost ©': Z(S) — Z(S') s troma réznymi samodruznymi priamkami
je nutne identita.

Neidentické projektivnosti na tej istej mnozine mozu mat teda najviac dva
samodruzné body (priamky). Podla ich poctu ich delime nasledovne.

Definicia 6.8. Projektivnost nazyvame
a) hyperbolickd, ak mé prave dva samodruzné body (priamky),
b) paraolickd, ak mé prave jeden samodruzny bod (priamku),
c) eliptickd, ak nem4 ziadny samodruzny bod (priamku).

Pre projektivnosti na tej istej mnozine definujeme este nasledovny pojem.

Definicia 6.9. Nech 7: R(p) — R(p') je projektivnost. Navzdjom rozne body
A, A’ pre ktoré m(A) = A" a zdroven m(A’) = A nazyvame vratnou dvojicou
projektivnosti 7. Projektivnost 7 pre ktort je kazd4 dvojica réznych bo-
dov (X, 7(X)) vratnou dvojicou nazyvame involutérna projektivnost alebo
involucia.

Analogicky sa definuje involicia zvéazku priamok.

Zo zakladnej vety dostaneme nasledovné kritérium pre involiciu.

Tvrdenie 6.10. Nech projektivnost w: R(p) — R(p) md vratni dvojicu bo-
dov (X, X"). Potom je 7 involiciou.



Dékaz. Uvazujme lubovolny bod Y a jeho obraz Y’ = m(Y). Zvolme bod
S mimo priamky p a na priamke XS zvolme bod A. Ozna¢me p' = Y'A,

q=SY,B=5SX"Np aC =qgnyp tak ako na obrazku.
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Uvazujme projektivnost 7’: p % 2 )% q % p. Kedze #'(X) = X', #'(X") = X
a7(Y) =Y’ tak podla zdkladnej vety ©’ = 7. Lenze ©'(Y') =Y a preto aj
7(Y') =Y. Teda (Y,Y’) tvoria vratni dvojicu m s vynimkou pripadov ked
sa rovnaji. Kedze bod Y bol lubovolny, tak 7 je involicia. O



