Projektivna geometria

6 Pappova veta

Pappos z Alexandrie bol jednym z vyznamnych starovekych gréckych ma-
tematikov. Je po nom okrem iného pomenovand tato fundamentalna pro-
jektivna vlastnost.

Veta 6.1. Nech p,p’ su dve rézne priamky. Nech A, B,C s tri rézne body
na priamke p a A',B',C" tri rozne body na priamke p', vietky rozne od
priesecnika p N p'. Potom si body P = AB'NAB, Q = AC'NAC a
R = BC'"N B'C kolinedarne.

Dokaz. Nechp,p', A, B,C, A’, B', C' st ako pozadujeme. Uvazujme nejaki ko-
lineaciu, ktora zobrazi body A’, B’ na body A.., Bs na nevlastnej priamke.
Napriklad homolégia H = H(S,0, A’, Ay) so stredom S = A’A,, N B'By
a osou lubovolnou roznou rovnobezkov s priamkou AB. 7 toho, Ze H je
kolineécia vyplyva, Ze obraz C’ bude nejaky d’alsi nevlastni bod Cy, na ne-
vlastnej priamke u., = H(p'), ale obrazy bodov A, B,C budu vlastné body
na vlastnej priamke H(p). Ak dokdzeme, ze tvrdenie plati pre dvojicu pria-
mok H(p) a H(p') a trojice H(A), H(B), H(C) a A, Bx, Cx, tak z toho, ze
‘H bola kolinescia bude tvrdenie musiet platit aj pre povodné zadanie.

Staci teda dokézat, Ze tvrdenie plati pre lubovolni vlastni priamku p s troma
bodmi A, B, C a nevlastnd priamku . s fubovolnymi bodmi A, Beo, Cro.
Ozna¢me navyse T'= AQNCR a U =APNCQ.



Zrejme trojuholniky AACT a ABCR st podobné a preto
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1AC| ~ O (6.1)
Rovnako z podonosti AACU a AABP mame
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Kombindciou vztahov (6.1) a (6.2) dostaneme
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Nakoniec ACQT a AUQA st tiez podobné, teda plati
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Vyndsobme obe strany rovnice (6.3) podielom fg—g; a upravme pomocou (6.4)
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Posledny vztah ale potom hovori, Ze trojuholniky ACRQ a AUPQ st po-
doné, lebo uhly <QCR a <QUP su zhodné. Z podobnosti tychto troju-
holnikov potom vyplyva, ze aj uhly <CQR a <UQP st zhodné. Ked'ze body
C,Q, U su kolinearne tak z rovnostu tychto uhlov dostaneme, ze R, Q), P st
kolinedrne ako sme chceli dokazat. O




Vdaka tomuto mozeme odpovedat na otdzku jednoznacnosti projektivnosti,
ktori sme skonstruovali v Tvrdeni 4.4. Plati nasledujica veta, znama ako
zékladnd veta projektivnej geometrie.

Veta 6.2. Pre kazdu trojicu kolinedrnych bodov A, B,C' a kaZdu trojicu ko-
linedrnych bodov A', B', C" existuje jednoznacne urcend projektivnost w, takd,

zem(A)=A, n(B) =B an(C)=C".

Pred tym, ako dokdZeme tito vetu si najskor pripravime niekolko jedno-
duchsich tvrdeni. Projektivnosti si definované ako zlozenia perspektivnosti,
ale za istych predpokladov mozeme takto opif dostat perspektivnost.

Lema 6.3. Nech st dané tri rozne priamky pq, p2, p3 a na nich neleziace body
S1 a Sy. Nech plati jedna z podmienok

a) priamky p1,p2, ps su konkurentné,

b) body Sy, Sy a p1 N ps st kolinedrne.
Potom je projektivnost m: p1 = S1 = pa = Sy = p3 tieZ perspektivnostou.
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Dékaz. Cast a) je priklad 6 z cvicen{ 4.
Dokézeme cast b). Oznaéme postupne prieseéniky P = p; Npe, Q" = pa N3
a R = p; N p3. Navyse definujme body P’ = PSy Nps a Q = Q"S1 N p.
Na nasledujicom obréazku je znazornena konstrukcia A”, pricom A % A a

A’ ‘2 A"
A




Podla predpokladu st body Si, Sy, R kolinedrne. Pouzime Pappovu vetu na
tito trojicu a trojicu P,Q”, A’. Dostaneme, ze body S = S1Q" N PS;y, A, A”
su kolinearne. Lenze bod S nezavisi od A. Teda kazdy bod A a jeho obraz
A" = 7(A) st vo vztahu perspektivnosti A % A", ¢o ale znamena, ze 7 je
naozaj perspektivnost. O

Lema 6.4. Nech si dané tri réozne priamky pi,ps,p3 a na nich neleZiace
body Si a Ss, pricom nanastdva Ziaden z pripadov z lemy 6.3. Potom pre
Tubovolnii priamku q # pi prechddzagiicu bodom p N py existuje bod Ry na
priamke S1Ss taky, Ze projektivnost p; = S1 = P2 = S = P je zhodnd s
p1=FRi=q=25=p;.

Dokaz. Oznacme perspektivnosti p; = Sh =p2ap: = S = P3 PO poradi

7, m. Nech A € p;, A = m(A) a A” = my(A’). Definujme d'alej body
P:A’A”ﬂqaRl 25152QAP

Py
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Pre lubovolny bod B € p; a jeho obrazy B’ = m(B), B” = my(B’) uvazujme
trojuholniky AABR; a AA'B'S,. Kedze AA'N BB' N RSy = S, tak z
Desargovej vety dostaneme, ze body ABN A'B’", P = AR N A'Sy; a Q =
BR; N B’S; su kolinearne. Inak povedané priamky BR, a B’B” sa pretnu na
priamke ¢. To ale znamen4, ze bod B” je obrazom bodu B aj v projektivnosti

_ o _ : ;S 52 ‘ - Bi ~ 52 pn
plXRlquSQng,t.J.platlBXBXB azarovenBAQAB. O



Lema 6.4 hovori, Ze skladané perspektivnosti mozno trocha modifikovat bez
toho aby sa zmenil vysledok ich skladania. Podobnou myslienkou je motivo-
vana a odvodena aj nasledovna lema.

Lema 6.5. Nech siu dané tri rozne priamky py,ps, p3 a na nich neleZiace
body Sy a Ss, pricom nanastdva Ziaden z pripadov z lemy 6.3. Potom existuje
d’alsia priamka q a body Ry € ps, Ry € p1 také, Ze povodnd projektivnost
P = S1 ~P2= S = Ps je zhodnd s projektivnostou p; = Ry =q= Ry = Ps-

Dokaz. Oznacme perspektivnosti p; = Sh =Pp2aps = S = P3 PO poradi

7y, To. Najskor, v prvom kroku, uréime priamku ¢, taku, ze povodna pro-
jektivnost m o 1 bude zhodné s p; = Ry = qo = Ss = p3.
A N A A

Zobrazme lubovolny bod A € p;, teda uréme A’, A” tak, aby A % A2 g,

A
Nech R; = 519 N ps a priamka ¢, je spojnica prieseénika p; N ps a bodu
P=AA"NAR,.




Pre Tubovolny bod B € p; a jeho obrazy B’ = m(B), B” = my(B’) uvazujme
trojuholniky ABAR, a AB'A'S,. Ked7e BB'NAA'N RS, = S, tak podla
Desargovej vety st body p1Nps, Q@ = BRiNB'S; a P = AR1NA’S; kolinearne.

Akokolvek zvolime B € p;, pretni sa priamky BR; a B’'B” na priamke gs.
To ale potom znamend, ze bod B” je obrazom bodu B aj v projektivnosti

p1 = Ry = g2 = S5 = py. Prvy krok dokazu je hotovy, lebo plati B 2 B2 B

R S
a zaroven B = Q 2 B".
A AN

V druhom kroku dokazu uréime priamku ¢ takd, ze projektivnost z predoslého
kroku p; = Ry =g = Sy = ps sa bude zhodovat s hladanou projektivnostou
P = R, =q= Rs = D3 Oznacme Ry = R1SoNpr aT = AP N A”R,y. Nech
q je spojnica priesecnika g N p3 a bodu T'.

Ronako ako v predoglom zistime, Ze pre lubovolny bod B € p;, jeho obraz
@ v perspektivnosti p; = Ry = ¢ a obraz B” bodu @) v perspektivnosti
G = So = D3 bude platit, ze prieseénik U = BQNB" R, bude lezat na priamke

g. V tomto pripade pouzitim Desargovej vety na trojuholniky AQPR; a
AB"A"Rs a stred Ss.
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Zaver teraz je, ze tak ako platilo B % Q

> || R

B" teraz plati aj B ]% U 1%2 B”
v projektivnosti p; = R, ~4q4= Ry ~ b3 O

Pomocou tychto lem dokazeme, ze kazdé zlozenie troch perspektivnosti mozno
zapisat ako zloZenie najviac dvoch.

Uvazujme p; & Do % D3 5 ps4. Rozoberme najskor isté Specidlne pripady.
A AN A

Ak S; = S5 alebo S, = S5 tak prislusne dve perspektivnosti sa zlozia ihned
na perspektivnost p; & P3 TESP. Po g2 P4 a sme hotovi.
AN A

Ak p; = ps a zdroveni p, = py4, tak vysledok bude perspektivnost. Tento
priklad spravime podrobne ako cvicenie.

Ak nastava prave jeden z pripadov p; = p3 alebo py = p4, pouzijeme lemu
6.4 a problematicki priamku mierne naklonime.

Ak prva a druhd alebo druh4 a tretia skladans perspektivnost spiﬁajﬁ pred-
poklady lemy 6.3, tak ich ihned nahradime prislusnou perspektivnostou a
sme hotovi.

V predoslom je zahrnuty pripad ked’ si priamky p1, pa, p3 alebo pa, p3, ps kon-
kurentné. Ak by pi,ps,ps alebo pi, pa, ps boli konkurentné pouzijeme lemu
6.4 a p3 resp. py odklonime.

Predpokladajme teda, ze priamky p; pre ¢ = 1,2, 3,4 st navzajom rozne a



7iadne tri nie si konkurentné. Ozna¢me @ = p; NPy a R = p3 N ps. Podla
predpokladov st to rozne body a priamka g = QR je rozna od kazdej p;.

Oznacme A, obraz bodu A’ v perspektivnosti py % q. Zrejme A’, Sy, A,, A" s
AN
kolinedrne a teda perspektivnost po g2 p3 je zhodnd so zlozenim po % q 52 P3.
A A A

Teda zlozenie p, % D2 % D3 % P4 je zhodné so zlozenim Styroch perspektivnosti

p&p%q&p %p
NN N N

Na prvy pohlad sme si nepomohli, ale ked’ sa na to lepsie pozrieme vidime,
Ze priamky py, pa, ¢ st konkurentné a podla lemy 6.3 je zlozenie prvych dvoch
perspektivnosti p; % D2 % q jednoducho perspektivnost so stredom Ry, kde
R, je priesecnik 1Sy a AA, (pozri nasledujici obrazok).

Analogicky priamky ¢, ps,ps st konkurentné a podla lemy 6.3 je zloZenie
poslednych dvoch perspektivnosti ¢ % D3 % p4 tiez perspektivnost g }%2 D4 S
nejakym novym stredom Rs. ! :

. D PR S1 So S3 . . .
Zaver je, ze povodné zlozenie p; = ps = p3 = ps je zhodné so zlozenim
A A A

R R '
p1 = q = pa4, ako sme cheeli.
A AN






