Projektivna geometria

5 Kolineacie

Presufime sa teraz na chvilu z rozsirenej Euklidovej roviny do rozsfreného
Euklidovho priestoru, aby sme preskimali dolezitt vlastnost stredového pre-
mietania, ktort sme nevideli pri premietani z priamky na priamku, ale je
zrejmé pri premietani z roviny do roviny.

Definicia 5.1. Nech «,a’ st dve (nie nutne rozne) roviny v Es. Bijektivne
zobrazenie F': a — o, ktoré zobrazuje kazdu trojicu kolinedrnych bodov na
trojicu kolinedrnych bodov sa nazyva kolineacia.

V pripade, Ze a = o/ sa na dani kolinedciu mozeme divat ako na bijektivne
zobrazenie Ey na E,, ked'Ze kazda rovina v rozsirenom Euklidovom pries-
tore je sama o seba rozsirenou Euklidovou rovinou. Prave touto sitaciou sa
budeme d'alej zaoberat.

Definicia 5.2. Bod P nazyvame samodruznym bodom kolineacie F', ak spfﬁa
F(P) = P. Priamka ¢ sa nazyva samodruznou priamkou kolinedcie F', ak

F(q) =q.

Dosledok 5.3. Priamka prechadzajica dvoma roznyma samodruznymi bodms
kolinedcie je samodruznou priamkou tejto kolinedcie.

Priesecnik dvoch samodruznich priamok kolinedcie je samodruznym bodom
tejto kolinedcie.

Dokaz tohto tvrdenia vyplyva priamo z definicie a prenechavame ho ako
cvicenie.

Kazdé posunutie v rovine je kolineaciou. Ak posuvame o nenulovy vektor,
ziaden vlastny bod nebude samodruzny, ale kazda priamka rovnobezné so
smerom posuvania bude samodruznou priamkou. Napriek tomu, ze body na
nej menia svoju poziciu, priamka ako celok sa posunutim presunie na seba.

Aby sme tuto situdaciu odlisili od napriklad osovej simernosti, kde os je sa-
modruznou priamkou tvorenou samodruznymi bodmi, tak zavddzame eSte
jednu definiciu

Definicia 5.4. Bod S nazyvame silne samodruznym bodom kolinedcie, ak
kazda priamka nim prechadzajica je samodruznou priamkou tejto kolineécie.



Priamka o sa nazyva silne samodruznou priamkou kolineacie, ak kazdy bod
na nej je samodruznym bodom tejto kolinedcie.

Budeme skimat prave tie kolineécie, ktoré maji bod alebo priamku s préave
touto vlastnostou.

Definicia 5.5. Kolinedcia so silne samodruznym bodom S sa nazyva stredova
kolineédcia a bod S sa nazyva stred.

Kolineécia so silne samodruznou priamkou o sa nazyva osova kolinedcia a
priamka o sa nazyva os.

V nasledujicom sa pokiisime kategorizovat kolinedcie z hladiska poctu stre-
dov a osi a ich vzajomnej polohy. Nagtastie to bude mozné vdaka nasle-
dujicemu tvrdeniu.

Tvrdenie 5.6. Stredovd kolinedcia s dvoma réznymi stredmi je identita.
Osovd kolinedcia s dvoma roznymi osami je identita.

Dokaz opét prenechdvame ako cvicenie.
Veta 5.7. KazZdad stredova kolinedcia je aj osovd a obratene.

Dokaz. Nech F je stredova kolineacia so stredom S.
Predpokladajme najskor, ze existuje nejakd samodruzné priamka a ¢ Z(S5)
a v druhej ¢asti preskimame pripad ked Ziadna taks priamka neexistuje.

Nech X je bod na priamke a. KedZze a ¢ Z(S), tak priamka XS je rozna
od samodruznej priamky a. Priamka XS je ale tiez samodruzna, lebo S je
stred. Podla dosledku 5.3 je bod X samodruzny. Tymto sposobom overime,
ze kazdy bod priamky a je samodruzny a teda a je osou.

Predpokladajme teraz, 7e kazd4 priamka a ¢ Z(S) nie je samodruzné. Zvolme
jednu taku priamku a. Potom a a @’ = F(a) st rozne priamky a existuje ich
priesecnik A. Bod A je rozny od S, lebo lezi na priamke a. Priamka o = AS
je samodruzna, lebo S je stred.

Obraz bodu A v kolineacii F' preto lezi na priamke o a zaroven na priamke
a'. Lenze oNa’ = A a teda bod A je samodruzny.

Ukézali sme, ze pre kazdu priamku a ¢ Z(S) dostaneme samodruzny bod
A = an F(a) rozny od bodu S. Zvolme nejaki priamku b neprechddzajicu
bodmi S, A a uvazujme samodruzny bod B = bN F(b).



Body A, B st rozne samodruzné body a podla dosledku 5.3 je teda priamka
AB samodruznd priamka. LenZe podla ndsho predpokladu to znamenad, Ze
musi prechddzat bodom S.

Ukazali sme, ze vSetky samodruzné body, ktoré takto ziskame lezia na jednej
priamke a t4 bude hladané os. O

Z poslednych dvoch tvrdeni vyplyva, ze kazdd neidentickd stredova ko-
linedcia mé prave jeden stred a prave jednu os. Vzhladom na ich vzajomni
polohu rozlisujeme dva pripady.

Definicia 5.8. Stredovu kolineaciu F' so stredom S a osou o nazyvame
a) homoldgiou, ak S & o,
b) elaciou, ak S € o.

Ostéva rozmysliet si akym sposobom vieme homolégie a eldcie urcit a popisat
konstrukcie obrazov bodov v danych kolineaciach.

Veta 5.9. Nech S, A, A" si tri rozne kolinedrne body a o je priamka ne-

prechddzagica Ziadnym z nich. Potom existuje jedind homoldogia H so stredom
S a osou o, takd, Ze H(A) = A'.

Dokaz. Existencia. PopiSeme postupne konstrukciu zobrazenia H a ukazeme,
7e je to kolinedcia s danymi vlastnostami.

Kazdému bodu R priamky o priradime H(R) = R a bodu S priradime
H(S) = S. Body leziace na priamke SA vysSetrime na koniec samostatne.



Nech X € E, je Tubovolny bod neleziaci na SA ani 0. Mdme samodruzny
bod Rx = AX No. KedZe chceme dostat kolinedciu a body A, X, Rx st
kolinedrne budeme H(X) hladat na priamke A'Ry. Kedze S je stred, tak
priamka SX by mala byt samodruznd. Bod H(X) budeme preto hladat na
priamke SX. Definujme preto

H(X)=[(AXNo)UA]NSX (5.1)

Na obrazku kde je naznacend konstrukcia bodov X' = H(X) a Y = H(Y)
vidno, ze pre trojuholniky AX Rx X’ a AY RyY’ si body A = XRxy NY Ry,
A= RxX'NRyY'a S = XX'NYY"’ kolinedrne a preto z dualnej Desargovej
vety vyplyva ze priamky XY a XY’ sa pretni na osi o.

To vyuzijeme pri konstrukcii obrazu bodu B € SA. Zvolme pomocny bod
X € [Ey neleziaci na SA ani o. Skonstruujme bod X’ = H(X) podla predpisu
(5.1) a ozna¢me Py = BX N o. Ukdzeme, ze poloha bodu B’ = Px X' N SA
nezavisi od volby X. Nech Y je iny pomocny bod, Y/ = H(Y) a Py = BY No
ako na obrazku.



Podla toho, ¢o sme prave dokdzali sa priamky XY a X'Y’ pretnt na osi
0 a teda pre ABPxPy a ASX'Y’ plati podla dudlnej Desargovej vety, Ze
priamky BS, PxX' a PyY’ sa pretinaju v jednom bode. Mdzeme teda pre
bod B € SA definovaf

H(B)=[(BXNo)UX'|NSA (5.2)

Tymto sme definovali zobrazenie H na celej rozsirenej Euklidovej rovine a z
predoslého vidno, ze to bude kolineécia so stredom S a osou o.

Jednoznacnost. Predpokladajme, Ze kolinedcie H; a H, obe vyhovuji za-
danym podmienkam. Uvazujme kolinedciu H = H, 'H,. Zrejme o bude osou
a S stredom tejto kolinedcie. LenZe podla podmienok sa bod A zobrazi na
H(A) = Hy'Hi(A) = Hy'(A) = A a je teda samodruzny. Nech a € Z(A)
je Tubovolnd priamka. Nech priesecnik a s osou o je bod Ay. Bod A je
samodruzny lebo lezi na osi a podla dosledku 5.3 je potom priamka a sa-
modruznd. To ale znamend, Ze A je stred. Podla tvrdenia 5.6 je potom H
identita, ¢o ale znamend, Zze H; = H, ako sme chceli dokézat. O



