
Projekt́ıvna geometria

4 Projekt́ıvne zobrazenia

Defińıcia 4.1. Nech sú dané dve rôzne priamky p, q a bod S, ktorý nelež́ı na
žiadnej z nich. Zobrazenie π : R(p) → R(q) dané π(A) = AS ∩ q sa nazýva
perspekt́ıvnost’ so stredom S.

Nech sú dané dva rôzne body A,B a priamka o neprechádzajúca žiadnym
z nich. Zobrazenie π′ : Z(A) → Z(B) dané π′(p) = (p ∩ o) ∪ B sa nazýva
perspekt́ıvnost’ s osou o.

obr.1

obr. 2



Perspekt́ıvnosti definované v rozš́ırenej Euklidovej rovine sú vždy bijekt́ıvne
zobrazenia a preto ak bod π(A) je obrazom bodu A v perspekt́ıvnosti so
stredom S, tak bod A je obrazom bodu π(A) v inverznej perspekt́ıvnosti
π−1 : R(q) → R(p) tiež so stredom S.
Vd’aka tomu môžeme hovorit’, že body A a π(A) v obr. 1 sú vo vzt’ahu per-

spekt́ıvnosti so stredom S a znač́ıme A
S
=
∧
π(A). Duálne, v obr. 2 priamky p

a π′(p) sú vo vzt’ahu perspekt́ıvnosti s osou o a znač́ıme p
o
=
∧
π′(p).

Ked’ sa podrobne zamysĺıme nad postupom, ktorými boli bod π(A) a priamka
π′(p) skonštruované, zist́ıme, že v oboch pŕıpadoch konštrukcia pozostávala
z dvoch krokov, čo nás privádza k nasledujúcej defińıcii.

Defińıcia 4.2. Nech je daná priamka o a bod S neležiaci na nej.
Zobrazenie, ktoré každému bodu A ∈ R(o) prirad́ı priamku AS sa nazýva
elementárna perspekt́ıvnost’ a znač́ıme o =

∧
S.

Naopak, zobrazenie, ktoré každej priamke p ∈ Z(S) prirad́ı bod p ∩ o sa
nazýva elementárna perspekt́ıvnost’ a znač́ıme S =

∧
o.

Perspekt́ıvnosti π a π′ môžeme vyjadrit’ ako zloženia dvoch elementárnych
perspekt́ıvnost́ı nasledovne π : p =

∧
S =
∧
q, resp. π′ : A =

∧
o =
∧
B.

Je prirodzené, že tak ako sme zložeńım dvoch elementárnych perspekt́ıvnost́ı
dostali klasickú perspekt́ıvnost’, rovnako možno skladat’ l’ubovol’ný konečný
počet perspekt́ıvnost́ı.

Defińıcia 4.3. L’ubovol’né zobrazenie, ktoré možno vyjadrit’ ako zloženie konečne
vel’a perspekt́ıvnost́ı sa nazýva projekt́ıvne zobrazenie alebo projekt́ıvnost’.

Pŕıklad. Uvažujme známy obrázok konštrukcie štvrtého harmonického bodu
a označme p = AB, q = CP a D′ = SR ∩ q.

Perspekt́ıvnost’ p =
∧
S =
∧
q zobraźı postupne body A,B,C,D na P,Q,C,D′.



Perspekt́ıvnost’ p =
∧
R =
∧
q zobraźı postupne body A,B,C,D na Q,P,C,D′.

Projekt́ıvnost’ daná p =
∧
S =
∧
q =
∧
R =
∧
p zobraźı postupne body A,B,C,D

na B,A,C,D.

Tvrdenie 4.4. Pre každú trojicu kolineárnych bodov A,B,C a každú trojicu
kolineárnych bodov A′, B′, C ′ existuje projekt́ıvnost’ π, taká, že π(A) = A′,
π(B) = B′ a π(C) = C ′.

Dôkaz. Predpokladajme najskôr že priamky na ktorých ležia dané trojice
bodov sú rôzne a označme P = AB′∩A′B, Q = AC ′∩A′C a R = AA′∩PQ.

Zloženie AB =
∧
A′ =
∧
PQ =

∧
A =
∧
A′B′ je hl’adaná projekt́ıvnost’.

Ak všetky body ležia na tej istej priamke p uvažujme pomocný bod S mimo
nej a priamku q neprechádzajúcu žiadnym z bodov A,B,C,A′, B′, C ′, S.
Definujme perspekt́ıvnost’ π1 : p =

∧
S =
∧
q a označme A1, B1, C1 obrazy bodov

A′, B′, C ′ v tejto perspekt́ıvnosti. Potom pre kolineárne trojice A,B,C a
A1, B1, C1 skonštruujeme projekt́ıvnost’ π0, ktorá zobraźı A,B,C v porad́ı
na A1, B1, C1 podl’a predošlého postupu. Projekt́ıvnost’ π−11 π0 je hl’adanou
projekt́ıvnost’ou.



Je dôležité si uvedomit’, že napriek tomu, že sme skonštruovali požadovanú
projekt́ıvnost’, nie je zatial’ úplne jasné, či by nemohla existovat’ aj nejaká
iná, ktorá by sṕlňala danú požiadavku. Touto otázkou sa budeme zaoberat’

neskôr.
Už teraz ale môžeme rozhodnút’, že podobná veta pre štvorice kolineárnych
bodov nebude platit’. Ak sú totiž body A,B,C,D štyri harmonické body,
tak pre l’ubovol’ný s nimi nekolineárny bod S budú priamky SA, SB, SC, SD
tvorit’ harmonickú štoricu priamok. Podobné tvrdenie platilo pre štyri har-
monické priamky. To znamená, že l’ubovol’ná elementárna perspekt́ıvnost’ zo-
braźı štyri harmonické body (priamky) vždy na štyri harmonické priamky
(body). Ked’že projekt́ıvnost’ nie je nič iné ako zloženie elementárnych per-
spekt́ıvnosti, muśı zachovávat’ harmonickost’ tiež.


