Projektivna geometria

4 Projektivne zobrazenia

Definicia 4.1. Nech su dané dve rozne priamky p, q a bod S, ktory nelezi na
ziadnej z nich. Zobrazenie 7: R(p) — R(q) dané m(A) = AS N ¢ sa nazyva
perspektivnost so stredom S.

Nech su dané dva rozne body A, B a priamka o neprechadzajica ziadnym
z nich. Zobrazenie 7': Z(A) — Z(B) dané n'(p) = (p N o) U B sa nazyva
perspektivnost s osou o.
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Perspektivnosti definované v rozsirenej Euklidovej rovine st vzdy bijektivne
zobrazenia a preto ak bod w(A) je obrazom bodu A v perspektivnosti so
stredom S, tak bod A je obrazom bodu 7(A) v inverznej perspektivnosti
7' R(q) = R(p) tiez so stredom S.

Vdaka tomu mozeme hovorit, ze body A a w(A) v obr. 1 st vo vztahu per-

spektivnosti so stredom S a znacime A % 7(A). Dudlne, v obr. 2 priamky p

’ ’ . ~ 7 o
a 7'(p) st vo vztahu perspektivnosti s osou o a znac¢ime p = 7/(p).
A

Ked sa podrobne zamyslime nad postupom, ktorymi boli bod 7(A) a priamka
7'(p) skonstruované, zistime, ze v oboch pripadoch konstrukecia pozostavala
z dvoch krokov, ¢o nas privadza k nasledujicej definicii.

Definicia 4.2. Nech je dana priamka o a bod S neleziaci na nej.
Zobrazenie, ktoré kazdému bodu A € R(o) priradi priamku AS sa nazyva
elementdrna perspektivnost a znaéime o = S.

Naopak, zobrazenie, ktoré kazdej priamke p € Z(S) priradi bod p N o sa
nazyva elementdrna perspektivnost a znac¢ime S = o.
A

Perspektivnosti 7 a 7’ mozeme vyjadrit ako zlozenia dvoch elementérnych

perspektivnosti nasledovne 7: p= S = =, Tesp. 7' A=0=B.
A

Je prirodzené, ze tak ako sme zlozemm dvoch elementarnych perspektivnosti
dostali klasickt perspektivnost, rovnako mozno skladat Tubovolny koneény
pocet perspektivnosti.

Definicia 4.3. Lubovolné zobrazenie, ktoré mozno vyjadrit ako zloZenie konecne
vela perspektivnosti sa nazyva projektivne zobrazenie alebo projektivnost.

Priklad. Uvazujme znamy obrazok konstrukcie stvrtého harmonického bodu
a oznatme p = AB, q-CP aD' =SRNg.

Perspektivnost p = S =q zobrazi postupne body A, B,C, D na P,Q,C,D’".



Perspektivnost p = R =4 zobrazi postupne body A, B,C, D na Q, P,C, D'.
Projektivnost dand p = S =q= R =D zobrazi postupne body A, B,C, D
na B, A, C,D.

Tvrdenie 4.4. Pre kazZdu trojicu kolinedrnych bodov A, B, C' a kaZdi trojicu
kolinedrnych bodov A', B',C" existuje projektivnost =, takd, ze w(A) = A/,
m(B)=B"an(C)=C"

Dokaz. Predpokladajme najskor ze priamky na ktorych lezia dané trojice

bodov st rozne a oznacme P = AB'NA'B, ) = AC'NA'C a R= AA'NPQ.

S

o

Zlozenie AB = Al " = A = A'B’ je hladand projektivnost.

Ak vsetky body lezia na tej istej priamke p uvazujme pomocny bod S mimo
nej a priamku ¢ neprechadzajicu ziadnym z bodov A, B,C, A’, B’,C", S.
Definujme perspektivnost 7 : p = S =qa ozna¢me Aj, By, C} obrazy bodov
A, B',C" v tejto perspektivnosti. Potom pre kolinedrne trojice A, B,C a
Ay, By, C, skonstruujeme projektivnost my, ktord zobrazi A, B,C v poradi
na Ay, By, C; podla predoslého postupu. Projektivnost 7, 'my je hladanou
projektivnostou. [



Je dolezité si uvedomit, Ze napriek tomu, Ze sme skonstruovali pozadovani
projektivnost, nie je zatial uplne jasné, ¢ by nemohla existovat aj nejaka
inda, ktora by Spiﬁala danu poziadavku. Touto otdzkou sa budeme zaoberat
neskor.

Uz teraz ale moZzeme rozhodnit, Zze podobnd veta pre stvorice kolinedrnych
bodov nebude platit. Ak st totiz body A, B,C, D &styri harmonické body,
tak pre lubovolny s nimi nekolinedrny bod S budd priamky SA, SB, SC, SD
tvorit harmonicki Storicu priamok. Podobné tvrdenie platilo pre styri har-
monické priamky. To znamen4, Ze lubovolnd elementérna perspektivnost zo-
brazi styri harmonické body (priamky) vzdy na styri harmonické priamky
(body). KedZe projektivnost nie je ni¢ iné ako zlozenie elementdrnych per-
spektivnosti, musi zachovavat harmonickost tiez.



