Gramov-Schmidtov ortogonalizacny proces

Uvazujme na priestore spojitych funkeii definovanych na intervale [—1,1]
nasledovny skalarny sucin
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Je dolezité si uvedomit, Ze tento integral vzdy existuje, lebo spojité funkcie
na kompaktnom intervale su ohrani¢ené a plati
|
————dz = [arcsin(z)], = 7. 1
Pre spojité funkcie (1, z, 2%, 2*) vykonajme Gramovu-Schmidtovu ortogona-
lizaciu.
Budeme potrebovat hodnoty skalarnych stéinov (z%, z°) pre a,b € {0, 1,2, 3}.
Rozlisime dva pripady. Ak je sti¢et a +b neparny, tak 2t je neparna funkcia
a preto

(2%, ) / m (2)

Ak je stcet a + b parny, potrebujeme vypocitat nasledovny integral
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Podla (1) je Iy = .

Nech odteraz n > 1. Upravami a pomocou per partes dostaneme
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pretoze uv ma hodnoty nula v oboch krajnych bodoch integralu.

Lahko vidno, Ze pre n = 1 dostaneme (nakreslite si obrdzok)

1 1
I = / (2 —1Da* *V1 — 22dx = / V1 —2%dx = g (4)
-1 -1



Pre n > 2 pouzijeme per partes znova a odvodime

1 — 2n—3 I o — 3)1.271—4
I = m—1 2n—2 /1 — 22dr = (% € u (
n /1(71 )fL’ reax v =1 /1—372 v:%l<1_x2>%

__ /_1 (2n — 1)(2n — 3)a> (%) (1—a*)ide =

1

— 1 /1 (2n — 1)(2n — 3)2*" (1 — 2?)V1 — 22dx,

1

¢o po rozndsobeni (1 — %) dava rozdiel ndsobkov dvoch integralov
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z ktorych prvy je I,_1 a druhy je I,,. Mame teda
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Vratme sa k povodnej tlohe. Mdme (uy,uz,us, uy) = (1,2, 2% 23) a potre-
bujeme dostat ortogondlne (vy,va, vs, vy).

Zrejme vi = uy = 1 a vektor vo hladdme v tvare vo = up — Q1 2V, pricom
m4 platit

0= <V2;V1> = <U-2,V1> - 061,2<V1,V1>
= (x,1) — oy 2(x, x)
T

=0- 041,25

a teda ap2 = 0 a vg = up = x (vyuzili sme vzfahy (2) a (4)).



Podobne s vyuzitim (2),(4) a (6) pre vs = ug — a; 3V1 — Qo 3Ve dostaneme
rovnice

0= <V3,V1> = <U3,V1> - 041,3<V1,V1> - 042,3<V2,V1>

7
- 5 — (V1 37T,
z toho a3 =1 a
0= <V37V2> = <113,V2> - 041,3<V17V2> - 062,3<V27V2>
7
=0- Q235

z ¢oho a3 =0 a teda vs = uz — su; = 2% — 1.

Nakoniec pre vq4 = ug — a1 4v1 — @2 4Ve — 3 4vg dostaneme

0= <V47V1> = <u4,V1> - 041,4<V1,V1> - 062,4<V2,V1> - 043,4<V37V1>

=0- Qy 4T,
0= <V47V2> = <114,V2> - 041,4<V1,V2> - 042,4<V27V2> - 043,4<V37V2>
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0= <V4,V3> = (114,V3> - 041,4<V1,V3> - CY2,4<V2,V3> - 043,4<V3,V3>
s
= 0 — 043745.
Teda vy = uy — %uz =3 — %x.
Polynémy (v1,va,vs,va) = (1,z,2% — 1,2° — 32) st ortogondlne vzhladom

na dany skaldrny sicin. Je zrejmé, Ze mozno pokracovat v tomto procese aj
d'alej a urcit polyném vy stvrtého stupiia, polyném vg piateho stupna atd. a
dostat nekoneéni postupnost ortogonalnych polynémov. Ak ich znormalizu-
jeme tak, aby ich hodnota v bode 1 bola 1 dostaneme Cebysevove polyndmy,
t.j. polynémy

To(z) =v1 =1,

Ti(z) = v =,

Ty(w) = 2vg = 22° — 1,
Ts(z) = 4vy = 42° — 3z,



