
Gramov-Schmidtov ortogonalizačný proces

V akom vzt’ahu sú výpočty αi,j so symetrickými úpravami matice G(U)?

Ilustrujme si to pre n = 3. Máme

G(U) =

 〈u1,u1〉 〈u1,u2〉 〈u1,u3〉
〈u2,u1〉 〈u2,u2〉 〈u2,u3〉
〈u3,u1〉 〈u3,u2〉 〈u3,u3〉

 .

Rovnica v1 = u1 nám dá

G(U) =

 〈v1,v1〉 〈v1,u2〉 〈v1,u3〉
〈u2,v1〉 〈u2,u2〉 〈u2,u3〉
〈u3,v1〉 〈u3,u2〉 〈u3,u3〉

 .

Rovnica
〈u2,v1〉 − α1,2〈v1,v1〉 = 0

určila α1,2, práve také, že odč́ıtanie α1,2–násobku prvého riadku od druhého

a α1,2–násobku prvého st́lpca od druhého nám uprav́ı maticu G(U) na tvar

P T
1 G(U)P1 =

 〈v1,v1〉 0 〈v1,u3〉
0 〈v2,v2〉 〈v2,u3〉

〈u3,v1〉 〈u3,v2〉 〈u3,u3〉

 ,

kde

P1 =

 1 −α1,2 0
0 1 0
0 0 1

 .

Z predpisu v3 = u3−α1,3v1−α2,3v2 a využit́ım kolmosti v1 ⊥ v2 dostaneme
pre α1,3, α2,3 rovnice

〈u3,v1〉 − α1,3〈v1,v1〉 = 0,

〈u3,v2〉 − α2,3〈v2,v2〉 = 0.

Opät’ α1,3 a α2,3 určujú presne aké násobky prvého a druhého riadku (st́lpca)
je potrebné odč́ıtat’ od tretieho aby sme dostali na pŕıslušných miestach nuly,
t.j. máme

P T
2 (P T

1 G(U)P1)P2 =

 〈v1,v1〉 0 0
0 〈v2,v2〉 0
0 0 〈v3,v3〉

 ,



kde

P2 =

 1 0 −α1,3

0 1 −α2,3

0 0 1

 .

Samozejme, P = P1P2 prevedie vektory (u1,u2, . . . ,un) na (v1,v2, . . . ,vn)
rovnako ako predtým V = UP a

G(V ) = G(UP1P2) = P T
2 (P T

1 G(U)P1)P2 =

 〈v1,v1〉 0 0
0 〈v2,v2〉 0
0 0 〈v3,v3〉

 .

Vid́ıme, že rozdiel spoč́ıva len v tom akým spôsobom diagonalizujeme G(U).
Dá sa to robit’ takto
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 ≡

∗ 0 0 0
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗

 ≡

∗ 0 0 0
0 ∗ 0 0
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗

 ≡

∗ 0 0 0
0 ∗ 0 0
0 0 ∗ 0
0 0 0 ∗

 ,

alebo aj takto
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 ≡

∗ 0 ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 ≡

∗ 0 0 ∗
0 ∗ 0 ∗
0 0 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 ≡

∗ 0 0 0
0 ∗ 0 0
0 0 ∗ 0
0 0 0 ∗

 .


