
Gramov-Schmidtov ortogonalizačný proces

Nech u1,u2, . . . ,un sú lineárne nezávislé vektory. Ako źıskat’ ortogononálne
vektory v1,v2, . . . ,vn, ktoré generujú rovnaký podpriestor?

Postup pomocou diagonalizácie Gramovej matice.
Označme U = (u1,u2, . . . ,un) maticu, ktorej st́lpce sú dané vektory. Gra-
mova matica G(U) = G(u1,u2, . . . ,un) je daná

G(U) = (〈ui,uj〉), (1)

teda ako n×n matica, kde v i–tom riadku a j–tom st́lpci sa nachádza skalárny
súčin 〈ui,uj〉.
Ked’že predpokladáme, že vektory sú lineárne nezávislé, Gramova matica
bude kladne definitná. Existuje preto postupnost’ symetrických úprav, ktoré
ju diagonalizujú, t.j. G(U) ≡ D = diag(d1, d2, . . . , dn), kde všetky di sú
kladné č́ısla. Túto kongruenciu môžeme vyjadrit’ nasledovne

D = P TG(U)P, (2)

teda, že D bola źıskaná z pôvodnej G(U) pomocou st́lpcových oprácíı zazna-
menaných v matici P a riadkových v matici P T .

Matica D je ale opät’ Gramovou maticou nejakej usporiadanej n–tice vektorov
a v tom je celý trik. Aby sme to videli, vrát’me sa k defińıcii (1).
Štandardný skalárny súčin vektorov ui a uj je to isté ako (maticový) súčin

riadka ui
T a st́lpca uj. Teda G(U) je n × n matica, kde v i–tom riadku a

j–tom st́lpci sa nachádza súčin ui
Tuj, ale to je rovnaká matica ako by sme

dostali násobeńım matice UT a matice U . Preto G(U) = UTU .1 Dosadeńım
do rovnice (2) dostaneme

D = P TG(U)P = P TUTUP = (UP )TUP = G(UP ).

Označme V = UP a jej st́lpce v1,v2, . . . ,vn. Potom Gramova matica pre
usporiadanú n–ticu vektorov v1,v2, . . . ,vn je

G(v1,v2, . . . ,vn) = G(V ) = G(UP ) = D = diag(d1, d2, . . . , dn).

Ked’že Gramova matica vektorov v1,v2, . . . ,vn je diagonálna, sú tieto vek-
tory ortogonálne.

1Pre nejaký neštandardný skalárny súčin daný 〈ui,uj〉 = ui
TAuj potom dostaneme

G(U) = UTAU .


