Gramov-Schmidtov ortogonalizacny proces

Nech uy,us,...,u, st linedrne nezdvislé vektory. Ako ziskat ortogonondlne
vektory vy, va, ..., vy, ktoré generuji rovnaky podpriestor?

Postup pomocou diagonalizacie Gramovej matice.
Oznac¢me U = (uy,ug,...,u,) maticu, ktorej stlpce st dané vektory. Gra-
mova matica G(U) = G(uy, ug, ..., u,) je dand

G(U) = ((w, ), (1)

teda ako nxn matica, kde v —tom riadku a j-tom stipci sa nachadza skalarny
sucin (uy, u;).

KedZe predpokladdme, Ze vektory st linedrne nezavislé, Gramova matica
bude kladne definitnd. Existuje preto postupnost symetrickych tiprav, ktoré
ju diagonalizujd, t.j. G({U) = D = diag(dy,ds,...,d,), kde vsetky d; st
kladné ¢isla. Tiito kongruenciu mézeme vyjadrit nasledovne

D = PTG(U)P, (2)

teda, ze D bola ziskana z povodnej G(U) pomocou stipcovyich oprécif zazna-
menanych v matici P a riadkovych v matici P7.

Matica D je ale opiat Gramovou maticou nejakej usporiadanej n—tice vektorov
a v tom je cely trik. Aby sme to videli, vratme sa k definicii (1).

Standardny skaldrny sicin vektorov u; a u; je to isté ako (maticovy) stcin
riadka w;” a stipca u;. Teda G(U) je n x n matica, kde v i-tom riadku a
j—tom stipci sa nachddza sicin ;" uj, ale to je rovnaka matica ako by sme
dostali ndsobenim matice U” a matice U. Preto G(U) = UTU.! Dosadenim

do rovnice (2) dostaneme
D =P'GU)P = P'UTUP = (UP)"UP = G(UP).

Oznac¢me V = UP a jej stlpce vi,Vva,..., vy Potom Gramova matica pre
usporiadani n—ticu vektorov vy, va, ..., vy je

G(Vi,Va,...,vn) = G(V) = GUP) = D = diag(dy, ds, . . ., dy).

Kedze Gramova matica vektorov vy, va, ..., vy, je diagondlna, si tieto vek-
tory ortogondlne.

'Pre nejaky nestandardny skaldrny si¢in dany (u;,u;) = w7 Auj potom dostaneme
GWU)=UTAU.



