1. JEDNODUCHE KRIVKY — OBLUKY

Matematické reprezentécie kriviek

Medzi nagastejSie metddy reprezentacie kriviek v geometritknodelovani sa zaiaju
opisy pomocou implicitnych rovnic, explicitnychyjadreni a parametrickych funkcii
(bodovych, vektorovych, suradnicovych).

Implicitna rovnica krivky z roviny E?> so slradnicovou sustavouO,e,e, > ma tvar
f(x,y) = 0. Tato rovnica vyjadruje implicitny vah medzi sdradnicami ay bodov leziacich na
krivke.

Pri explicithomvyjadrenf je krivka z rovin§? reprezentovana grafom funkgie f (X).
P
Casto krat ma tento vah tvar: y=g+ax+..+ 3 X=> a¥%, kde a,....a su reane
i=0

konStanty, ktory pre, # 0 reprezentuje algebraickid krivku siiagp.

Pri parametrickomvyjadreni priestorovej krivky kazdu suradnicx, y, z jej bodu

reprezentujeme osobitne pomocou explicitnej funieie] premenngj( t je parameter):

x= X1, y=y(), z= z() O hins ) -
Parametrické vyjadrenie umiage vyislit' pre zvolend hodnotu parametra ty tri hodnotyx(t),
y(to), z(tp) — suradnice bodu krivky odpovedajuceho hodnotarpatraty. Ak su funkciex(t),
y(t), Zt) spojité, mozno poveda ze prislusna krivka je spojitym obrazom suavishbjasti
parametrd O (t,.,t ) -

Parametrické vyjadrenie krivky mozno nahtaddinou vektorovou rovnicou (t), ktora je
vektorovou funkciou paramettaPre zapis tejto vektorovej funkcie pouzijeme Gemée:

r(t) =[x(t), y(t), (9]
¢o je obvykly suradnicovy zapis vektora.

V s(&asnosti namiesto vyjadrenia krivky pomocou vektejdunkcie sa v geometrickom
modelovanicastejSie pouziva jej vyjadrenie v tvare bodovekfia. Ak si oznéime 'ubovd’ny
bod krivky akoP(t), tak pre jeho polohovy vekto(t) = P(t) — O, plati:

P()=0+r() =0+ x(te,+ Y&, + 238 O hins hay -
Téato rovnos reprezentuje krivku pomocou bodovej funkcie. Rnednicovy zapis tejto bodovej
funkcie pouzijeme opézapis
P(t) =[x(t), (9, Z9)].

Vzhradom na nasledné Studium kubickych polynomickyciviek, budeme zapisova

vektorovu reprezentaciu krivky v tvare
r=r(t)=a,+at+at’+ast’, tO(t,ntm
a jej bodovu reprezentaciu v tvare:
P(t)=O+a, +at+at’ + at’, tO(t,,.t.
kdea; ,j=0,1,2,3, st vektory priestoh(E) (V(E?), V(E®)).



Derivaciou bodovej funkcid(t), resp. vektorovej funkcie(t) v bode t, O(t . .t,.0) je
vektor

dP
# =1 t;) =[X(t). y (). Z(6)]
a jej druhou derivaciou je vektor: B
d’P
?(t) =1(t) =[x (), ¥ (%) 2"(b)] -

Dotycnicou krivky danej bodovou [vektorovou] parametrizaciB(t) = O +r(t) [r(t)]
v bodeP(to), t, O(t,n tms), Sa rozumie priamka égna bodonP(to) a vektoromP (to) = r ' (to).
Vektor r '(to) sa nazyvalotykovy vektokrivky v bodet,. Jednotkovy dotykovy vektor krivky

v bodet = t, je vektord(t,) :% .
t=ty
(t "(t
Krivost'  krivky P(t) = O + r(t) je skalarna funkcig(t) :% a pre vektorovu
r'(t

funkeiu Kkt = X" Q

r )
druhej strane, skalarna wgha (iselnd hodnotal(ty) sa nazyva kriva®u a vektorova velina
k(to) vektorom krivosti krivky P(t) v bodet = t,.

je zauzivany néazowvektor krivostikrivky P(t) [r(t)]. Na

Specifikacie kriviek a splajnov

V geometrickom modelovani sa stretavame s trokwivalentnymi metédami pre
Specifikaciu jednotlivych typov reprezentacii kek:

(1) Sformulovanie podmienpktoré sa poloZzia hranice susediacich segmentiaynsyp alebo ich
mozno zo zadanych geometrickych prvkov odvodllagastejSie su to poziadavky na hodnoty
parametrickych vyjadreni krivky, ich derivacii adpoMéZu to by napr. hranriné body
segmentov, sklony krivky v nich t.j. hodnoty 1l.d@cii (pripadne aj vysSich) v hranych
bodoch a pod. Tieto sa afajne dajulahko vyjadr’ ako afinné kombinacie polynomickych
koeficientov parametrického vyjadrenia segmentu.rekmos volby podmienok si vSak
vyZaduje, aby sa aj obratene, polynomické koeftgietali vyjadri’ ako afinné kombinacie
geometrickych prvkov reprezentujucich hkaré podmienky splajnu.

(2) Vo/bou matice ktord reprezentuje typ splajnu. Je to maticarakteyjadruje polynomické
koeficienty ako afinné kombinacie vySSie spominéingeometrickych prvkov.

(3) Volbou tzv. zmieSavacich funkciieprezentujacich splajn. Sa to funkcie, ktoré epkja“
geometrické prvky, ktorymi je konkrétny splajrteny do parametrického vyjadrenia segmentu
krivky, ktoré je afinnou kombinaciou geometrickyptvkov so zmieSavacimi funkciami v tlohe
koeficientov.



Na ilustraciu tychto troch splajnovych Specifikhcpredpokladajme, Ze parametricka
reprezentacia polynomického segmentu kubickej krieknasledovna:

r(t)=a, +at+at®+at’ tOt .ty
Pre zjednodu3enie vyjadreni predpokladajme, Zek&rije definovana na intervalé0,l) t.|.
tmin :O’ tmax = 1

A.1 Hermitove kubiky

Zéapis polynomickej krivky v tvare:

r(t) :a0+a1t+a2t2+a313:[1 t t? tﬂ.[a0 a, a a] t0(03 (A)
ma z fadiska geometrického modelovania nevyhodu v tormegp®zname geometricky vyznam
koeficientova,,a,, a,, 8 a ich vzah ku krivke.

VyhodnejSie je zadavadakuto krivku jej krajnymi bodmR,, R, a sklonmi —

I

dotykovymi vektormir, , r, v tychto krajnych bodov. Ulohou je napigzarametrické
vyjadrenie polynomickej krivky 3° denej krajnymi bodmiR,,, R, a sklonmir, , r, (dotykové
vektory v bodochR ,, R,). Tato krivka zapisana v tvare

r)=[1t © t*]fa, a, a, a]

ma derivaciu (2)
r'(t)=[0 1 2 3°|[a, a, a, aj.

Ak do tychto vZahov (2) dosadime hodnoty 0,1 za parametezolfadnime poziciu, do ktorej
sme ,nominovali“ bodyR,, R, a vektoryr,,r, dostaneme:

r(0)=R, r'0)=r,
r(l):Rl r’(]_):rl'

resp.

8, =R, a, =ty
prtata,ta= Rl a1+2a2+333:r1'
Z toho vyplyva:

3 =R,

aier'

a, :3(R1_ Ro)_zro’ _r1’

as =2(Ro_ R1)+ro’ +I‘1'
Potom mdzeme v (A) zapisa



F20

r(t)=[1 t & ] "o _

3(R1 _Ro)_ 2‘0' —I’1'
| 2(Ry—Ry)+rg +r, |

1 0 0 0]Ro

0 0o 1 ofR

1t t2 ¢t , 1=T.M, .G 3
:[ ]—33—2—1r0 G )

2 -2 1 1

Teda r(t)=T.M,.G, je Hadané _maticové vyjadrenigolynomického kubického
segmentu (A) pomocou geometrickych prvkévajnych bodovR,, R, a dotykovych vektorov

r,, I, Vtychto krajnych bodoch. Tieto st uloZzené v ggometrickej maticGy. MaticaMy je

tzv. matica koeficientov Hermita.
Ak vo vztahu (3) vynasobime matidea My dostaneme riadkovd maticu:

B, () =[(1-3°+2°) (@3- 2°) (- 2%+t°) {t?+1°).
Prvky tejto matice ozrééme:
[Hos(®) =(0-32+2°), Hy; €)= (3°= 2°)H ;0 F (= 22+0°)H 5 F €t2+1°)
su to tzv. zmieSavacie funkdielending functions).

Teraz parametrick reprezentaciu polynomického segméA) kubickej krivky
zapiSeme pomocou zmieSavacich funkcii a geometrickyubioy

h(t) = Ha®R o+ H iR+ H ) g+ H tr ', t0(0,3.  (4)

Tato reprezentaciu (4) segmentu kubickej krivky literatiry o geometrickom modelovani
zaviedol J. Ferguson (1963). Polynonty,(t),j =0,1,2,, sa nazyvaji_Hermitove kubicke

polynémy (Ch. Hermit- francuzsky matematik 19.sttieo pouzil tieto polynomy k interpolé&cii

funkcii) a zabezp®iji stmelenie Styroch vstupnych hodr@®,, R,,r,,r,], ktoré nazveme

vstupnou datovou StvoricouNavySe vysledna krivka interpoluje zadané krdpoéy i zadané
vektory vtom zmysle, Ze si hodnotami jej derivacikerajnych bodoch jej defitBného oboru.
Z tohto dévodu krivku (4) nazyvamElermitovou kubickou interpola¢nou krivkou resp.
Hermitovym interpolantom (segmentom)aleboFergusonovou kubikou.




Niektoré vlastnosti Hermitovych kubickych polynémov
1.graf

Stupen = 3

2. Hg(t) +Hyg(t) =1

aleerd

b) c

Hermitove seamen

A2. Modelovanie Hermitovych kriviek.

Kazdy bod na Hermitovom segmente (4) je vyjadrakxy kombinacia dvoch krajnych
bodov a dotykovych vektorov v tychto bodoch. Grainkitovho segmentu s pevnymi krajnymi
bodmi m6Zeme modelovgpomocou dotykovych vektorov v tychto krajnych bolda to bd’
zmenou ich vBkosti alebo zmenou ich smeru .

Ozmena vékosti dotykovych vektorov : polozmer, =ag ,(0), r, =ad ,(1), a,a >0, di(t)

su jednotkové vektory, potom pre
* rovnomerné zwovanie/zmensovanier, = a,

* nerovnomerné z¥&ovanie/zmensovanier, = k.a,, k>1
ca,=a,=0
Ozmena smeru dotykového vektora

Omodifikacie tvaru Hermitovho segmentpomocou parametra:
# normalizovany parameteht](O,]} a segment nazyvame uniformovany

& thax=A4A, A>0, paramete’rD(O,A> a segment nazyvame neuniformovany
Do vzrahov (2) dosadime hodnoty® za parameter




ao:Ro alzro'
g taf+alh’+af’= R a,+2aA+3aA’ =1

S rieSenim:
8, =R,
a, =1,
— 3R, ~Ry) _ 20' _i
N? A A
_2(R,-Ry) .1y . 1)
Teda segment krivky mdZeme zapisa
1 0 0 o] .
R

heyd1t ¢ )2 32 2 1 TG, )

[A° A° A7 A7
R6zne hodnotyA ponukaju r6zne Hermitove kubiky. Mozno povédee zvé&Sovanie hodnot
taha krivku v krajnych bodoch v smere dotykovéhoteek Preto saasto krat ,upravi“

vyjadrenie (5) na :

1 0 0 0|Re

R

he)1t t* t°] _03 g _12 _01 Arl, t0(0,A)
0

2 -2 1 1]py

A3. Vy¢isPovacie algoritmy

A. (D) = Hu®R o+ Hag®R+H O o+ H for ', t0(0.9)
Vypocet bodov krivky spéiva v dosadzovani hodnbt parametrado uvedeného ¥ahu
a nasledné spajanie vyfitanych bodov Usd&ami.

B. Hornerova schéma

Najjednoduchsou metdédou pre v¢pbd hodndt polynomov po postupnoméigfovani ich
¢lenov je Hornerovo pravidlo, ktoré realizuje v¢popostupnou faktorizaciou. Tato si vyZzaduje
jedno nasobenie a jedngitainie v kazdom kroku. Pre polynom¥ je takychto krokow.

Ako priklad uvazujme kubickd reprezentéciti:(t) =a,+at+at’+at’.
Pre konkrétnu hodnotu parametta vypctitame hodnotu polyndmu pbtal nasledujicej
faktorizacieslenov: I (t) =a, +t(a, +t(a, +ay)).



Z nej vidno, Ze vypeet hodnoty polynomu v bodesi vyZaduje tri nasobenia a ttiiania resp.
dev& nasobeni a devakitani, ak chceme vygéat’ suradnicex(t), y(t), z(t) bodur (t).

C. Metdda dopredného diferencovania

Vypocet hodndt polyndmov pomocou dopredného diferendavaivisi s Taylorovym
rozvojom funkcie.

Je to pomerne silnd metdda preighovanie polynomickych funkcii a je zaloZzena na
rekurzivnom utovani nasledujucich hodnét funkcii inkrementaciqurirastkom zo skor
vypocitanych hodndt v tvareX, ., = X, +AX, resp. AX, = X, — X

Ak teda pozname prirastakX, a hodnotuX, v urcitom kroku, tak hodnotu

v nasledujucom kroku dostaneme ptifianim prirastku k siasnej hodnot&. PrirastokAX, sa
nazyva doprednou diferenciou.

B. 1 BEZIEROVE KUBIKY
,bread-and-butter” curves

Hermitova kubika ma v geometrickej matigi dva krajné bodyR,, R, a dva dotykové
vektory r,,r, vtychto krajnych bodov. Tieto Hermitove kubiky difikaciou ve’kosti

dotykovych vektorovr,, r, alebo ich polohy ponukaju Siroki paletu kubickyafiviek. Pri
ilustracii tychto kriviek intuitivne citime zmenuikky, ale chyba nam vyraznejSie ,ohra@nie”
oblasti, v ktorej krivka leZi.

Autormi spracovania kriviek, ktoré leZzia v ,ohréamnej* oblasti boli v obdobi rokov
1958-60 dvaja Francuzi:
Pierre Etienne Bézier — aplikovany matematik vionérRenault
Paul de Faget Casteljau - aplikovany matematikinmoef Citroen.
V roku 1970 poukézal Forrest na suvislosti medzi@&®vymi vyjadreniami a Bernsteinovymi
polyndmami (Bernshtein- rusky matematik odvodiltdiepolynémy v roku 1912 v praci
0 aproximgnych teoriach).

Postup opisu kubickych Bezierovych kriviek iluggme v sulade s myslienkou
,ohrankit* oblag’, v ktorej krivka leZi. Upravy zrealizujeme v gednizkej maticiGy:

G, :[RO R, r, rl'T

Ur¢ime Stvoricu bodowy,V1,V2,Vs:

V,=R,, V1:RO+%rO', V ,=R 1—% ., VR

KdeV;,i=0,1,2,3, oznéuje polohoveé vektory bodov. Vyjadrime datova StearR,, R, a
r,,r, pomocou $tvorice bodo¥o, Vi, Va2, V3:

R,=V,, R,=V, r =3,V ) r =%V ,.

Dosadime do geometrickej matice



R, V, 1 0 0 O]V,
G - Ril 1 v, | |0 0 o0 1fv,
"l 3(V,-V,)| |[-3 3 0 0|V,
) 3(V,-V,)| |0 0 -3 3|V,
a nasledne do vyjadrenia Hermita:
1 0 0 O0fV,
-3 3 0 0|V
ht)=T.M, G, =|1 t £ ¢ =T M, G,.
t=T.M, G, =[ s 6 3 ol v, s G

-1 3 -3 1|V,

Ziskali sme maticové vyjadrenpolynomického segmentu pomocou geometrickych
prvkov: bodovV,,V:, V., Vs Tieto su ulozené v tzv. geometrickej ma@gl Lomen&iara
Vo V1 V2 V3 sa nazyva riadiaci polygoa je to_vstupna datova Stvorife,VV V |

Po vynasobeni matita Mg dostaneme riadkovd maticu :
Bo(t)=[(1-1)° (-t} F*(i-t) t°].
Prvky tejto matice ozréane :
Bos(1) = (1-1)°, By(1) = 3t(1-tF By (t)= F* (£ 1) By ¢ €

a su to zmieSavacie funkc®s.

- =[5
Stupen:

Teraz parametricku reprezentaciu polynomickéhonsegu (A) kubickej krivky zapiSeme
pomocou Bernsteinovych polynomd,(t),i =0,1,2,%, a riadiacich bodoV,, V1,V;, Vs

r(t) = Bos(t)vo+ Bls(t)v 1t st( v ' B3£ v o tD<O,]>

a hovorime, Ze je zapisana v Bezierovom teamznauje sab®(t).
Teda:

D) =3 V,Bs(0,0(0, W

je Bezierovou krivkou 3° na interval@,1).



Polynémy B, (t) = (1-t)*, B4(t)= 3t(1- t} ,B,; (t)= I (+t),B,, ¢ = £ mdZeme zapisa
B.(t) =(?jt‘ 1-t*", =012, (2)

su Bernsteinove polynémy 3°.

Ak vo vztahoch (1) a (2) zamenime&®lomn, dostaneme Bernsteinove polynénty
ny . .
B,(1) = [ jt' -ty
‘ [

n—l ak 0<i<n t|:|< O>l Ol =
j = [ i1(n-i)!

n
kde(i
0 inak

a Bezierove krivkyn®

b"(t) = Zn: B,®V, t0(0,1

i=0
Treba vSak poznamen&e aki D{O,l,...n} je (?J =0 ateda ajB,(t) =0. Toto prirodzene plati
aj pren= 3.

Bernsteinove polynédmy maju mnoho zaujimavych wasti, z ktorych vyplyvaju
dolezité vlastnosti Bezierovych kriviek.

1) (n-1
(1) Z vlastnosti kombinénychéisel(?j:(ni j+(in J vyplyva, e

. . -1) . . -1) .
(?jt'(l—t)“" = (1—t)(ni jt' (-t y™ +t(in_1jt"l (1-t ' 3 teda mdzeme zapfsa

B,()=@1-t)B, () +1tB_,, (1) tzv. rekurentny vzorec

(2) Z binomickej vety dostavamé:=[t + (1-t)|" = Z(?}' (1-ty" =>'B, () ateda
i=0

i=0

> B, (t) =1, pre kazdé, tzv. rozklad jednotky
i=0
(3) Z definicie Bernsteinovych polynédmov a predchadzgjirlastnosti vyplyva:
B,,(0)=1 aB, (OF O prei= 1,2n
B,(1=1aB, (1 0 prei= 0,1,2,n; .
(4) B, (t) = 0 pre kazdé,n at (0,1, tzv. nezapornas

V d’'alSom texte sa sustredime hlavne na BezierovekB¥la preto vySSie uvedené
vlastnosti Bernsteinovych polynémov nas budu zaatjipne n=3.



Vlastnosti Bezierovych kubik

NechVy,V1,V2, Vs je dana postupntdodov v priestor&(E? E%). Potom mnoZina bodov
v priestoreE, ktorych suradnice vyhovuja rovnici:

3
b%(t) =) V,B,(t), t0(0,1),
i=0
kde B,(t),i = 0,1,2,3, su Bernsteinove polynémy, je Bezierknnaka 3°.

1l.interpolacia krajnych bodov riadiaceho polygéni?(0)=V,, b*@)=V,

2 konvexny obal: Bezierova krivkab®(t) leZi v konvexnom obale svojich riadiacich bodéy,
V1, V2, Vs ( polyndmyB,(t) st pret 1(0,1) nezapornéy*(t) je konvexnou kombinaciou
riadiacich bodoWw;)

3.vektor l.derivacie:

bs'(t)=23‘,5.3'(t)\/i ==3(1-tfV,+ G-ty - @ (Ft)y,+ (2 8Y,+ 8 ;=
=3(1-t) (V, —Vo)+ & (-t ),V 1+ 32 -V ,)
Ak pouzijemeAV, =V,,, -V, , tak

b¥(t) =3[ (1-t) 2(-t) t*][aV, AV, sz]TzaiAViB,zu

a je to Bezierova krivka 2° na vektorovej zloZke.

Pre t = 0: b¥(0)=3AV, = 3V, -V,), teda Bezierova krivkb3(t) sa v zaiatosnom bodeV,
dotyka prvej strany svojho riadiho polygonu ( dotykovy vektor j&V, -V,))

apret=1:b%(1)=3AV,=3V,-V,), Bezierova krivkad?(t) sa v koncovom bodé; sa dotyka
poslednej strany svojho riadiecpolygonu ( dotykovy vektor j8(V,-V,)).

4 vektor 2.derivacie :

b* = 62 Vi =2V, +V B, (1)

Pre t=0: b¥ (0)=6(V, - 2V, +V,) t.j. vektor 2. derivacie v 2&toinom bodeV, je
rovnobezny s uhlogtk®u rovnobeznika deného bodmvy, Vi, V,

apret=1: b (1) =6(V,- 2V, +V,) t.j. vektor 2. derivacie v koncovom boWe je rovnobezny
s uhlopri&ou rovnobeznika geného bodmV,,V,, Vs.

Z dalSich vlastnosti Bezierovych kriviek uvadzame:
5.symetria

Z B.()V, = Z B,(1-tV,;



t..j. Bezierova krivka sa nezmeni ak zamenime pelggiriadiacich bodov a gédsne parameter
nechame prebiekiand 1 po 0.[leboB, ; ;(1-t)= B,(1)]

6.invariantnost’ vzh’adom na transformaciu parametra
2 2 u-a

Y BV, =3BV, ub(ab)t0(0]

i=0 i=0

7 afinna invariantnost’ Bezierove krivky su invariantné vididom na afinné transformacie t.j.
pre kazdu afinnu transformaciu T plati:

T(3B(OV) = Y By(OTH,)

t.J. afinny obraz Bezierovej krivky s vrcholidi je Bezierova krivka s vrcholmi V().

8.pseudolokalne riadenie Bezierove krivky nemozno lokalne upravéyamena riadiaceho
] A e _ . . . . [
boduV; sice spdsobi zmenu tvaru celej krivky, ale vyrazmény nastanu v okoli bodu= —

(lokalne maximum polynémov ) inde si menej vyrazné.
B. 2 Modelovanie Bezierovych kubik

Vo,V1,V2, Vs vstupna datova Stvorica
» nekolinearne
» kolinearne

BEZIEROVE KRIVKY
(BEZIER CURVES)

Nech V,,V, ... V.je dand postupnésbodov v priestoreE (E?>, E® ..) afunkcie

B, (1), tD(O,]} su Bernsteinove polyndmy. Potom mnoZina bodovriaspre E, ktorych
suradnice vyhovuju rovnici

b"())= Y B, MV, t0(0} (A)

i=0
je Bezierova krivka n-tého stupia.

Vlastnosti Bernsteinovych polynémov

B, (1) = m t(@-t)y”

n! _
kde(_nj: Ty akosisn to( o o

0 inak



Grafy:

- -9 = B N= B = == R
Stupeii: ] Stupeil: Stupen:

XK

1. Nezapornog B, (t) = O pre kazdé, nat(1(0,1)

N

. Rozklad jednotky: >’ B, (t) =1 pre kazdé [1(0,1)
i=0

3. B, (0)=B,,(1)=1;inak B,(0)=0 prei =1, ...n; a B,(1)=0 prei =0, ...n—
4. Symetria: B (1-t)=B_;,(t) i=0,..n

ol

. Rekurzia (rekurentny vzorec) B (t) =(1-t) B, ()+tB_, (1) =1, ..n
kdeB, ,()=0; B, ,¢)=0

6. Derivacie:
1.derivaciaB, () = n{ B.,, () - B,_,(}

2.derivéacia:B," (t) = n(n-1){ B, ,(0- 2B, ,()+ B,_,(1}
B,.(=0; B,,¢)=0

\'

._Lokalne Maximum: polynom B, (t) ma prave jeden lokalny extrém pte—-L
n

o

. {B, (1), i=0, ... n} jebaza vektorového priestoruvetkych polynémov stia < n
(radun+1)

Vlastnosti Bezierovych kriviek

Dané: V,,V,, ... V.

n

- riadiace body v priestore E
B, (1), t0(0,3- Bernsteinove polynomy

b”(t)=zn:Bm(t)Vi t0( 0,3
VO
Vl
=By (0B, (D - B, ()]
V,

n

Parametricke vyjadrenie v 3D/ (%, Y, Z)



X0=Y 8,0, YO=Y 8,0y 20=Y 8,07 t0(0]

I. Interpolacia krajnych bodov riadiaceho polygonwy,,V, :
b"(0) =V, b"(1) =V, (vlastnos 3)

II.  Konvexny obal Bezierova krivka lezi v konvexnom obal€@mom riadiacimi
vrcholmi ¢0(0,1) st Bernsteinove polynémy nezéporné (vlastrigsa siiiaju
rozklad jednotky (vlastnHg))

Il . Invariantnost vzh’'adom na
a) afinna transformaciu T

i=0 i=0
b) afinnu transformaciu parametra

iB.,n(t)Vi =23n(g%:)vi ub(a b) t0(0,1)

IV . Pseudolokalne riadenie Bernsteinov polynomB, (t), tD(O,]} ma prave jedno

lok&lne maximum pre=|— . Ak sa zmeni riadiaci bod, tak sa zmeni jedin§len vo
n

vyjadreni krivky. Najviac sa zmeni v okoli mady t =L ; globélna krivka
n

V. Symetrickos’ (simernog’)
Y B0V, =3B, (-,
VI. Derivacie I?I)_((a)zierovei kri\]/_lzv:
1.-derivacia b" (t) = nni B, (DM, V)= nf B,_.(DAV,
i=0 i=0

Derivacia Bezierovej krivky sh je krivka st.n-1. Nie je to Bezierova krivka péd definicie (A),
pretozZe jej riadiace prvky su vektory. Je to Bemrerkrivka na vektorovej zlozke, s riadiacimi
bodmi H,=O0+nAV,i=0,..,n-1 anazyva sa hodograf Bezierovej krivky:

H(E) =Y HiB (D), H =0+ my
2.-derivacia b™ (t) =n(n-1) S B, (O(Vi,,— ,,,+V,)

i=0

= o

r-derivécia b\ (t) = (nn!r).riB.,n-r ®)AV, , kde A"V, :i(—l)”' (r_}/iﬂ.
_ 2,

L J

Vyjadrenie derivacie v krajnych bodoch Bezieroveyky b"(t) = Z B, (t)V,

i=0



n-1
1.-derivaciab™ (0) =n>_ B, (0AV, =mV, =nV,-V );
=0

D"(1) =13 B, @AV, =n(V,~V,.)

2.-derivacia

57 (0)=n(n=Y (Vo= 2V, By (9= (- IV = 7 v )
6" (9 =0(1= 3" (Vi =2+, ) By o( 9= (- YV, = B, ,)

>

o

B. 3. V\islovacie algoritmy

A. b3(t) = Byy()Vo + BV 1+ B,V ,+ Bof v , t0(0,9)
Vypocet Bezierovej krivky mézeme zrealizavdosadzovanim hodnot paramet@do uvedeného
vztahu a nasledne posp@jarypcitané body ds&kami. Zmena parametrd je obyajne

konStantn4. Tento spbsob nie je’'me efektivny lebo nereSpektuje Rkos’ zakrivenia. Jeho
vyhodou je, Ze generuje dopredu znamyepaiseiek.

B. Casteljau algoritmus (CA)

V roku 1959 spracoval de Casteljau pre firmu @itralgoritmus pre Wsl'ovanie bodov
Bezierovej krivky, ktorym sa bod na krivke afgfuje pomocou linearnej interpolacie, teda nie
priamo pomocou Bernsteinovych polynémov, ale vyehadsa zrekurzivnej vlastnosti
Bernsteinovych polynémowB, (1) = (1-t)B, (1) +tB_,,_,(1).

Pre kubické Bezierove krivky algoritmusgiia hodnotub®(t) pre pevne zvoIenéD(O,]}:

bi(t)= ... =Ve ()

Vypocéet mozno formalne reprezentevechémou:
CA: Dané riadiace bodyo , V1, V2, Vs, parametet 0(0,1)

Vo) =V, i=0,1,2;

V() = @-t)V )+, 5 (1), =012
VE(t) = -tV )+, (), 1=0,1
Vi) = @-tVIO+V LG, i=0
b*(t) = V5 (1)



Z4pis CA algoritmu pre [0 N:

Vstup: riadiace body]V,,V,,...V, a t0( 0,>]|
0) V2(t)=V,, i=0,1,..n

1) Vi) =@-tV°t)+tv. 2 @t), i=0,1.n- .

r.) VI () =@-t)V/ O+ M), r=12,.0= 01.n-r

A1) VI () = -tV @)+ 2V T = Aty 20+ T2
M) VI = AV )+ )
Vystup: bod krivky: |b"(t) =V, (t)

Teda predpis pre CA algoritmus k vy bodu na Bezierovej krivke:
b"(t) = V5'(t)

Vy¢islime pomocou :

VI () =@@-t)V O+ M), r=12,.05= 01.n-r

Pricom: Vo) =V,
VSimnime si k&’ robime CA pre Bezierovu krivkiubovd’ného stupan v pevnhom bode
t0(0,1) potom :
a) nakazdej stran®.V.,, jej riadiaceho polygonu vytvarame bt (t) = (1-t)V, +V, ,
b) pre kazdér 0{1,2,..n} ku kazdej hrane&/(t)V,;'(t) vytvarame bod
Vi (1) = L=tV O+ V),
Takémuto procesu tvorby bodov sa hoviméarna interpolacia.

Suvis derivacii s CA-algoritmom:

r-derivéacia b (t) = LEBI AV, kde A"V, = Zr:(—l)"j (r_}/iﬂ
(n-rts ™ =0 J
................ Oy= " AVIT()
b (t) CEDIE ®)

Pre r = 1 dostanemed'(t) =nAVy™ (t)=n[V,™"(1)-V*(t)]| . Dotykovy vektor je uieny
rozdielom predposlednych bodov v CA.



C. Prerozdd’ovanie — subdivision

Rekurzivne prerozdevacie metddy sa pouzivaju na opatovné delenie seigm krivky
na polovicu, waka comu po kazdom kroku narastacpo riadiacich bodov. Tieto metody su
efektivne pri zobrazovani aproxitmgch kriviek, pretoZze rozdevaci proces mbZzeme
prediZzovd dovtedy poki&i riadiaci graf neaproximuje krivku dostéte presne. Suradnice
riadiacich bodov potom moZzno povazéwaa suradnice bodov krivky a riadiaci polygdn stoit)
s krivkou samotnou. Iné pouZitie prerofoeacieho procesu je zamerané na generovanie
vaSieho pdtu riadiacich bodov pre efektivnejSie upravovan@ra krivky. Umozni to
navrhova krivky dog’ zlozitého tvaru vychadzajuc z nékeho pd@tu riadiacich vrcholov tak, ze
aplikovanim prerozdevacieho procesu si obstarad@sSie riadiace body.

Splajnové prerozdevanie sa najjednoduchSie aplikuje na krivkové poiyickée

segmenty na interval@),]} reprezentované v tzv. Bezierovom tvare t.j. porucaproximgného

riadiaceho polygonu, ktorého prvy bod jecizadocnym a posledny koncovym bodom krivky
a dotykové vektory krivky v nich su ¢gné prvou a poslednou stranou riadiaceho polygonu.
NechVo, V1, V2, Vs st riadiace body &°(t) je Bezierova krivka. Pre kazd#((0,1)

rozdeli bodb®(a) Bezierovu krivku na dva segmenty§(t), PSt). Oba segmenty st segmenty
polynomickej krivky 3° a preto ich mozno optiseko Bezierove krivky 3° s riadiacimi bodmi:
LS(D): Ve (@) Ve(@)VE@)V @) a PS():Vi(a) Vi(a)V, @)V @) naintervale(0,1).
Uréenie tychto dvoch polygoénov sa nazywatdda subdivision — prerozdiovanie

VSimnime si, Zze v diagrame CA-schémy su riadiacdybtychto kriviek na stranach tejto
trojuholnikovej schémy.

NajcastejSie saa=%, potom je krivka rozdelend do dvoch oblukov v paetrickom

strede ( vo v3eobecnosti dva obliky nemaji rovndidku). Metédu subdivision moZno
zopakovd. Kazdé dva noveé riadiace polygony sa prerozddliato kroky mozno opakova
Tubovd’ny patet krat v zavislosti od toha@j prerozdéujeme krivku preto, aby sme ziskali viac
riadiacich bodov alebo aby sme ziskali dostatololvaproximujucich body na krivke.

Vysledna postupndsriadiacich polygénov v zavere konverguje ku krivkenvergencia
je rychla). Na zachytenie tvaru“ krivky su potr&bmpri rovinnej krivke dve prerozdelenia
a v priestore tri prerozdelenia.

V druhom pripade uka@ime prerozdiovaci proces, k& segmenty krivky su dostatoe
malé resp. ktka najvasej strany lomenagjiary je mensia ako dopredu zvolen# O .

D. ZvySovanie stupia — degree elevatiorf Farin )

PouZiva sa na jemné doladenie tvaru krivky, kpmteebuje viac riadiacich bodov. Teda
potrebujeme pridariadiaci bod do riadiaceho polygonu bez zmenyuvaivky. RieSime to
zvySenim stuga krivky o 1.

1) —
v =v,
(1) _ | | -
V= V., +]1- VvV, i=1,..n
n+1 n+1
1 =
Vn+1_Vn

E. Metdda dopredného diferencovanig Salomon )



