Plochy generované triedami geometrickych transforméii
Matematické reprezentacie ploch

Implicitné vyjadrenieplochy @ :

F(xy,2)=0,
kde premenng, y, z sa interpretuju ako suradnice bodu plochy. Tatmica umo#uje zistt’,
¢i bod A=[XA, yA,zA} je bodom plochy.

Explicitné vyjadrenieplochy @
z=f(xy)
Pod’a ktorého utime hodnotw bodu plochy® zo suradnig, y .

Parametrické vyjadreni@lochy @ je ukené pomocou bodovej funkcie dvoch premennych
u, Vv ( premennél, v nazyvame tieal, v parametre plochy) :

x=x(u,v)

y=y(uv), uyvOuxVv

z=2z(u,v)
Plocha je sUvisla podmnoZingg O E® , ktord je hladkym obrazom oblas® 0 R?,
Q=UxV kdeU =(a,b) aV =(c,d) suciselné intervaly.

Funkciex(u,v),y(u,v),z(u,v) nazyvameparametrické rovnice plochy

A7

-u=u,0U,:

X=X(Uy, V), Y=Y(U,,V), z=2zU,,v), u=u,vOV.
v —diara plochy. V dalSom texte pouzijem&stejSie rovnice:
X=X(V), y=y(), z=z(v), vOV.

-v=yv, 0V
X=X(Uu,v,), y=yU,v,), z=zUu,v,), udU v=v,.
u - ¢iara plochy, zapis:

X=x(u), y=y(), z=z(u), uU.



Tento pristup v opise pléch zGZzime na technické&lpy, ktoré su vytvorené aplikaciou
vybranej triedy geometrickej transformacie. Zammeasa na parametrické vyjadrenie
vytvorenych pléch.

Rota¢né plochy

Synteticky pristup

Dana jeciara «, priamkao, pricom ¢iara k nelezi v rovine kolmej na priamku Plocha@
vytvorena rotacioliary « okolo priamkyo o uhol VD<0,277> sa nazyvaotac¢na plochg

priamka o os rotacieaciara k tvoriaca ¢iara plochy. Kazdy bod Allociary x vytvori
rovnobezkovu kruZnicuktora lezi v rovine kolmej na priamku

OS rOtACI@-—mrrrmreressreeee

Tvoriaca

clare __Rovnobezkova

kruznice

Analyticka metdda

Nech Oxyz je pravouhly trojhran v priestor&® aos rotacieoje totoZna so
suradnicovou osom Ciara je u -krivka t.j. ma parametrické vyjadrenie

X = X(u) y=y(@) z=z\y ) ulJu .
Rotéacia okolo osz o uhol vD(O, 277} je vlastne triedou rotacii a m-otocenia okolo
suradnicovej osz 0 uhol t.&

costd, sintd, O

-sintd, cosd, O

R, (t8,)= ’ ’

0 0 1

0

0 t0(0,d
0 0 1



t.j. polozimev = t.4, a mdZeme zapisanalytické vyjadrenie rotaej plochy v homogénnych
suradniciach:
cosv siv 0

-sinv cosy O
0 0 1 0
0 0 0 1

(xuv) yuyv) zuyv) )=(x@) yu) zw) I

udu, vO(0,27).
Teda parametrické rovnice roténej plochysu:
x(u,v) = x(u)cosv-y (1 )sirv
y(u,v) = x(u)sinv+yUu)coss
z(u,v) = z(u) , kdeu OU , vO(0, 277).

Sié ¢iar na roténej ploche tvoriau - ¢iary, ktoré su zhodné s tvoriacoiarou « ( t.j.
u -¢iary nemenia tvar len polohu v priestore ¥y &iary, ktoré su rovnobezkové kruznice
leziace v rovinach kolmych na os rotace Kazdym bodonP rotainej plochy prechadza
prave jednai -iara K~ av -&iara je rovnobezkova kruzni¢a Pri grafickej ilustracii ploch st
vykreslené sustawy-, v- ¢iar. Problém viditénosti pri vykre$ovaniciar nie je zaradeny.

Klasifikacia rot&nych pléch poth tvoriacegiary
Priamkové rota@né plochy

Tvoriacaciarax je priamka p Pod’a vzdjomnej polohy priamky a osio dostaneme plochy:
* p, 0 su rovnobeZkyota¢na valcova plocha

* p, 0 su r6znobezkyotacna kuzd’ova plocha

* p, 0 sU mimobezkyednodielny hyperboloid



Priklad : Nech priamkp = AB, kdeA(a,0,0)B(0,0,b). NapiSte parametrické rovnice oty
plochy pre tvoriaciiaru priamkup.
RieSenie: Parametrické vyjadrenie tvoriacegiary:
x(uy=a(l-u),yu)=0, zu)=bu, az0bulR
Parametrické rovnice plochy(u,v) =a(l-u)cosy
y(u,v) =a(l-u)sinv
zuYyrbu az0bulRvI(0,2m)

Ak u D(O,]} , tak tvoriac&iara je Usé&ka AB a plocha je rotany kuzd& napr. prea= 2, b = 4.

Cyklické rota’né plochy

Tvoriaca ¢iara x je kruznica so stredom v bod®a polomeromr, ktora lezi v rovine
incidujucej s osou rotacie. Na zaklade vzajomnélpptvoriacej kruznice a osi urcime:

» S0 o: gul’ova plocha

» SOo: anuloid




Priklad : Nech kruznica ma parametrické rovnice :
x(u) =rcosu+a,y(u)=0, z(u)=rsinu, ud(0,2m) a> 0.
Parametrické rovnice anuloidu:
X(u,v) =(r cosu+a)coy
y(u,v) =(r sinu+a)sinv
z(u,v) =rsinu ul(0,2m) vO(0, 277)
Napr. prer = 1j,a=2;r=1,a=0.5

* kruznicak nelezi v priemerovej rovingloboid
Kvadratické rot@&né plochy

Tvoriacaciarax je regularna kuzeseka a podla typu kuzéoseky vznikne roténé plocha:

* elipsa rota¢ny elipsoid

* parabola rota¢ny paraboloid

* hyperbola rota¢ny hyperboloid 1-dielnyos rotacie je totoZzna s Vi&Sou osou hyperboly)

* hyperbola rota¢ny hyperboloid 2-dielnyos rotacie je totozna s hlavnou osou hyperboly)
0




hz=0

Priklad : Parametrické rovnice- krivky, incidujicej so suradnicovou rovingm:
» elipsa: x(u) =acosu,y (1)= 0z ¢ =b siu ud( 0,2)

2
« parabola :x(u) = u, y(u) =0,z(u)= b% u(-a,a)
2

« parabola :x(u) =u, y(u) = 0,z(u)= b(l—% Jud(-a a)

* hyperbola :x(u) :i,y(u):O,z(u):btaru uD(—l—T Ej ab# (
cosu 4 4

* hyperbola :x(u) =btanu,y (1)= 0,z ( )=i UD(—I—T I—Tj ab# (
cosu 2 2

Napr.« parabola :x(u) =u, y(u) =0,zu)= 3(1-u?)/4u0( 0,1

* hyperbola :x(u) :i,y(u) =0,z(u)=1taru uD(— 1.3,1.>E
cosu



VSeobecné roiné plochy

Tvoriacaciarak je funkciou parametr, t.j. pozname parametrické rovnice tvoriasiajy:
y=ya)

X = x(u)

z=z ) uJu

Priklady: uvedené su parametrické rovnice tvorigiegy a rot&nej plochy:

Ruza

x(u) =2*sin(3*u)*cos(u)
y(u)=0
z(u) = 2*sin(3*u)*sin(u)
u0(0, 277)

ZA

v

x(u,v) =a.sinbu.cosl .cos
y(u,v) =a.sinbu.cosl .siw,
z(u,v) =a.sinbu.sinu
a,b0OR,u,v(0,2m)
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v) =cosu coy—( sim-u) sim
y(u,v) =cosu sinv+( sini-u) cos,

Bézierova kubicka krivka

Urcujuci polygon tvoria vrcholy:

V, =[0,-4 v, =[19 V. =[ 3.0 V.=[ 4F x(u,v) =(-2u% + %+ &) coy
x(u) =—2*ur3+3*ur2+3*u y(uv) =(-20° + 2+ ) siv
y(u)=0

z(u,v)

250° — 420° + 21~ 4
z(u) =25*u"3-42*un2+ 27*u- 4

u(0,1)
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Skrutkové plochy

Synteticky pristup

Dana jeciara k, priamkao, pricom ¢iarak nie je¢ag’ou priamky rovnobeznej s priamkou
Plocha®@ vytvorena skrutkovym pohybosiiary x vzh'adom na priamko sa nazyva
skrutkova plocha Priamkuo nazyvameos skrutkového pohyba ¢iaru x tvoriacadiara
plochy. Kazdy bod Ao ¢iary « vytvori skrutkovicu

Os skrutkového 0

Skrutkovica

Tvoriaca

diare

V tomto texte pracujeme so skrutkovicou, pre kjerakrutkovy pohyb weny zloZzenim
triedy otaeni okolo osb a triedy posunuti rovhobezne s osouetna .

Analyticka metoda
NechOxyz je pravouhly trojhran v priestof a os skrutkového pohymmije totoZna so
suradnicovou osom Ciarax je u -krivka s parametrickym vyjadrenim :
X = X(u) y=y@) z=z\y ) udu .
Trieda skrutkového pohybu s osou na suradnicovej 0s
costd, sintd, O

-sintgd, cosd, O
t0(0,d
0 0 1 0

0 0 tn 1

SR, (t.6,) =

Pre tato véibu parametraje ueny jeden zavit skrutkovice. Polozme t.6, , potom
analytické vyjadrenie rotaej plochy v homogénnych saradniciach:
cosv. siv O

-sinv cosy O
0 0 1 O
0 O pv 1
uOU , vO(-w,), p- parameter skrutkového pohybpJR, p> 0, n — vy3ka zavitu

(x(u,v) yuyv) zuyv) J=(x@u) yw) ze) I

skrutkového pohybu jelzkou posunutia prislichajiceho &aiu o uhol 2rt.j. n=27p.



Parametrické rovnice skrutkovej plochy
x(u,v) = x(u)cosv-y (1 )sinv
y(u,v) = x(u)sinv+yu)coss
z(u,v) = z(u)+ pv , kdeu OU , v0(0,277), p>0 .
Siet’ ¢iar na skrutkovej ploche tvoria-ciary, ktoré su zhodné s tvoriacéiarou x , v -¢iary,
st skrutkovice. Ak parameter(1(0,2m), tak je uteny jeden zavit skrutkovice ateda aj

skrutkovej plochy. P&et zavitov skrutkovej plochy saduje zadanim z intervalu parametra
vO(~e,)t.j. st to nasobky interva(0,277) . Pri grafickej ilustracii skrutkovej plochy s
vykred’'ované sustavy -Ciar av -¢iar.

Klasifikacia skrutkovych pléch pdid tvoriacegiary

Priamkové skrutkové plochy

Tvoriacaciarax je priamka p Pod’a vzdjomnej polohy priamky a osio dostaneme plochy:
* p, 0 sU mimobezkyotvorena skrutkova plocha

* p, 0 su r6znobeZzkyuzavreta skrutkova plocha

* p, 0 su kolmé priamkyortogonalna skrutkova plocha

* p, 0 nie su kolmé priamkyklinogonalna skrutkova plocha

Teda mézeme it priamkoveé skrutkové plochy
* otvorené ortogonalne
» otvorené klinogonalne
 uzavreté ortogonalne
* uzavreté klinogonélne

otvorena ortogonalna uzavreta kiogonalna

Vyuzitie priamkovych skrutkovych ploch je v stavédine .

Priklad : NapiSte parametrické rovnice uzavretgjgomalnej skrutkovej plochy.



RieSenie: Priamkp, o su r6znobeZzky a su kolmé. Napr. prianpka AB, A(a,0,0)B(b,0,0).
Parametrické vyjadrenie tvoriaagjciary:
x(u) =a-bu,y(u)=0, z(u)=0, ud(0,1)
Parametrické rovnice plochy(u,v) = (a—bu) cosv
y(u,v) = (a—bu)sinv
z(u,v) = pv ul(0,1) vO(~o,)

Napr.a=5, b= 0 vO(0,47):

Cyklické skrutkové plochy

Tvoriacaciara je kruznica. Na zaklade vzajomnej polohy tvoriacej kruZniceseo urcime:
« tvoriaca kruznica leZi v rovine kolmej na os skawého pohybuvinuty sipik

* tvoriaca kruznica lezi v rovine incidujicej s oskuutkového pohybiplocha pletenca
Tieto cyklické skrutkové plochy sa pouZzivaju najwarchitektlire ako ozdobny prvok.

V stavebnictve sa pouzivaju piiaboch na dopravu r6zneho materialu alebo ako kleaky
tocitym schodigom.

Priklad : Nech kruZnica ma parametrické rovnice

x(u) =rcosu+a,y(u) =0, z(u)=rsinu, u(0, 27).
Parametrické rovnice cyklickej skrutkovej plochy:

X(u,v) =(r cosu+a)coy

y(u,v) = (r cosu+a)sirv

z(u,v) =rsinu+ pv, ul(0,2m),vO(~w,)

Napr.a=2j,r=1j, v(0,4m):



VSeobecné skrutkové plochy

Tvoriacaciarax je krivka v rovine alebo v priestore, §mm pozname jej parametrické
rovnice:

x = x(u) y=ya@) z=zy) ubU
Parametrické rovnice skrutkovej plochy :

X(u,v) = x(u)cosv-y (1)sinv
y(u,v) = x(u)sinv+yUu)coss
z(u,v) = z(u)+ pv , kdeu OU , v0(0,277), p>0 .
Napr. Tvoriacaiarax : x(u) =u y(@)=0 zU ¥ sin u(0, 2m)




Translaéné plochy

Synteticky pristup

Dané sudiary ',k so spolénym bodonV, ktoré neleZia v jednej rovine. Nedh #V je
Pubovd’ny bodgiary « , potom existuje posunutie:V — M . Pri translaciir saciara’«
posunie daiary 'k . Ak za bod M volime postupne bodiary 2«, takdiary ‘™ vytvoria
plochu, ktori nazyvamgansla‘na plocha.

Vv

Ak vymenimesiary ', 2% navzajom, teda postvansiaru’« pociare'x, dostaneme tu isti
plochu. Na ploche dfme dve sUstav§iar, ktoré st zhodné&arou’«, resp 2k . Ciary *«, *«
nazyvamevoriacediary transl&nej plochy.

Analyticka metdda
NechOxyz je pravouhly trojhran v priestofe’. Nechéiara’« je u -krivka s parametrickym
vyjadrenim:x = *x(u), y= 'y@), z= z(@),u0U aciara’« jev—krivka
s parametrickym vyjadrenink = ?x(v), y= ?y{), z= z¢),vOV.BodV(x’,y",z)je
spolainym bodom obochiar t.j. pre konkrétnu hodnotu parametrgw plati :

X' = ()= 2x(v) y' = tyu) = *yv) 2’ = 'z(u) = *z(v)
Transl&nu plochu wime pomocouwiary ‘&, na ktor aplikujeme triedu translacii. Tato
trieda translacif je @enaciarou’« a bodomv, presnejsie vektorom

VM =M -V :(Zx(v)—x",zy(v)—yV,zz(v)—zV)



Trieda translacii

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
x(W-x' fyw) -y fz(v)-z2' 1

Analytické vyjadrenie transtaej plochy v homogénnych suradniciach:

1 0 0 0

0 1 0 0

(x(u,v) y(u,v) z(u,v) 1):(1x(u) yu) 'z) ]) 0 0 L 0
X)) -x Cy(v) -y’ fz(v)-z' 1

Parametrické rovnice transkinej plochy:
x(u,v) = xu)+ *x(v)-x"

y(u,v) = ty)+ *y@)-y"
z(u,v) = 'z(u)+ *z(v)-z', u0uU,vOV
SUstavau -¢iar resp.v -¢iar na translénej ploche st zhodn#ary s tvoriacousiarou *«; resp.

%k

Typy translgnych ploch

» Ak jedna tvoriac&iara je priamka, tak valcové plochy su tratisia

* Cyklicka skrutkovu plochu méZzeme vySetréwako translénu plochu.

« Ak suciary 'k, °« kuze'oseky, nazyvame k nim odpovedajlicu traisia plochu
kuzé¢oseko- kuzdose&kova plocha. Pd typu kuzéoseky sa nazvy transtaych pléch
upresiuju:

* kruznicovo — kruznicova

* kruznicovo — parabolicka

* parabolicko — parabolicka
Pri parabolicko — parabolickej ploche mbéZeme vygeva’ viac znamych transtaych pléch.
Ich konStrukcia je ilustrovand v priklade.

Priklad: Nechsiara'« je parabola v stradnicovej rovire:
*X(u) =u, 'y(u)=0, ‘zl)=ku? ud(-a a)
A &iara’k je parabola v stradnicovej rovige:
x(v) =0, 2y(v)=v, ’z)=Iv>vO(-b b)
BodV =1k n 2k ma stradnice (0,0,0).
Parametrické rovnice transteej plochy :
x(u,v) =u
y(u,v) =v
z(u,v) = ku? +Iv?,u0(-a,a) , vO(-b,b).
Typ transl&nej plochy bude weny hodnotami koeficientok; | t.j. &i paraboly'x, %« leZia
v tom istom polpriestore alebo v a@jpg/ch polpriestoroch ohratenych stradnicovou rovinou

Xy
» k=1 :rota¢ny paraboloid( transl&na plocha)



* k#1, sgnk = sgnl : elipticky paraboloid
e k=0, # 0 : parabolicky valec
* k>0, <0 :hyperbolicky paraboloid

Napr.k= 1,1 =1, ud(-1,3) vO(-13
k=0,1=1,ud(-11) vO(-1
k=1,1=-1, ud(-1,1) vO(-1,




