Aproximac¢né splajnoveé krivky

ZLOZENE BEZIEROVE KRIVKY

Opis krivky zlozZitého tvaru (s Vkym pastom riadiacich bodov) si vyZaduje Bezierovu
krivku vysokého stujpa, ¢o je nevyhodné najma z numerickych dévodov a naweso
jednoduchy Bezierov oblik nedgp poZiadavky “dobrej” aproximacie riadiaceho polygd
RieSenim m6zu byzlozené Bezierove krivky, ktoré su vytvorené zgrsentov jednoduchych

Bezierovych oblukov, v naSom pripade Bezierovychikupri spineni podmienok ich hladkého
spojenia — “zositia”.

Nech °S je segment Bezierovej krivky 3° s riadiacimi badtv,,°V,,°V,,%V .:

°s: %)= > B,(t)°V, t0{0,3.
Ulohou je na tato krivkdS  hladko napoji inG Bezierovu krivku 3°:
's: ) =Y B(t)*V, t0{0,3
ktorej riadiace body budtv,,'V,,'V,,'V .. Tieto riadiace bodyV,,'V,,'V,,V , vy&islime a to
na zaklade podmienaleometrickej spojitost:
(1°) geometricka spojitd. raduG’-spojitost’ (polohova spojitad:
'0(0) =’b(1) = Vo=%s
(2°) geometricka spojitdsl.raduG*-spojitost’ (dotyénicova spojitos):
b0) =A% (1),8L>0 = Vi=%3+B1(V5-Vy)
Bod 'V, je bodom priamky’V%V; .
(3°) geometricka spojitd2.raduG>-spoijitost’ (krivostova spojitos):
' (0)=41"% (1) +R% (1) -

W, =A120V; + (281281 -%/32 PV, + (14281412 +§/32 )9V

Riadiaci botV/; je ukeny pomocou bodo¥V,,°V,,°V ..
Teda pri zabezgeni geometrickej spojitosti 2.radu zostava naiibagedného riadiaceho bodu
a to'V pre napajany Bezierov segméntt).

Je pravda, Zze moznbgol'by parametro\sl, 52 ponuka modelovakrivku najma v okoli
napojenia dvoch segmentov. Pri praktickych apli&écisa siaha k “tvrdSej” poziadavke a tou je
parametricka spojitost' t.j. f1=1,52=0.

(1°°) parametricka spojitdL. raduC’-spojitost’ :
b0)="%@1) < Vo=%;
(2°°) parametricka spojitésl.raduC*-spojitost’ :
, : 1
D(0)="D(1) « Vi=N3+(N3-W;) = WV;3= 5(1V1+0V2)
Bod °V; je stred tsiky V'V, .
(3°9) parg}metrick@ spojitd.raduC?-spojitost’ :
v 0)=% (1) = V2="Vi+4(%V5-%V;)

Riadiaci bot/, leZi na priamke prechadzajiicej boddm a rovnobeZnej
s priamkoty,°Vs.



CIASTKOVY BEZIEROV SPLAJN
SPLAJN POCASTIACH BEZIEROV

Teraz k& pozndme postup ¥islovania vrcholov riadiacich polygonov pre Bezierove
krivky 3°, mdzeme prejsk splajnom, ktoré budu vytvorené zo segmentov &exiych kubik.

Splajnova krivkaS= Su) je spojity obraz systému intervalov definovanypdstupnotou
U< U<.. < u_ do priestoruE( E* E®) taky, Ze kazdy z intervaloyu,u,,), i = 0,1,..L-1, sa
zobrazi na Bezierovu krivku 3°.

Prvky postupnosy ui}iL:0 st uzly a kazdej hodnotei 0{u,,u, ) prislicha bod u) na
splajne. Parametersa nazyva globalny paramet@&krem globalneho parametra mozno $04)
opisa aj pomocou lokalneho paramettal(0,1) t.j. ku kazdémw O(u;,u,,) existujet 1{0,1),

u-u _u-u

ktory ziskamet =
U~ A

Naopak, ak pracujeme len s niektorym jeho segmenédnje vyhodnejSie pracota lokalnym
parametrom. Budeme pouzivaznaenies(u) ="' g(t).
Lokéalne suradnice su vyhodné pri derivaciach:

1. derivacia ds(u) _dsdt_ 1 ds ) =i‘s’(t)
du dt du A dt A
oods(u)_ 1.,
2. deriva = (=) 't
erivacia a (A.) S'(t)

Bodys(uis1) =' s(1) ="' g0), i=0,..L-2 , sa nazyvaju_spojovacie bodsratko spojena

Bezierovom splajne.

Suhrn Bezierovych riadiacich polygonov vSetkychnsegtov sa nazyvéastkovy Bezierov
olygon.

Teraz bude ulohou &it’ — vypaiitat’ vrcholy riadiacich polygénov pre kazdy segment tak
aby v spojoch boli splnené poziadavky na spdjitgslednej krivky — splajnu.

Nech su dané dve Bezierove kubiky:
°S %(u) ="b (VoV1V2Va), ul{u,u,)
'S: () =" (VaVaVs Ve), ul(u,u,), U< i< Uy
C® —spojitos”:
krivkas(u) =°S O 'S, ub(u,,u,), je v bodeu= u; C°-spojita =
()|, =S|y, = SO =TSO | = Va=Va
C! —spojitost’:
krivkas(u) =°S 0 'S, u0(uy,u,), je v bodeu= uy C*'-spojita =




d’su)| _d'su)

du "™ du

1 1
uy A—OOS’(t)L:l :leé(t”t:o <

1 1 A A
= —3(V,-V,)=—3V,-V,)=V, = LV, + 0
A, (Vs-V,) A, V,-Vy,) 3 A, +A, 2 A +A,

Tato vlastnog mdZeme interpretovageometricky : riadiace body, V3 V4, musia by kolinearne

V,.

a musi plati deliaci pomerratio(V, V3 V;;)z%. (Ak A, =A, =1, tak bodV; je stred usEky
1

VAVAY
C? -spojitost’:

krivkas(u) =°S O 'S, u0{u,,u,), je v bodeu= u; C*-spojita (C* +spojitos’ 2.derivacie)
spojitos’ 2.derivacie

d?°s(u) _ d*s(u)

du? |*™" du?

1., 1 ,

S GBS T W
0 1

Po algebrickych apravach dostaneme:
A A, +A A, +A A

1 " 1 ,
u=u, < (A_O)ZOS (t)|t=l = (A_l) Zlg (t)|t=0

=LV, + LV, = v, =V X
AO 1 Ao 2 Al 4 Al 5 ( )
Kazda strana vyjadrenia (X)duje bod. Préavu stranu je to boD. a pravu stranD. t.j.:
D = _ﬁ\/1 .|rM\/2 a D, :MV4 _ﬁ\/5 (XX)
A0 AO A1 Al

Podmienka parametrickej spojitosti 2.radu pozZathtgZznos bodov D. = D., ktory nazvemé®
a Upravou (XX) dostaneme

V, = A, Vit Lo
A0 +Al AO +A1

DaVv,= = D+ &,

\ = V.
AO-l_Al AO+Al

Navyse platia deliace pomematio(V; V, D) =ratio(DV4 V5s) :%.
1

Teda krivkas(u) =°S O 'S je v bodeu= u; C*-spojitda = ak je

1.G-spojita = V2 V3 V4sU kolinearne aatio(V, V3 V) :%

1
2. existuje bob tak, Ze platiratio(V1 V, D) =ratio(DV4 Vs) :%.
1

Vy¢isovacie algoritmy

* Najskér k zadanej postupnosti bodowinre riadiace body pre Bezierove segmentylpod
poziadaviek na rad spojitosti, ktoré ogime V,,....V, .

» Néasledne kazdy segment Bezierovej kubikyeay Stvoricou riadiacich bodov je &igleny
Casteljau algoritmom (podrobnejSie spracované vnéa).



B-SPLAJNOVE KRIVKY
C>-SPLAJN APROXIMACNY

Pri B-splajnovych krivkach sa konstruuju dadlexibilnejSie, paastiach polynomické
funkcie, nazyvané B-splajnové funkcie: ,B“-basidisp. Je zndme, Ze prvy pracoval s B-
splajnovymi funkciamLobacevskij (19.stor). V roku 194&choenbergvyuzil B-splajnové
funkcie k vyhladzovaniu Statistickych Udajov a @dfsival moderna tedriu aproximacie
splajnami. Vyznamnou osobrtasl v teérii B-splajnov bdRiesenfelda praktikomCarl de
Boor (1972).

B-splajnova krivka je aproxintaa krivka vzifadom na riadiaci polygon. NavysSe okrem

riadiacich bodov sa pracuje aj s uzlami, ktoré pafiidodatéoné modifikacie tvaru krivky.

Kubicka B-splajnova krivka

Na uvod o B-splajnovych krivkach sa zameriame avagkukciu B-splajnovych
kubickych kriviek aplikaciou poziadaviek na spofitev spoji dvoch segmentov. Zakladny
pristup konStrukcie B-splajnovej krivky ignorujelyizneskér opiSeme konstrukciu uzlov a ich
vplyv pri modelovani B-splajnovej krivky.

NechV,,V,, ... V, je postupnasvrcholov v riadiacom polygéne. Kazdy segment

kubického splajnu je zviazany so Styrmi riadiacbmdmi V,,V,,,.V,,, V., a Styrmi

i+17 7 i+27

zmieSavacimi funkciaml, ,(t)

's(t) = 23: N, ,t)V,, t0{(0,3

i=o
kde N, ,(t)=a, +bt+ct?+dt° j=0,1,2,3, sG polynomy 3°.

Koeficienty a;,b;,c,,d;, j= 0,1,2,3, itime na zaklade poZiadaviek parametrickej spojitosti

3 3

spoji segmentovs(t) = >° N, ;(t)V,,; a™st) = > N, )V, .,
i= 0 =0

« parametricka spojitd<C -spoijitost’ :

"s0) = (1) t.j. Z N, ;O\, = Z N, )V,

« parametricka spojitd'sC*-spojitost’ :



f ' i ' . 3 ] 3 ]
"S0)= s@ti DN, ; OV, ,n= D N, J @V,
j=0 ji=0
« parametricka spojitd<C>-spojitost’ :
. " . " . 3 " 3 n
SO = s@ti. DN OV, .= DN @V,
j=0 j= 0

Z tychto podmienok ziskame 15 rovnic pre 16 nezménay,b,,c,,d,, j= 0,1,2,3. Vieme, Zety

3
segment 's(t) = Z N,;({t)V,, je zapisany ako kombinacia bodov a funkcii, preé&imusi
j=0

platit
* rozklad jednotky:Z?:O N; 5(t) =1, ¢im ziskame 16. rovnicu.
RieSenim su koeficienty,,b;,c;,d,, j= 0,1,2,3:

[ To 1/6 b0= -1/2 Co—= 1/2 doz -1/6; a = 213 b]_: 0 c=-1 d1= 1/2
ap= 1/6 b2= 1/2 Co= 1/2 d2: -1/2; az=0 b3: 0 =0 d3= 1/6.

ZmieSavacie funkcie,(t) = %(1— I+3°-t%) N, (t) = %(4— 6>+ 3°%)

1 1
Na) =g @3+ 3 -3) Ny =2t

Ich zapis v monomialnej baze:

1 4 1 O
[N Ni® No) Nogo]=[2 t € tﬂ% _33 _06 2 8.
-1 3 -3 1
K maticovému vyjadreniu B-splajnovej krivky pouiije zapis:
1 4 1 0V
s=[1t tS]1 303 O Vir | 1 Mas Ges

6|3 -6 3 oV,
-1 3 -3 1f|Vv,,

Kde maticaVigs je maticou koeficientov B-splajnovej krivky 3°.
. 3
Vlastnosti segmentu's(t) = > N, (t)V,,, t0(0,d
j=0

» Krajné body segmentu




. - +V.
zatiatok: 's(0) :% (V +4V_ +V_)=V, +1+f'1a (V'—ZVHZ—VM) aje antiazisko

trojuholnika;Wi.1 Vis2

1 Vi *Vis

koniec: 's(1)= V., +§( 1 5 -V,,,) aje antiazisko trojuholnika M1 Vis2 Viss,

. N 3 N
« Vektor 1.derivacie segmentis (t) :z N;3) Viy
j

zatiatok: 's'(0) =%(\/i+2 ~V,) a je rovnobezny so spojnicou bodw .,
1

koniec 's'(1)==(V,

2 |+3_V

i+1) a je rovnobezny so spojnicou bodwy,,V,,,.
. 3 "
» Vektor 2.derivacie segmentls’(t) = N, 5(t) Vi,
j
zatiatok: 's"(0)=(V, -2V, +V,,,) =(V, -V..) +(V..,~V..,) vysledkom je rovnobeznik
Vi ViiVis2 V, ktorého uhloprigky sa rozpduju a teda vektor 2.derivacie ma umiestnenie
ako vektoVi+1 Vi , Vu stredV; Vi

koniec's"(1) =(V,, = 2V, +V,,3) = (Vi1 = Vi) (V. 5~V .. ) vysledkom je rovnobeznik
Vi:Vi:2Vi:aW, ktorého uhloprigky sa rozpduju a vektor 2.derivacie ma umiestnenie ako
vektorViso Vn , Vi stredVii1Viss



