PODMIENKY SPOJITOSTI SPLAJNOVYCH KRIVIEK

Pri projektovaninavrhovani) objektov sa splajnom rozumie Sablooaybny prat, ktory
sa pouzival konstruktérmi na vykfesanie hladkych kriviek prechadzajucich zadanou fimau
bodov v rovine ¢i priestore.

Pri matematickonopise takejto hladkej krivky sa vyuZigeastkova polynomicka krivka
3° (kubika), ktor& méa v spojoch ateda v3ade dpojitvi adruh(i derivaciuCiastkova
polynomicka krivka sa skladd zo segmentov — jedobyich oblukov, ktoré v spojovacich
bodoch sfhaju ukité dopredu predpisané podmienky na hladksojitos’). Existuje mnoho
splajnovych kriviek, ktoré sa liSia v zavislosti pduzitych polynémov (blending functions)
atypu podmienok poloZzenych na hkam@ body jednotlivych segmentov. Tieto podmienky
zavisia od charakteru aplikacii, pri ktorych saXivgju.

Medzi hlavné oblasti vyuZitia splajnovych kriviglpotitacovej grafike patri:

1. navrhovanie krivieks moznogou lokalnej modifikacie

2. digitalizacia kresielpre potreby ich ulozenia

3. opis animénych dradhobjektov a kamier.
Typické CAD-aplikacie splajnov: navrhy karoseérii t@umobilov, trupov lietadiel a lodi,
automatické vyrezavanie dielcov aich ukladaniezrfniestovanie) za telom efektivheho
vyuZitia materialu.

V suvislosti s navrhovanim splajnovych krivieksgeetavame s ulohami dvojakého typu.
Ak mame zostroji- vymodelov@ krivku uritého stupa prechadzajucu danymi bodmi, tak
hovorime, Ze mame rigSinterpol&nu Ulohu. O aproximé&nej ulohe hovorime vtedy, ké&
chceme zostragji krivku prechadzajucu v ,neVkej* vzdialenosti od vSetkych zadanych bodov.
Pri rieSeni Ulohy jedného typiasto hovorime, Ze mame za Ulohu vymodelduéavku k danym
bodom (uéend danymi bodmi).

Z matematického Iladiska sa interpotaé Ulohy rieSia jednoduchSie ako aproxtmé
Z hradiska aplikacie maju aproxira Ulohy (resp. ich rieSenia) & vyznam, pretoZze pojem
Jpresnych* hodnbt je zrdznych doévodov iluzérny.i Ryproximanych udlohach je istym
problémom vyber kritéria charakterizujiceho kvafiubliZzenia. Preto s&asto voli kompromis
medzi tym,¢o sa intuitivne zda byZelaténym atym,co je redlne z numerickéhd’ddiska.
Akymsi kompromisnym rieSenim pri rozhodovani sa peglnu z uvedenych metdd je
konstruovanie kriviek k zadanej postupnosti tzadiacich bodov (control point&rivky, ktoré
sa volia tak, aby lomendara vytvorena ich postupnym pospajanim tzv. rieidi@lygon (control
polygon)alebo_riadiaci graf (control graphpla tvarovou aproximaciosavrhovanej krivky.

Zadané riadiace body su ,pospajatigstkovou polynomickou krivkou jednym
z nasledujacich dvoch spésobov.



1. krivka prechadz&azdym zadanym riadiacim bodom t.j. vSetky riadibody leZia na
vytvaranej krivke, takato krivka sa nazyva integgoh (interpola¢ny splajn).

2. krivka neprechadzeSetkymi riadiacimi bodmi (Specialne ziadnym)v§etky riadiace
body nemusia le¥ana vytvaranej krivke, a krivka hladko sleduje tvadiaceho
polygonu; vtedy sa krivka nazyva aproxitna (aproximaény splajn) .

NajcastejSie pouzitie kriviek oboch typov:
interpola&né digitalizacia kresieb, opis drahy animovanycheébpv
aproxima&né ako dizajnové nastroje na opis povrchov konstamgeh objektov.

Proces navrhovarnia

Splajnova krivka sa definuje, modifikuje a manigal prostrednictvom operécii na jej
riadiacich bodoch. Po interaktivnejlilo@ polohy riadiacich bodov v sulade s predstavauh@a
o tvare krivky, navrhar pomocou polynomického opgkonstruuje z nich vychodziu krivku,
ktord aj zobrazi. Ak nie je s jej tvarom spokojrgmenou polohy niektorych, pripadne aj
vSetkych riadiacich bodov zrekonStruuje povodnyr teauvedie ho do suladu so svojou
predstavou (wW&inou cez lokalne modifikacie). NavySe krivku pomoc geometrickych
transformacii (posunutie, rotacia, Skalovanie a) papmlikovanych na riadiace body rozmerovo
upravi a premiestni do pozadovanej polohy.

VacsSina splajnovych kriviek, ktoré sa pouzivaju v getmeckom modelovani je navrhnuta
tak, aby sa krivka nachadzala v konvexnom olsalgjich riadiacich bodov ( ide o najmenSiu
konvexnu mnozinu, ktord ich obsahuje; prakticka poka — guma ,natiahnuta“ na vrcholy).
Splajnové krivky, ktoré maju tato vlastnosladko sleduju riadiaci polygén krivky bez
neziaducich oscilacii. Tato vlastwoge tiez uzit@énd v aplikaciach suavisiacich s orezavanim
oblasti. Existuju viak aplikacie, v ktorych tat@sthog nie je Ziaduca, lebo vedia vydanapr.
vyskyt nepredvidanych sliek a inych netypickych tvarov.

Najskdr sme sa zaoberali jednoduchymi krivkami dngduchymi obldkmi tzv.
polynomickymi krivkami (Hermit, Bezier) a teraz 8pme postup pre denie splajnovych
kriviek vytvorenych zo segmentov jednoduchych oblfkktoré v spojovacich bodochisgju
ur¢ité dopredu predpisané podmienky na hladkesspojitos (Hermitov splajn, kardinalny
splajn, Beta-splajn, B-splajn, NURBS-splajn).



Pri rieSeni Uloh praxe sa ukazuje, Ze jednodudilékyg Hermitac¢i Beziera nie vzdy
dostaténe spnaju poziadavky (predstavy) navrhara na tvar vysedmivky. Ziskana krivka
mdze dos ,zle" aproximova zadané body riadiaceho polygonuliwe,daleko®).

Ukazuje sa preto vhodnejSie vytubdelu krivku z viacerych segmentov — jednoduchych
oblukov. Préom jednotlivé segmenty maju _rovnaky stiipg. ich zmieSavacie funkcie su
rovnakého stupa. Znamena to, Ze vysledna krivka bude ,zositasegmentov, ale k tomu, aby
bola ,pekna - hladk&" je potrebné z&gadmienky spojitosti v bode spajania dvoch segment

A.Parametricka spojitost’

Na zabezp&enie hladkého prechodu z jedného segmeéiasistkovej polynomickej krivky
na druhy, mbézeme vyuzirézne podmienky spojitosti v spojovacich bodocinsentov. Ak
kazdy segment krivky je opisany bodovou parametridkinkciou tvaru:

'X(u),u €U<u,,,
alebo sustavou parametrickych suradnicovych furtkaiiu:

x= x(u); y=y@); z=z@) ul(y b.),
mozeme parametrickl spojitokrivky zabezpe&it stotoznenim parametrickych derivacii (t.).
derivacii podla parametral funkcie'X(u) resp. vSetkych troch stradnicovych funkef), 'y(u),
'z(u)) kazdych dvoch susediacich krivkovych segmentaehv spol@&nom hraninom bode,
pricom derivaciou rozumieme aj 0-tu derivaciu.

Ak teda predpokladame, Ze:

OX(W,u0{,u) Cx@), *y @), 20); ub(y, 1) )a

EXU), U0V, v) (x), Yy @), z0); ub(v, v)

pricom moze by napr. (V,,v;) =(u,u,), kde up < u; < U, tak, podmienky parametrickej
spojitosti mozno zapigdakto:

1°.parametrickd spojitds0-tého radu, alebo C°-spojitost’, znamena polohovi spoijitds.|.
splnenie podmienok:

(1) *X(w) =" X(vp) resp.’x(u) =" x(vp);° y(uy) =" y(vo); “2(uy) =" 2(v);

2°.parametrickd spojitésl-ho radu , aleboC'-spojitost’, je ekvivalentna spojitosti 0-tej a prvej
derivacie gize splneniu podmienok (1) a tiez nasledujdcich:

(2) ° X" () =" X (vp) resp.”x () =" X (V);” y'(Uy) =" Y (vo);°Z (u) ="Z(vy);

3°.parametrickd_spojitds2-ho radu ,alebo C*-spojitost’, je ekvivalentna spojitosti 0-tej, 1.a
2.derivacie,cize splneniu podmienok (1), (2) a tiez nasledujpogmienky:

(3) OX"(u) = X"(vp) resp.oxX'(u) =t X' (V)0 Y () =1y (vp); 02 (u) =1 2'(v ).

V pripade parametrickej spojitosti 2-ho radu jehtps’ zmeny dotykového vektora
v spoji dvoch segmentov rovnaka. Teda dotga krivky hladko prechadza z jedného segmentu
krivky na druhy. Ale u spojitosti 1.radu rychtogmeny dotykového vektora méze thypa
susednych segmentoch Uplne odlis¢ide vo vSeobecnosti sa tvary dvoch segmentov krivky
mézu v okoli ich spokného bodu vyrazne Ii5i Spojitos’ 1.rddu jecasto postéujluca pre
digitalizaciu kresieb a niektoré dizajnérske aplika zatid ¢o spojitos 2.radu je uZiténa pri
opise animé&nych drah pre pohyb kamery.



B.Geometricka spojitog’

V tomto, trochu nepresne povedané, nevyZadujemagogd derivacii parametrickych
vyjadreni segmentov krivky v spojoch, ale iba iameiinos. Ziskame tym uité tvarovacie
parametre, ktorymi mozno ovplygva’ tvar krivky. PresnejSie:
1°.geometrick& spojit@sO-tého raduresp.G’-spojitost’ je rovnaké ako &spojitos’ krivky t.j.
dva susedné segmenty musia’repolany hranény bod, inymi slovami musi plati1). G=C°.

2°.geometricka spoijitdsl-ho radu aleboG!-spoijitost’, si okrem G-spoijitosti vyZaduje, aby dva
susedné segmenty mali vo svojom spoji Umerné Ydl@d, ¢o je ekvivalentné spojitosti
jednotkového dotykového vektora resp. existenciiol@mej dotgnice vtomto bode.
Matematicka formulacia tejto podmienky je:

0 BLOR, B1>0 : *X'(v,) = B1°X'(u,)

3°.geometrickd _spojitds2-ho raduy aleboG?-spojitost’, si okrem G- a G spojitosti vyzaduije,
aby dva susedné segmenty krivky mali vo svojoma&jpaim bode spojity tzv. vektor krivosti,
v dosledkutoho maju v tomto bode spojitu aj 1.krivp&tora je jeho absolutnou hodnotou.
Matematicka formulacia tejto poZiadavky pre suseskgmenty krivky je:

0 B20R: *X"(v) = 1 °X" )+ 42 °X" ()

kdef1 , /2 sU spominanymi tvarovacimi parametrami.

Ak ozna&ime °X(u) ako'S{) a'X ¢ ) akd™S u , tak mdzeme podmienky geometricke;]
spojitosti pre segment$(u), *'S(u) ilustrova:

's' _S'w i

S _"Su=pIsE) % S (U)=Arsw)
| BE'S'W) / \s' |
|S(U) 4 m m\ﬂs@
() 'S(u) 525 )

Krivka generovana pomocou geometrickej spojitiestios” podobnda krivke generovanej
pomocou parametrickej spojitosti (prillee f1=1 , £2=0 sa dokonca stotoznia), ale vhodnymi
volbamifl , £2 mozno tieto odliSnosti upravaiia




POLYNOMICKA INTERPOLACIA — SPLAJN FUNKCIE

NechnON a (%, Y,),-.., % .Y, ) je postupnas(k+1) bodov v rovineE?, kde
=X, <% <..<X =b. Funkciuy = f(x), xO(a,b), nazveme pdastiach polynomickou

funkciou, PP-funkciou, splajnostupan, na mnozinex, < x, <...<X,, ak plati:
1°f(x)="p(, xO(X X.y)
2 p P (x,0) =" pP(x.)), 1=0,..k= 2= 0,.1—
Body x,,...,X_,, ktoré delia interva(a, b} nak-intervalov sa nazyvaju uzkgeliace body
intervalu). Body(x,, V,), ..., %_; Y., )S@ nazyvaju spojéody spojenia).

Kubické splajnové funkcie: n=3
FO) = "p(x) = 8 + a,(x=%)+ a,(x=%)* + a,(x=%)*, XO(X X, y).
Nech (X, Vo), X Y ) @ a=X%, <X <...<X =b, tj. mamek — intervalov

a potrebujeme it k- polynémov 3°. Kazdy polynom p(x) ma Styri koeficienty
'a,, &, a,, a, a teda potrebujemedir 4k polynomickych koeficientov. Tieto koeficienty
uré¢ime pomocou podmienok 1° a 2°:

1°. prechadka1l bodmi(X,, Y,),-.., % Y, ): k+1 rovnic

2°. spojit@0.,1.a 2.derivacie k-1spojoch: 3-1) rovnic.
Pre & neznamych poznamé+(1)+ 3k-1) = 4-2 podmienok (rovnic). K jednoz&iaému uéeniu
4k neznamych doplnime dve rovnice, ktoré reprezerdug@idophujice podmienky, ktoré sa
zadavaju na krajoch intervadL= xo, b = x¢ a preto ich nazyvame krajné, okrajavéraniné

podmienky.
Varianty zadavania krajnych podmienok:

1.prvé derivacia polynémov:

(%) =0 P (%)=0 clamped (fixovany,zviazany,ukotveny) splajn
2.druhd derivacia polynémov v krajnych uzloch jen# O:
°p"(%)=0, “'p"(x,)=0 prirodzeny(natural, relaxed) splajn

3.rovnos 1. a 2. denvame polynémov v krajnych uzloch:
"P(%) =T P(X), P (%) ="T"P'(x)  cyklicky splajn
4.op&na rovnos 1. a 2. derivacie polynémov v krajnych uzloch:
"P%6) =P (%), P (%) =-"""p"(x) acyklicky splajn
5.rovnos 2. denvacn polynémov v prvych dvoch a posledngebch uzloch:
“p"(%,) =" P (%), P (%) ="""p"(x.) kvadraticka podmienka
6. rovnos 3.derivacie polynomov v druhom a predposlednore:uzl

“p"(x) =" P (%), “P" (%) ="' p"(%_,) podmienka 3.derivacie



