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6. LINEARNE SYSTEMY KRIVIEK

6.1. Priestor rovinnych kriviek. Pripomenme, Ze n-rozmerny projektivny priestor
nad polom k je mnozina jednorozmernych podpriestorov vektorového priestoru k™*1.

Bod @ v P" tak zodpovedd jednorozmernému vektorovému podpriestoru V. Nenulovy
vektor (ag,ai,...,a,) v podpriestore V' potom urcuje homogénne suradnice (ag : a; :
.-+ 1 ay) bodu Q. Rozne vektory podpriestoru V' uréia rézne homogénne sturadnice toho
istého bodu Q.

Vseobecnejsie, (d+ 1)-rozmerny podpriestor k"1 zodpoved4 d-rozmernému podpries-
toru (t.j. d-rozmernej linedrnej variete) v P™.

Lema 6.1. Krivky v P2(k) stupria d tvoria projektivny priestor nad k stupria %d(d +3)

Dékaz. Nech mg, mq,...,mp si vSsetky monémy stupna n v premennych zg, 21 a zo.
Nech F = agmg + aimi + - - - + apmp je krivka v P? stupia d. Pre IubovoIné nenulové
A je potom Aagmg + Aaimy + - - -+ Aapmp té istd krivka. Koeficienty (ag : aq : -+ : ap)
teda predstavuja homogénne siiradnice bodu v D-rozmernom projektivnom priestore.
Ostéava este urcit dimenziu tohto priestoru. Ta bude o 1 mensia nez poc¢et monémov v

20,21 & zo stupna d, ¢o je rovné kombina¢nému ¢islu (df), a teda hladana dimenzia je

D- <d+2>_1: (d+1)(d+2)—2:d(d+3)

2 2 2
O
Priklad 6.2. Priamky v P? tvoria dvojrozmerny projektivny priestor, tzv. dudlnu ro-

vinu: priamka agzg + a1z1 + asze reprezentuje v dudalnej rovine bod s homogénnymi
suradnicami (ag : a1 : az).

Priklad 6.3. Kuzelosecka aooz§+a01 2021 —I—anz% +agozp022+a1221 z2+a22z§ reprezentuje
bod (ago : ap1 : a1 : ap2 : a1z : aze) S-rozmerného projektivneho priestoru; mnozina
vietkych rovinnych kuzeloseciek tvori P°.

6.2. Zvazok kriviek. Nech A = (ap : a1 : -+ : ay), B = (bg : by : --- : by) st body
projektivneho priestoru P". Priamka cez A, B je mnozina

AB = (M +uB | (A: p) € P
Ak A, B reprezentuju krivky v projektivnej rovine, potom body priamky j@ reprezen-
tuju tzv. zvdzok kriviek.
Priklad 6.4. Nech
A=uqagzg+ai1z1 +asza a B =byzg+ biz1 + bazo
su rozne priamky pretinajice sa v bode P = (pg : p1 : p2), t.j.
appo + a1p1 + azpa =0,  bopo + bip1 + bape = 0.

Ich linedrna kombindcia (t.j. v dudlnej rovine bod na priamke AB ) je zjavne tiez priamka
prechadzajica bodom P. Naopak, I[ubovolnd priamka prechadzajica bodom P lezi v
duélnej rovine na priamke AB (vyplyva z poznatkov linedrnej algebry o mnozine rieseni
sustavy homogénnych linedrnych rovnic).

Lema 6.5. Nech A\F + uG je zvizok kriviek v projektivnej rovine. Nech F a G st dve
rozne krivky tohto zvizku. Potom F a G majiu tie isté spolocné body ako F a G.
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Dékaz. Kedze F a G patria zvizku AF + uG, lahko overime, Ze spoloéné body kriviek
F a G lezia aj na krivkdch F a G. Z faktu, ze F' a G urcuju ten isty zvizok ako F a G
potom uz vyplyva tvrdenie lemy. O

Priklad 6.6. Bez toho, aby sme museli previdzat naro¢né vypocty vieme uz lahko urcit,
z akych kriviek pozostava zvizok urceny dvoma kruznicami pretinajicimi sa v dvoch
bodoch, napr.

F = 22441
G = (z—-12+4*-2

Budt to kruznice (lebo ide o kvadratické krivky prechadzajice kruznicovymi bodmi
(0:1:4), (0:1:—4)) prechadzajice bodmi (0,1) a (0, —1).

Priklad 6.7. (Hladanie prieniku dvoch kuZelose¢iek.) Nech F' a G st kuzelosecky v P2
pretinajuce sa v styroch bodoch vo vSeobecnej polohe. Kazdu kuzelosecku vo zvizku
AF + uG moézeme reprezentovat symetrickou maticou. Kuzelosecka bude singularna (t.j.
pozostavajica z dvojice priamok) prave vtedy, ked zodpovedajica matica je singuldrna,
Cize jej determinant je nulovy. Determinant matice kuzelosecky AF 4+ uG je kubicka
forma v premennych A a p. Zvizok AF + uG teda obsahuje tri singuldrne kuzelosecky:
naozaj, existuju tri dvojice priamok prechadzajice danymi Styrmi bodmi.

Priklad 6.8. V Priklade 4.3 sme videli, ze ststredné kruznice sa pretinajui len v kruz-
nicovych bodoch. Skiisme sa teraz na tito situdciu pozriet z hladiska zvéizkov kriviek.

Nech 22 +y? —r? a 22+ 12 — 52 st dve r6zne kruznice so stredom v (0, 0). Zviizok kruz-
nic nimi ur¢eny obsahuje dve singularne kuzelosecky: dvojasobni nevlastnta priamku a
dvojicu komplexne zdruzenych priamok cez (0, 0). Odtial zas vidime, Ze tieto kuzelosecky
maju len dva spoloéné body: (0:1:7)a (0:1: —i).

Priklad 6.9. Mnozina vietkych kuzelolseciek v P? prechidzajicich bodmi
(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1)a(1:1:1)
tvori zvizok. Naozaj, ak kuzelosecka obsahuje dané body, tak je dand formou
azoz1 + bzgzo + cz122, kde a+b+c=0.
Teda ak polozime ¢ = —a — b, dostavame, Ze ide o zvézok urceny dvojicou
21(z0 — 22) a z2(z0 — 21)-

Doésledok 6.10. Pre [ubovolni genericki stvoricu bodov v P? (t.j. taki Stvoricu, Ze
Ziadne tri body neleZia na priamke) je mnoZina vsetkych kuZeloseciek prechddzajicich
cez tieto body zvdzkom.

Dékaz. Existuje presne jedna projektivna transforméacia P2, ktora dant genericki $tvo-
ricu bodov zobrazi na stvoricu v Priklade 6.9. Tato transforméacia hladany systém ku-
zeloseciek bijektivne zobrazi na zvézok v Priklade 6.9. U

Tvrdenie 6.11. Nech A\F + uG je zvizok kriviek a nech P je lubovolny bod v P%. Potom
v zvdzku AF 4+ uG existuje aspon jedna krivka prechddzajica bodom P.

Dokaz. Nech A\F + puG je zvazok kriviek stupna d. Uvazujme teraz vSetky krivky stupna
d prechadzajtice bodom P. Tieto tvoria v priestore PP (D = d(d + 3)/2) nadrovinu,
teda projektivizaciu D-rozmerného vektorového priestoru V v kP41, Zvizok AF + uG v
priestore kP*! zodpoveda dvojrozmernému podpriestoru W. Z linearnej algebry vieme,
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ze bud W C V alebo je prienikom V a W jednorozmerny podpriestor. Prienik je v kaz-
dom pripade neprazdy a zodpovedd krivke (krivkdm) ktoré jednak prechadzaji bodom
P a tiez lezia vo zvizku A\F + uG. O

Priklad 6.12. Steinerove kubiky tvoria zvizok urceny dvojicou
zg + z% + zg’ a  zpr1%2.
Vsetky krivky zvéizku prechadzaji deviatimi inflexnymi bodmi nesingularnych kriviek

zvazku. Plati to aj naopak: kubicka krivka prechadzajica vsetkymi deviatimi inflexnymi
bodmi (vid ¢ast 5.1) je nevyhnutne Steinerovou kubikou:

VsSeobecne rovnica kubickej krivky je
Z aijkzéz{zg.
i+j+k=3
Uvazujme najprv trojicu
Poo=(0:-1:1), Ppy=0:a:1), Pip=(0:a2:1),
kde o2 — a+ 1 = 0. Ak krivka prechadza tymito troma bodmi, potom koeficienty ik
musia splnat rovnice
apos — ao12 +ao21 —apzo = 0
aoos + aagz + a2 — agze =
ago3 + a1z — aagar +agzo = 0.

Odtial uz lahko dostaneme, ze agi2 = age1 = 0 a agpz = agpzo. Uvazovanim dalsich trojic
inflexnych bodov ndjdeme analogické podmienky pre ostatné koeficienty okrem aqi;.
Odtial uz dostavame, ze krivka je zo zviazku Steinerovych kubik.

Takze analogicky ako v predchadzajicom priklade mame, ze mnozina kriviek precha-
dzajucich cez uvazovanu devéticu bodov tvori zvézok.



