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5. INFLEXNE BODY PROJEKTIVNEJ KRIVKY, HESSIAN

Nech F € k[zg,x1, 2] je forma popisujica krivku v P2. Nech P je regulirny bod
krivky F' a nech L je dotycnica ku krivke F' v bode P, teda plati, ze Ip(F, L) > 2. Ak
Ip(F, L) > 3, potom P nazyvame inflexnym bodom krivky F'.

Kedze, ako sme ukézali, je Ip(F, L) projektivny invariant, “inflexnost” bodu sa za-
chovava pri projektivnych transforméaciach, inymi slovami inflexny bod krivky sa pro-
jektivnou transforméciou zobrazi zas na inflexny bod.

Priklad 5.1. Skisme néjst inflexné body krivky ztplnenia krivky y? = 22 v projektivnej

rovine. V P? je rovnica tejto krivky F = 223 — 23. Jej derivdcie st (F; znamena %):
3

Fo=22, F=-322 F,=2z2.
Odtial zistime, ze krivka F' m4 jediny singuldrny bod, a sice (20 : 21 : 2z2) = (1:0: 0).

Nech A je regularny bod krivky F'. Dotyc¢nica F' v bode A je potom dand linedrnou
formou

L: a%zo — 3a%z1 + 2apa922.
Potrebujeme tuto priamku parametrizovat, aby sme mohli skonstruovat priesekovt formu
priamky L a krivky F'. K tomu potrebujeme poznat dva body na priamke L. Jednym je
bod A = (ag : a1 : az). Druhy bod na L ndjdeme v tvare B = (bg : by : 0). Kedze B lezi
na L, dostdvame tak, ze B = (3a3 : a3 : 0).

Teraz mo6zme L parametrizovat: X = sA + tB. Rozpisané do suradnic:

Z0 = aps+ 3a%t,
21 = @18+ a%t,
29 = ags.
Priesekova forma je potom
®(s,t) = F(sA+tB) = --- = —3aja3st® — 3a5t3.

Vidime, zZe (s :t) = (1:0) je v kazdom pripade aspon dvojnasobnym koretiom formy &,
¢o zodpovedd faktu, Ze priamka L je doty¢énicou krivky F' v bode A. Bod A je inflexny,
ak (1 :0) je trojndsobnym koretiom, teda ak —3ajaj = 0. Tejto podmienke zodpoveda
jediny reguldrny bod na krivke F', a sice (0:0: 1).

Doty¢nica krivky v reguldrnom bode je popisand prvymi derivaciami definujiiceho
polynému. Druhé derivacie zas charakterizuju inflexné body.

Matica
&*F
(Fij) = ( 970 )
2i0%25 /) j=0,1,2

sa nazyva Hesseho matica polynému F. Jej determinant sa nazyva Hessian polynému
(alebo krivky) F a oznacuje sa Hp. Krivka v P? uréend Hessianom polynému (krivky) F
je Hesseho krivka polynému (krivky) F'. Niekedy sa tiez krivka uréend determinantom
Hesseho matice nazyva Hessian.

Lema 5.2. Nech je na P? definovand (bijektivna) projektivna transformdcia. Nech krivka
F' sa touto transformdciou zobrazi na krivku G a konkrétne bod P € V(F) na bod
Q € V(G). Potom Hp(P) =0 prdve vtedy, ked Hz(Q) = 0.
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Dékaz. Nech A je matica inverznej transformdcie, ¢ize p = Aq, kde p resp. q je stipcovy

vektor so stradnicami bodu P resp. Q. CizZe transformécia z — Az (z je stlpcova matica

(20 21 22)T) zobrazi body krivky G na body krivky F, teda pre polynémy F a G plati
G(z) = F(Az).

Derivovanim tejto rovnosti zistime, ze pre Hesseho matice plati
(Gij)(Q) = (AT (Fyy)(P)A).

Pre Hessiany potom plati:

Ho(Q) = det((Gi)(Q)) = det(AT(F;;)(P)A) = det AT det(F;;(P)) det A

= (det A)*Hp(P).
Matica A je regularna, kedZe ide o projektivnu transforméciu, a tak dostdvame tvrdenie
lemy. O
Veta 5.3. Nech P je requldrny bod krivky F'. Bod P je inflexny prdve vtedy, ked
Hp(P)=0.

Dékaz. Ak P je priamka, potom kazdy jej bod je inflexny a Tahko sa presvedc¢ime, ze v
tomto Specidlnom pripade je tvrdenie vety pravdivé.

Nech teda stupen krivky je aspon 2. Kedze inflexnost sa zachovava pri projektivnych
transformacidch, mézme prepokladat, ze inflexny bod méa projektivne stradnice (1:0 :
0) (afinné (0,0)) a navyse tiez, ze z-os je doty¢nicou krivky v tomto bode, teda doty¢nica
ma rovnicu y = 0 v afinnych stradniciach alebo zo = 0 v projektivnych. Rovnica krivky
v afinnych siradniciach je teda

f(z,y) = ay + (ba® 4 2cxy + dy®) + . ..

(pokracuje ¢lenmi stupna aspon 3), kde a # 0. V projektivnych stradniciach bude potom
jej rovnica (d je stupen krivky)

F(20,21,22) = azozd t 4 (022 + 2cz120 + d23) 2072 + . ..

Bod dotyku P = (1: 0 : 0) lezi na doty¢nici, dalsi bod na nej je napriklad @ = (0: 1 : 0),
a teda dotycnica mé parametrizaciu sP + tQ), v stradniciach zg = s,21 = t, 25 = 0.
Priesekova forma ®(s,t) ma potom tvar

D(s,t) = F(s,t,0) = bt?s42 + ...

Bod P je inflexnym prave vtedy, ked (1 : 0) je 3-ndsobnym korenom ®, ¢o nastava prave
vtedy, ked b = 0. Ostéava este ukazat, ze tato podmienka je ekvivalentna s tvrdenim, ze
Hp(P) =0. O tom sa lahko presvedé¢ime, ked najdeme Hessidn krivky F' v bode P:

0 0 a(d—1)
Hp(P) = 0 2b 2 = —2a%b(d — 1)*.
a(d—1) 2¢ 2d
O

Priklad 5.4. Znovu uvazujme kubickd krivku F' = 2925 — 23. Jej Hessidn (a Hesseho
krivka) je
0 0 222
Hp=| 0 —62 0 |=24z23.
222 0 220
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Odtial uz lahko dostaneme, ze jedinym regularnym bodom krivky F', ktory lezi zaroven
aj na Hesseho krivke, je bod (0:0: 1)

Désledok 5.5. Nech F je requldrna krivka v P? stupria aspori 8. Potom F md inflexny
bod.

Désledok 5.6. Nech F je ireducibilndg kubickd krivka v P?. Potom F md najviac 9
inflexnych bodow.

Dékaz. Ak F ma stupen d, potom jej Hessidn ma stupen 3(d — 2). Z Bézoutovej vety
potom uz dostavame oba dosledky. O

5.1. Inflexné body Steinerovej kubiky. Nech F' = 23+ 23 4+ 25 + 322120 (A3 # —1)
je reguldrna Steinerova kubika. Najdeme vSetky jej inflexné body.
Hessian I je
Hp = 27.2(=N2(23 + 23 4 23) + (4 + X3) 202122).
Pre najdenie inflexnych bodov potrebujeme vyriesit sistavu rovnic
(20 4+ 27 +23) + 3Xz202122 = O
N(B B4 )+ A+ N )2z = 0.
Kedze A3 # —1, je tato stistava ekvivalentnd stistave
BB+ 22 =0
zoz122 = 0,
ktorej riesenia uz lahko najdeme:
Po=0:-1:1) Pjy=(0:€e:1) Pyp=(0:6>:1)
Po=(1:0:-1) P1=(1:0:¢) Pi2a=(1:0:¢€?
Pyy=(=1:1:0) Pyy=(e:1:0) Pyp=(e2:1:0)
kde € je primitivna tretia odmocnina z —1, t.j. je to komplexné éislo, ktoré je riese-
nim rovnice 2 — x + 1 = 0. Steinerova kubika mé tak presne devit inflexnjch bodov.
Vsimnime si, Ze tieto body vobec nezavisia od parametra A. Ide o velmi zaujimavt kon-
figuraciu bodov. Po trojiciach lezia na priamkach a pre Iubovolné dva inflexné body

existuje na ich spojnici aj treti. Inflexné body Steinerovej kubiky tvoria vlastne afinnti
rovinu nad trojprvkovym polom Z/3Z.



