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4. BEZOUTOVA VETA

4.1. Tvrdenie vety.

Priklad 4.1. Uvazujme priamky f =y —3x a g =y — 3z — 1 nad C. Obe st krivkami
stupna 1. Priesecnik ndjdeme az po zUplneni, t.j. nie v afinnej ale v projektivenj rovine.

Priklad 4.2. Uvazujme kruznice f = (z +2)2 +¢y?> —~1lag= (z —4)?> +y> — 1 nad
C. Ide o krivky stupna 2, ktoré sa pretinaji v styroch bodoch. Vsetky styri priese¢niky
maju komplexné stradnice. Dva st vlastné a dva st nevlastné.

Priklad 4.3. Ak kruznice, s ktorymi pracujeme, budu ststredné, najdeme len dva spo-
loéné body, i ked hladame nad komplexnymi ¢islami a v projektivnej rovine, konkrétne
najdeme len kruznicové body (0 : 1 :4) a (0 : 1 : —i). Nech napr. f = 224+ y?> -1 a
g = 22+ 3% — 4. Ak skiisime najst doty¢nice kriviek v tychto bodoch, zistime, Ze v bode
(0 :1:4) maju obe kruznice spolo¢nt doty¢nicu z; + iz (afinne x + iy). Podobna situ-
acia je v druhom spoloénom bode. Ide o Specidlny typ dotyku. Ak kazdy zo spolo¢nych
bodov zapocitame dvojnasobne, aj tieto kruznice maju styri priesecniky.

Veta 4.4. Nech f, g su rovinné krivky bez spolocnej komponenty. Potom pocet priesec-
nikov kriviek f a g sa rovnd c¢islu
deg f - degg
za prepokladov:
e krivky f a g uvaZujeme v projektivnej rovine,

e pole, nad ktorym pracujeme, je algebraicky uzavreté,
e priesecniky su pocitané so spravnou ndsobnostou.

4.2. Rezultanty.

Lema 4.5. Nech f,g € R[t], kde R je okruh s jednoznacnym rozkladom. Potom f a
g maji spolocného nekonstantého delitela prave vtedy, ked existuji p,q € RIt] také, Ze
pf +qg =0 a pre stupne p,q plati degp < degg, degq < deg f.

Dékaz. Nech h je netrividlny spolo¢ny delitel polynémov f, g, teda f = hfi, g = hgi,
kde deg f1 < deg f a degg; < degg. Potom staci zobrat p = g1 a ¢ = — f1.

Opacne, nech p, g st polynémy s vlastnostami uvedenymi v tvrdeni lemy. Faktorizujme
obe strany rovnosti

pf = —qg.

Kazdy ireducibilny faktor polynému ¢ sa musi nachadzat aj na lavej strane, a tak je
delitelom polynému f alebo polynému p. Kedze degp < deggq, niektory z delitelov
polynému g musi byt delitelom polynému f. (|

Definicia 4.6. Nech f, g € R[t] st polynémy stupnov m a n nad okruhom s jednoznac-
nym rozkladom:

g= gat" +---+agit + g0, gn#0.
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Stvorcova matica

fm fmfl fo 0 0

0 fm o i fo .. 0 n — krét
_ 0 0 fm - i fo
Syl(f,9) = gn 9Gn-1 --- g0 0 ... 0
0 gn -+ g1 g0 --- O

- - m — krat
0 .. 0 gn --- g1 90

sa nazyva Sylvestrova matica polynémov f a g.
Rezultant polynémov f a g je determinant

Res(f,g) = det Syl(f, g).

Pozndmka. Niekedy budeme oznacovat rezultant polynémov f a g aj Res;(f,g), a to v
pripade, ked budeme chciet zdoraznit, ze f, g st polynémy v premennej t.

Tvrdenie 4.7. Polynomy f, g € R[t] maji netrividlneho spolocného delitela prive vtedy,
ked Res(f,g) = 0.
Doékaz. Podla Lemy 4.5 maji f, g netrividlneho spolo¢ného delitela prave vtedy, ked
existuji polynémy

p= po1t" '+ + pit + po,

q= quat" '+ at+aq

také, ze pf 4+ qg = 0. Na lavej strane mame polyném, ktory mé podla rovnosti byt
nulovy. Dostavame tak, ze

fopo + goqo 0
fivo + for1 + 190+ 901 = O
fmpn—l + 9midn—1 = 0.

Toto je stistava linedrnych rovnic pre nezname p;, g;, ktord ma netrivialne riesenie prave

vtedy, ked Res(f,g) = 0. O

Dosledok 4.8. Ak k je pole a f, g € k[t], potom [ a g maji spoloény koreri nad nejakym
rozsirenim pola k prdve vtedy, ked Res(f,g) = 0.

Priklad 4.9. Polyném f € k[z] (k je algebraicky uzavreté pole) ma viacndsobny koren
prave vtedy, ked polynémy f a f’ maju spolo¢ny koren. To je ekvivalentné tvrdeniu, ze

Res(f, ') = 0.

4.3. Vyuzitie rezultantov pri praci s projektivnymi krivkami. Budeme pracovat
s projektivnymi krivkami nad k, teda s formami v k[zo, 21, 22]. Kazdu takdto formu
mozme uvazovat ako polyném v (k[z1, 22])[20]. Okruh k[z1, z2] ma jednoznaény rozklad,
preto mézme pouzivat vedomosti o rezultantoch.
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Ak F resp. G sa formy klzo, 21, 22] stupnia m resp. n, budeme ich ¢asto zapisovat ako
polynémy v zg, t.j.

F = Fel' + Rzl '+ + F,
G = Gzl +Gizi 4+ Gy,
kde F; resp. G je forma v z1, 2 stupna i resp. j.

Lema 4.10. Nech F, G € k[zg, 21, 22| st formy, kde stupern F' je m a stuperi G je n. Nech
(1,0,0) nie je koreriom F ani G. Uvazujme F' a G ako polyndmy v zo nad k[z1, z2]. Vtedy
deg, F'=m, deg, G =n a Res, (F,G) je bud 0 alebo forma stupria mn v premenngch
21529

Dékaz. Kedze (1,0,0) nie je korenom F', tak Fy (koeficient pri zi") je nenulovy, a tak
deg,, F' = m; podobne pre G.

Ozna¢me si R = Res,, (F, G), ide zrejme o polyném v z1, z2, R = R(z1, z2). Rozpiseme
si determinant R(Az1, Az2). Ked druhy riadok prislusnej Sylvestrovej matice vynasobime
A, treti A2, ..., n-ty A", (n 4 2)-hy vynasobime A, ..., posledny vynisobime A\, dosta-
neme rovnost

mtn

A HEE D R( A2y, Azg) = A= DR (21, 29),
odkial po skrateni dostavame
R()\Zl, )\ZQ) = /\mnR(Zl, Zz),

¢o podla Lemy 3.7 znamend, ze polyném R = Res,,(F,G), ak nie je nulovy, je forma
stupna mn. Il

V projektivnej rovine mézme uvazovat projekciu z bodu na priamku: nech L je
priamka a S bod, ktory na nej nelezi. Potom pre kazdy bod Q € P? rézny od S pretina

priamka Q.S priamku L presne v jednom bode, ktory nazymave priemetom bodu Q).

Ak S =(1:0:0) a L je nevlastna priamka zp = 0, potom bod @ = (qo : q1 : ¢2) sa
premietne na bod (0 : q; : g2) (premietacia priamka ma rovnicu goz; — q122).

Tato konstruciu vyuzijeme pri dokaze nasledovnej vety.

Veta 4.11. Nech F resp. G st krivky stupriov m resp. n v P? bez spolocnej komponenty.
Potom F a G maji nanajvys mn spolocnych bodowv.

Dékaz. Nech bod S = (1:0:0) nelezi na krivke F' ani na krivke G. Budeme premietat
z bodu S na priamku zg.

Formy F a G budeme teraz chipat ako polynémy v zp nad k[z1, z2]. Podla prave
dokéazanej lemy maju tieto polynémy v zg stupen m a n. Nasledovné tvrdenia st nad
algebraickym uzaverom k zjavne ekvivalentné:

(0 : ay : ag) je priemet spolo¢ného bodu kriviek F' a G,

existuje ag také, ze F(ag,a1,a2) = G(ag,a1,as) =0,

F(z0,a1,a2) a G(zp,a1,az) maju ako polynémy v zy spoloény koren,
Resz, (F, G)|z1=a1,20=a5 = 0.

Vidime teda, Ze priemety priese¢nikov kriviek F' a G zodpovedaju korenom (ai : as)
formy Res,,(F,G). Podla predchadzajicej lemy je rezultant Res,,(F,G) bud 0 alebo
forma stupna mn v premennych z1, z2. Ak je rezultant nulovy, potom polynémy F' a G
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maju spolo¢ného delitela (Tvrdenie 4.7), ¢ize krivky F' a G majui spolo¢nt komponentu,
¢o sme vsak v predpokladoch vyluéili.

Mame tak maximéalne mn priemetov prieseCnikov. Stale moze ale nastat situacia, ze
jeden priemet zodpoveda viacerym prieseénikom: to sa stane, ked priamka spajajica
dva priese¢niky kriviek F' a G prechadza cez bod S = (1:0 :0). Tejto situdcii sa Tahko
vyhneme tak, ze bod S zvolime mimo tychto priamok a nasledne afinnou transformaciou
posunieme do (0, 0). O

Definicia 4.12. Nech F,G st krivky v P? a nech P € P? je bod. Potom priesekovii
nasobnost (priesekové ¢islo) kriviek F' a G v bode P definujeme nasledovne:

e [p(F,G) = o0, ak P lezi na spolo¢nej komponente,

e Ip(F,G)=0,ak P ¢ V(F)NV(G),

e ak F' = th ... F¥ a G =G ...G% st rozklady F a G na ireducibilné kompo-
nenty, potom Ip(F,G) = 32, > die;Ip(F;, Gj),

e ak F,G nemaju spoloéni komponentu a (1 : 0 : 0) nelezi na ziadnej spojnici
priese¢nikov, potom Ip(F, G) je nasobnost (p; : p2) ako korena Res,, (F, G), kde
(po : p1 : p2) st stradnice bodu P # (1:0:0).

Pre overenie korektnosti definicie je potrebné ukazat nezévislost Ip(F,G) od strad-
nicovej sustavy. To vsak pre technickt narocnost na tejto prednaske robit nebudeme.

Désledok 4.13. (Bézoutova veta) Nech F resp. G st krivky stupriov m resp. n v P?(k),
(k je algebraicky uzavreté pole), a nech F' a G nemaji spolocni komponentu. Potom

Z Ip(F,G) = mn.
PeV(F)NV(G)

Tvrdenie 4.14. Nech F je krivka a L priamka v P2, ktord nie je komponentou F.
Potom obe definicie priesekovej ndsobnosti sihlasia.

Dékaz. Nech L = zp a nech (1:0:0) nelezi na F', teda

F = Fd(zly 22) + Fd—l(zla ZQ)ZO + -+ F()(Zl, Zg)zg,

kde F; je forma stuptia i a Fy # 0. Nech P = (0 : 1 : 0) je spolo¢ény bod priamky L
a krivky F'. Nasobnost prieseku F' a L v bode P pomocou novej definicie spocitame
pomocou rezultantov:

Fy F, ... F;, Fy
1 0o ... 0 0

Res, (F,L)=| 0 1 . 0 0 | = (—1)Fy(2, ).
0 0o ... 1 0

Priesekovd ndsobnost potom je ndsobnost (p1 : p2) = (1 : 0) ako korena Fy(z1, 22).

Pre vypocet priesekovej nasobnosti podla starej definicie potrebujeme najprv para-
metrizovat priamku L:

z0=0, 2z1=s, z29=t.

Bod P zodpovedd v tejto parametizacii parametru (s :t) = (1 :0). Priesekova forma je

D(s,t) = F(0,s,t) = Fy(s,t).
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Vidime, ze priesekova nésobnost priamky L a krivky F' je tak ako v predchadzajicom
pripade rovna nasobnosti (1 : 0) ako korena Fy(z1, z2). O

Priklad 4.15. N&ajdime vsetky spolo¢né body parabol

fo=y-at-1,

g = y—az?+1.
aj s ich nasobnostami. Lahko overime, ze v A? nemaju tieto krivky Ziaden spolo¢ny
bod, spoloény maji nevlastny bod (0: 0 : 1). Pre overenie ndsobnosti tohto priese¢nika

budeme premietat z bodu (0,0) na nevlastnt priamku. Homogénne rovnice kriviek v P2
su

F = zyz— zf - 28,
G = 2z — 22442
Dostaneme tak
—1 2z —22 0
I S B S o
Res,, (F,G) = 1 o -2 0 |7 4z7.
0 1 29 —z%

Bod (0 : 0 : 1) (ktory sa vo vypocte rezultantu premieta na bod (0 : 1)) je teda
Stvornasobnym priese¢nikom danych kriviek.
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