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3.5. Vypocty v projektivnej rovine. Vo vseobecnosti sa vypocty na projektivnych
krivkach, (¢i na projektivnych algebraickych mnozindch) robia tak, Ze sa najprv zizime
na afinnt cast krivky obsahujicu body, o ktoré sa zaujimame (pracujeme s krivkou
“lokalne”). No niektoré vypocty sa daji robit priamo v projektivnej rovine, Specidlne
rovinné krivky sa spravidla vybornymi objektami pre takéto “globalne” vypocty.

Nech F' € k[zo, 21, 22] je forma, t.j. ide o krivku v projektivnej rovine. Potom deho-
mogenizacia f(z,y) = F(1,z,y) popisuje krivku lokélne, presnejsie popisuje jej body,
ktoré sa nachddzaji v afinnej mape

Up = {(ap : a1 : a2) | ag # 0},

t.j. f(a1,a2) = 0 prave vtedy, ked F(1,a1,a2) = 0.

Skiimajme teraz derivacie polynémov f a F. Nech najprv F' je moném: F = zgoszZSQ

a teda f = z%y®. Tahko sa presvedéime, 7ze derivicia dehomogenizicie F sa rovna
dehomogenizacii derivacie (inak povedané, dehomogenizicia a derivicia komutuji):

OF do di—1_d di-1,d> _ OF
F = 21 ‘(1,3:4/): di1zy°21' " 25° ‘(1,x,y): diay’ Yy’ = or o

(Deriviciu F' podla z; zapisujeme skratene F;.) Kedze derivacia linedrnej kombinacie
monoémov je sicet linedrnej kombindcie derivacii, dokazany vztah plati pre Tubovolnu
formu a jej dehomogenizaciu, nielen pre moném.

Tvrdenie 3.13. (Eulerov vzorec) Pre formu F € k[zg, 21, z2] stupria d plati
200 + 211 + 290F5 = dF.

Dokaz. da 0
Dosledok 3.14. Bod P je singuldrnym bodom projektivnej krivky F € k[zg, 2o, 22| prave
vtedy, ked

Fy(P) = Fi(P) = F»5(P) = 0.

Tvrdenie 3.15. Ak P je requldrny bod projektivnej krivky F € k|zo, 20, 22], potom jej
dotycnica v bode P je

Fo(P)zo + F1(P)z1 + F3(P)ze = 0.

Dékaz. Nech P = (pg : p1 : p2) a nech napr. pg # 0, budeme teda predpokladat, ze
po = 1, a tak afinné stradnice P st (pi,p2). Nech f je dehomogenizicia F' vzhladom na
20, t.j. f(z,y) = F(1,z,y). Potom doty¢nica f v P ma rovnicu

fo(P)(x —p1) + fy(P)(y — p2) = 0.

Homogenizaciou tejto rovnice ziskame rovnicu doty¢nice v P2

fz(P)(z1 — p120) + fy(P)(22 — pazo) =0

a tuto upravime na tvar v tvrdeni pomocou Eulerovho vzorca a rovnosti F1(P) = f,(P),
F5(P) = fy(P) pre bod P s homogénnymi stiradnicami (1 : py : p2). O

Podobne ako sme si v afinnej rovine definovali priesekovy polyném popisujici prie-
secniky krivky s parametrizovanou priamkou, si moézme definovat priesekovt formu pro-
jektivnej krivky a parametrizovanej projektivnej priamky:
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Nech F' € k[zp, z1, 22] je projektivna krivka a nech A = (ag : a1 : az), B = (bo : by : b2)
st rozne body v P?. Priamku L cez A, B mdzme parametricky zapisat ako mnozinu
bodov

X =sA+tB, kde (s:t)# (0:0).
Na parametrizaciu sa teda (podobne ako v afinnom pripade) mézeme pozerat ako na
zobrazenie P! < P2 (s : t) — sA + tB. Priesekovii formu potom uz lahko dostaneme
dosadenim parametrizacie L do rovnice krivky:

O(s,t) = F(z0(s,t),21(s,t), 22(s,1)).

Naozaj ®(s,t) je bindrna forma stupna rovnakého ako bol stupen krivky F' - tu mdme
prvy rozdiel oproti afinnému pripadu, kde priesekovy polyném mohol mat nizsi stupern,
nez bol stupen krivky.

Porovnajme si prave definovand priesekovt formu s priesekovym polyndémom, ktory
sme pocitali v afinnom pripade.

Nech F je krivka a L priamka v projektivnej rovine, a nech L nie je komponentou F'.
Uvazujme bod P € V(F)NV(L). Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze
P = (1:p; : p2). Priamka L bude parametrizovand pomocou svojich bodov A = (1 :
ai s az) a B = (0: by : by) (uréite také dva body na priamke lezia). V P? je teda jej
parametrizacia (s : a1s + byt : ags + bat) a tak priesekovd forma je

O = F(s,a18+ bit,azs + bat).
Parametrizécia priamky v A2 je (a1 + bit, as + bot) a zodpovedajiici priesekovy polyném
je potom
U = f(a1 + bit, a0 + bgt).

Zrejme (0 : 1) je koreriom ®, ak bod B = (0 : b : by) lezi na krivke F. Tento bod nelezi
v afinnej Casti f krivky F. Ostatné korene ® mozme hladat v tvare (1 : ¢). Vidime, ze

(10) (1,20) = ¥(to),

Cize v afinnej mape Uy pomocou ® a ¥ dosiavame tie isté nasobnosti priesekov priamky
s krivkou. Preto mézme priesekovii nasobnost priamky a krivky s tym istym vysledkom
pocitat aj priamo v projektivnej rovine pomocou priesekovej formy.

Podobne ako pre priesekovy polyném v afinnom pripade, aj pre priesekova formu sa
da ukézat, Ze projektivnou transforméciou sa zachovava. Tiez sa da ukazat, Ze priese-
kové cislo definované pomocou priesekovej formy nezavisi od parametrizacie priamky.
Mozme to ukazat bud priamo pre formy, dokazy by prebiehali tiplne rovnako ako v afin-
nom pripade. Alebo sa obe vlastnosti dokdzu restrikciou na afinnii mapu s poukézanim
na (10).

Z konstrukcie priesekovej formy mame aj analégiu Lemy 2.5 (ide uz o Specidlny pripad

Bézoutovej vety):

Lema 3.16. Nech F je krivka stupria d > 1 a nech L je priamka v P?. Ak L nie je
komponentou F', tak

S Ip(F, L) < deg(F).
PeV(L)
V pripade, Ze je pole k, nad ktorym pracujeme, algebraicky uzavreté, potom

> Ip(F,L) = deg(F).

PeV(L)
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Priklad 3.17. Uvazujme krivku v afinnej rovine, f = 2y? — 23 — 22 a priamku cez body

A=(1,0)a B=(1,1).

Priesekovy polyném krivky a priamky je kvadraticky a najdeme tak dva jednoduché
priese¢niky priamky a krivky:

O(t) = f(1,t) =22 —2=2(t — 1)(t + 1),
priese¢nikmi si tak body (1,1) a (1,—1).

Ked tito krivku uvazujeme v projektivnej rovine, popisana je formou F = 22923 —
23 — 2922, Priamka cez A a B m4 parametrizaciu

20=8+t, z1=s84+1, 2z90=1
a priesekova forma je potom
D(s,t) = —2(s + t)s(s + 2t).

Takto okrem priesecnikov, ktoré sme nasli v afinnej mape, najdeme este treti spoloény
priesecnik, bod (0:0: 1).
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