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KedZe tento vztah musi platit pre vSetky A a tiez vSetky body projektivneho priestoru,
musi ist o nulovy polynén, ¢ize d = d' a F; = 0 pre i # d. O

Désledok 3.8. Nech F € klz,...,zn) je homogénny polynom. Ak F(ay,...,a,) = 0,
potom aj F(Xag, ..., ay) = 0 pre lubovolné \ € k.

Formy nad k s premennymi zg, 21, . . ., 2, st polynémy z okruhu k[zg, 21, . . ., 2,]. Daji
sa teda rozlozit na suc¢in ireducibilnych polynémov. Z nasledujicej lemy navyse dosta-
neme, ze ireducibilné ¢leny vo faktorizacii polynému su tiez formy.

Lema 3.9. Nech F € klzy,...,z,] je forma a nech g € klz,...,z,] je delitelom g.
Potom g je tiez forma.

Dokaz. Nech F' = gh a nech g nie je forma. Rozpisme si g aj h ako sticet foriem:
g = GatGap1t+--+Gh
h = Hc+Hep+-+F; G,GpyH.Hy #0,
kde G; resp. H; je forma stupna ¢ resp. j. Potom
gh=GoH.+ ...GyHy,

kde G,H, # 0 je forma stupna a + ¢, podobne Gy Hy je forma stupna b+ d. Ak by a < b
tak a + ¢ < b+ d, Co je spor. O

Teda ak F' € k[z,..., 2] je forma a
F =cF'..  F[
je jej jednoznacny rozklad, tak F; su tiez formy.
Afinni krivku sme si definovali ako prvok v (k[z,y] \ k)/ ~, teda je to nekonstantny
polyném v k[z,y] modulo ndsobenie nenulovymi skaldrmi.

Podobne projektivna rovinnd krivka alebo krivka v P?(k) bude nekonstantna forma
F 7 k[xo,21,72] modulo nisobenie nenulovymi skaldrmi. Bod P = (po,p1,p2) € P2
lezi na krivke F, ak F(po,p1,p2) = 0. Mnozinu vSetkych bodov projektivnej krivky F
oznacujeme podobne ako pri afinnych krivkach V(F).

Analogicky ako pri afinnych krivkach, ak F' € k[zg, z1, z2] je forma a
F=cF'. Fr

je jej faktorizacia, potom krivka F; je komponentou krivky F' a r; je ndsobnost kompo-
nenty Fj.

3.3. Pokrytie projektivneho priestoru afinnymi mapami. Projektivny priestor
dimenzie n sme formélne definovali ako mnozinu priamok v A™*! prechadzajucich za-
¢iatkom stiradnicovej stistavy (ekvivalentne ako jednorozmerné podpriestory k"+1).

Na druhej strane si ho Casto predstavujeme ako rozsirenie afinného priestoru rovna-
kej dimenzie. Priestor A" je tak podmnozinou priestoru P". Nevlastné body (body v
nekonecne) si body v P™ \ A™.

Budeme teraz blizsie skiimat suvis tychto dvoch konstrukeii.

Nech (ay,...,a,) € A™. Priestor A" uvazujme ako vlozeny do P", takze bodu (a1, ..., ay,)
priradime homogénne stiradnice, napriklad (1 : a3 : --- : a,). Tymto sposobom skon-
stuujeme vsetky také body P", ktorych prva homogénna siradnica je nenulova. Body s
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prvou suradnicou nulovou st nevlastné, pricom bod (0 : aj : -+ : ay) zodpoveda vset-
kym priamkam, ktorych smerovy vektor je (a1, ..., a,). Naopak, vezmime bod (ag : - - - :
an) € P" taky, ze ap # 0. K tomuto bodu projektivneho priestoru vieme priradit bod v

A™: plati, ze
(ao:...:an):<1:m:...:an>,
ag ag

takze dostdvame bod (Z—(l), cee Z—z) € A™. S afinnym priestorom A" sme tymto postupom
v P" stotoznili mnozinu

Up={(ap: - :ay) € P"|ag#0}.
Vynechali sme nevlastné body
P*\Up={(ap:---:apn) € P"|ap =0},

Mnozina Uy nevlastnych bodov nie je v P™ nijak Specidlna. Analogicky definujeme
mnoziny Uy, ...,Upy,:
U ={(ap: - :ap) € P"|a; #0}.
Kazd4 z tychto mnozin sa da stotoznif s n-rozmernym afinnym priestorom, tak ako sme
to urobili v pripade Up:

wi: A" = U;, (a1,...,an) = (a1 - ia;:1iai1 0 ap)
a i—1  a; a
e b U= A", (ag:---:an) — (0:'--: o1, T n>

a; a; a; a;
Mnoziny Uy, ..., U, sa nazyvaju afinngmi mapami a vsetky spolu pokryvaju cely afinny
priestor:

P*"=UyUUL U---UU,,.

Inklizia ,O7je zrejmé, kedze U; C P™, opa¢nd inkluzia plati, lebo ak (ag : - - : ay,) € P,
potom existuje i € {0,...,n} také, ze a; # 0, a teda (ag : --- : ap) € U;.

3.4. Krivky v projektivnej rovine. Nas bude takmer vyluéne zaujimat projektivna
rovina:

P2(R) = Ug UU, UUs, U; = {(ao: a1 : a)|a; # 0}

Priklad. F = 22 + 22 — 22 je kvadratickd krivka v P?(R). Sktisme ttto krivku vizuali-
zovat, teda nacrtnut V. Najjednoduchsie je nakreslit vzdy nejakt afinna cast krivky,
uvazujme napriklad body krivky F', ktoré lezia v afinnej mape Uy:

VFﬂU():{(aolal :GQ)‘G%—FCL%—CL%:O/\GZ'#O}
Pre bodu v Uy plati, Ze ag # 0, preto mozme pisat
al . %

).

Vidime, Ze potom (g, 22) st afinné suradnice v tejto mape (t.j. ked Uy = A? — P?).

: : =(1:
(ao : a1 : az) = ( .

Afinné stradnice krivky tak musia spliiat rovnost (%)2 + (2—3)2 — 1 = 0, teda rovnica
danej krivky v afinnych stradniciach je 22 + 9% —1 =0, kde z = 21 /20 a y = 22/ 2.

Nejaké body krivky F' ale tato rovnica nepopisuje, presnejsie nepopisuje body krivky
F, ktoré nelezia v Uy. St to body:

zf%—z%—zgzo AN zg=0.

Tomuto vyhovuji body (0:1:4),(0:1: —i) — tzv. kruznicové body.
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Vidime, ze forma stupna d s n + 1 premennymi je podobna polynému stupna d s n
premennymi. Medzi nimi sa mézme presuvat homogenizdciou a dehomogeniziciou:

e nech F' € k[zo, 21, . .., 2] je forma, potom polyném f(z1,...,2,) = F(1,21,...,2p)
je dehomogenizéciou F' (t.j. x; = z;/z0)

e nech f € k[zr1,...,x,], deg f = d, potom forma F € k[z,21,..., 2,| stupia d
taka, ze F(1,21,...,2,) = f(x1,...,2,) je homogenizdciou f (zapisujeme aj
F=f")

Pomocou homogenizacie a dehomogenizacie vieme prepojit projektivnu krivku a jej
afinnt cast: ak F' € k[zg, 21, 22| popisuje projektivnu krivku, potom dehomogenizacia
f(xz,y) = F(1,x,y) popisuje jej ¢ast v afinnej mape Uy (analogicky vieme najst casti
krivky v afinnych mapéch U; a Us). Naopak, ak f € k[z,y| je afinnd rovinna krivka,
potom homogenizacia F' polynému f popisuje zidplnenie krivky f.

Pozor, homogenizacia a dehomogenizacia nie st to celkom inverzné akcie:

F = zgzl — 202122 + zg
f = F(,z1,22) =21 — 2122 + 1
" = 2z -2+ #£F

Priklad 3.10. Uvazujme redlnu afinnt krivku (z —1)?+y? = 1. Afinnd rovinu vnorime
do projektivnej ako Uy:
A%(R) — P*(R), (a,b)— (1:a:b).
Rovnica krivky potom bude
(21 — 20)2 + 25 = 2.
Ako tato krivka “vyzerd” v afinnych mapach Uy a Us?

Priklad 3.11. Uvazujme redlnu afinni krivku y = 2% v A%(R). Vnorime A%(R) do P?(R)
ako Uy a postupnou vizualizaciou krivky v Uy a Uy (pre uplnost a poucenie aj zistime,
aké nevlastné body mé krivka v jednotlivych mapéch) odhalime aj singuldrny bod tejto
krivky.

Krivku mo6zme skusit vizualizovat aj globalne. Projektivnu rovinu si mézme predstavit

ako dvojrozmernu sféru, na ktorej sme dva protilahlé body stotoznili. Postupovat pri
vizualizacii krivky mo6zme napriklad takto:

(1) vizualizovat ¢ast krivky v Uy = A%(R),

(2) vlozit Uy do A3(R) (ako xy-rovinu),

(3) zdvihnut Uy do roviny z = 1,

(4) premietnut na jednotkovu sféru - uvidime aj body v oo.

Priklad 3.12. Vivianiho krivka je prienik gulovej a kuzelovej plochy:

2t = 1
(:1:—2) ty o= g

Ide o priestorovi krivku. Presved¢ime sa, ze jej projekciou do yz-roviny je tzv. Geronova
lemniskata:

y2 — 2242 =0.
Vnorime A?(R) do P?(R) ako Up. V mape Us, (t.j. povodnd y-os sa stane nevlastnou
priamkou) mé krivka v (0,0) izolovany (singuldrny) bod.



