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2.5. Doty¢nica krivky, dotykovy kuzel. Nech f je krivka a nech P € V(f) (t.j.
mp(f) > 1). Ak mp(f) = r a l je takd priamka, ze Ip(f,l) > r, potom [ nazyvame
dotycnicou krivky f v bode P. Pre dany bod P krivky [ sa zjednotenie vsetkych dotyc¢nic
krivky f v bode P nazyva dotykovym kuzZelom v bode P.

Krivky f, g sa dotykaji v P, ak

e PcV(f)aPeV(g),
e existuje priamka [, ktord je zaroven dotyc¢nicou f aj g v bode P.

7 Tvrdenia 2.9 vyplyva, Ze vlastnost priamky byt dotyénicou krivky v danom bode
nezavisi od zvolenej afinnej suradnicovej sistavy. Bez ujmy na vSeobecnosti sa preto
moézme obmedzit na Stidium dotykového kuzela krivky v bode O = (0, 0).

Pre skratenie zapisu budeme dalej parcidlne derivacie polynému f podla z resp. y
oznacovat f; resp. fy.

Nech mp(f) =1, t.j. nech O je regularny bod krivky:

[ = f+(0)x + f,(O)y + c¢leny vyssich stuptiov,
pricom plati, ze (fz(O), f,(O)) # (0,0). Priamka [ bude doty¢nicou f v O prave vtedy,
ked pre jej smerovy vektor (u,v) plati, ze
fm(O)u + fy(O)U =0,

cize ked vektory (fz(O), f,(O)) a (u,v) st na seba kolmé, a teda vidime, ze (f(O), f,(O))

je normélovym vektorom dotycnice. V regularnom bode ma teda krivka jedinti dotyc¢nicu:

Tvrdenie 2.24. Nech f € k[z,y] je krivka a nech P = (p1,p2) je requldarny bod krivky.
Potom

Jo(P)(x —p1) + fy(P)(y — p2)
je rovnica dotycnice krivky f v bode P.

Dékaz. Uvedend priamka mé podla predchadzajicich vah smer dotyé¢nice. Navyse (do-
sadenim) sa Tahko presved¢ime, ze prechddza danym bodom krivky. O

Priklad 2.25. Nech P = (p1,p2) lezi na priamke [ = ax + by + ¢. Potom doty¢nicou
priamky [ v bode P je samotné priamka .

Priklad 2.26. Jednotkova kruznica f = x? + 2 — 1 nemé singuldrne body, v kazdom
svojom bode mé teda jednu doty¢nicu. Konkrétnejsie, ak P = (p1,p2) € V(f), tak
doty¢nicou f v bode P je priamka pix + poy — 1.

Teraz zovseobecnime Tvrdenie 2.24 na Iubovolny (aj singuldrny) bod krivky. Najprv
nech O = (0,0) je je r-ndsobnym bodom krivky f € k[x,y]. Teda
f=aqox" + ar,l,lxr_ly + -+ agry” + Cleny vyssich stupriov ,

kde aspon jeden z koeficientov a;;, (i + j = r) je nenulovy. Priamka [ je dotyc¢nicou f v
bode O, ak jej smerovy vektor (u,v) je rieSenim homogénnej casti f r-tého stupna, teda

ak
(8) arou’ + a,ﬂ_lylur_lv + -+ agv" =0.
Homogénne polynémy s dvoma premennymi sa ndpadne podobaji na fubovolné (¢ize

nie nutne homogénne) polynémy s jednou premennou. Specidlne mame nasledovné tvr-
denie:
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Lema 2.27. Nech pole k je algebraicky uzavreté. Nech F € k[u,v] je homogény polyndm,
F #0. Potom

F(u,v) = (a1u+ f10)" ... (apu + Bmv)™.

Dokaz. Ide len o tpravu F na polyném o jednej premennej:

d

C
F(u,v) = Z aiutvdt = Z ai(g)i
i=0 i
u u
= a/c’l)d(; — Vl)rl N (; - ')/S)Tm’
= acvT(u — )" . (U — )

O

Vratme sa teraz k hladaniu dotyc¢nic krivky v singularnom bode. Videli sme, Ze rov-
nica (8) popisuje dotykovy kuzel krivky f v bode O. Ak je pole, nad ktorym pracujeme,
algebraicky uzavreté, potom polyném na lavej strane faktorizuje na linearne ¢leny:

arox” + ar_112" Y+ -+ agy” = (a1 + Bry)(ox + Boy) . .. (arz + Bry).

Vidime, Ze doty¢nice krivky f v bode O st presne linearne faktory homogénnej casti f
najnizsieho stupna.

Ak hladdme doty¢nice krivky v bode P # (0,0), tak v pripade, Ze je bod P reguldrny,
je vyhodné pouzit Tvrdenie 2.24. Naopak, ak je bod P singularny, zvycajne sa urobi
posunutie, ktorym bod P posunieme do (0,0), a az potom sa hladaju doty¢nice.

Presnejsie teraz vieme popisat niektoré typy singularit: ndd je r-nasobny bod krivky
(r > 2) s r réznymi doty¢nicami, hrot je zas dvojnasobny bod krivky jednou (dvojné-
sobnou) doty¢nicou.

Priklad 2.28. Krivka y? —23 —22 m4 v bode (0,0) dotykovy kuzel y? — 2 pozostavajtici
z dvoch doty¢nic: . —y a = + y.

3. KRIVKY V PROJEKTIVNEJ ROVINE

3.1. Projektivna rovina. Projektivnu rovinu zrejme poznate ako rozsirenie afinnej ro-
viny pridanim priese¢nikov rovnobeziek, tieto nové body sa zvyknt nazyvat nevlastnymi
bodms alebo bodmi v nekonecne.

S bodmi v afinnej rovine vieme pracovat vdaka tomu, ze kazdy bod mé svoje stradnice.
Tie m6zme dosadit do rovnice priamky (krivky) a zistit tak, ¢i dany bod lezi na priamke
(krivke) alebo nie. So stradnicami tiez pracujeme, ked aplikujeme na rovinu afinni
transformaciu.

Nevlastnym bodom by sme tiez radi priradili siradnice, aby sme s nimi mohli neskor
pocitat. Aby sme ich rozlisili od siradnic bodom afinnej roviny, pouzivaju sa tzv. roz-
Sirené suradnice: rozsirené suradnice bodu P = (p1, p2) afinnej roviny budua (1,p1, p2).
Bod v nekonecne, ktorym prechadza priamka [ so smerovym vektorom (u,v), bude mat
rozsirené suradnice (0, u,v). Avsak (u,v) nie je jediny smerovy vektor tejto priamky, aj
vektor (bu, 5v) je jej smerovym vektorom. Vseobecnejsie, kazdy nenulovy nasobok (u,v)
je smerovym vektorov tejto priamky. Nevlastny bod priamky [ tak ma aj stradnice
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(0, 5u, 5v), vSeobecnejsie (0, Au, Av) pre lubovolné A # 0. Aby sme sa vyhli nejednoznac-
nosti priradenia medzi nevlastnymi bodmi a ich stiradnicami, pouzivame tzv. homogénne
sturadnice:

(0:u:v)=(0:Au:Av) prevetky \ # 0.

.....

nevlastnych bodov, aj pri vlastnych bodoch budeme pouzivat homogénne stradnice,
teda

(1:p1:p2) = (A:Ap1:Ap2) pre vSetky A # 0.

Dostavame sa tak k formélnej konstrukcii projektivnej roviny, ¢i vSeobecnejsie, n-
rozmerného projektivneho priestoru:

Nech k je pole, potom n-rozmerny projektivny priestor nad k je mnozina priamok v
A" (k), ktoré prechadzaji bodom (0, ...,0). Presnejie, nech ~ je nasledovna relacia
na A"t (k)\ {(0,...,0)}:

(ag,...,an) ~ (ap,...,a,), ak (ap,...,a,) = (Aag,-..,Aa,) pre nejaké X\ # 0, \ € k.

Lahko sa overf, 7e ~ je reldciou ekvivalencie, a teda rozklada mnozinu A" (k)\{(0,...,0)}
na triedy ekvivalencie. Body projektivneho priestoru si potom jednotlivé triedy:

P" (k) = (A" (k) \ {(0,...,0)})/~.

Kazdy bod v P" je takto reprezentovany viacerymi (n + 1)-ticami ¢isiel z k: (ag, . .., an)
a (Aag, ..., ay) (A # 0) urcuju ten isty bod v P". Tieto (n + 1)-tice nazyvame homo-
génnymi suradnicami bodu v P". Pri zapise bodu pomocou jeho stiradnic pouzivame
dvojbodku: (ag : -+ - : ay). Z konstrukcie projektivneho priestoru vyplyva, ze

(ag :---:an) €P"  prave vtedy, ked a; #0 pre nejaké i.

Priklad 3.1. Kruznica v redlnej afinnej rovine predstavuje redlnu projektivnu priamku:
stereografickd projekcia je bijekcia medzi bodmi kruznice a bodmi projektivnej priamky.

Priklad 3.2. Sféra v A3(R) nie je modelom redlnej projektivnej roviny! V tomto pripade
stereografickd projekcia zobrazi celd nevlastni priamku na jediny bod. (Pozor, toto este
nie je dokaz, ze sféra nie je modelom IP?, iba sme sa presvedé¢ili, Ze stereograficks projekcia
v tomto pripade nedava bijekciu.)

Priklad 3.3. Jednotkovy disk, ¢ize kruh v A?(R) spolu s hranicou, t.j. mnozina
{(a,b) | a* +b* <1}
je modelom redlnej projektivnej roviny. Bijekciu mézme popisat v troch krokoch:

(1) vnorfme A% do A3 tak, ze rovinu stotoznime so stradnicovou rovinou z = 0,
(2) premietneme body disku v smere osi z na rotaény paraboloid z — (22 + 3?)
(3) urobime projekciu paraboloidu z bodu (0,0, 1) do roviny z = 0.

(du: vypracovat)

3.2. Krivky v P2,

Priklad 3.4. Krivky v projektivnej rovine chceme definovat podobne ako v afinnom
pripade pomocou polynémov. Uvazujme napriklad polyném f = z120 — 1 € k[20, 21, 22]
a skiisme zistit, ¢i takyto polyném popisuje nejakil mnozinu v projektivnej rovine.
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Nech p = (1:1:1). Potom plati, ze f(1,1,1) =1-1—1 =0 a teda bod p by sme
mohli zaradit medzi body variety. AvSak pre ten isty bod p mame tiezp = (2:2:2) a
tentokrat f(2,2,2) =2-2—1 # 0. Mnozina {(ag : a1 : az) € P? | f(ag,a1,as) = 0} nie
je korektne definovana.

Pouzijeme premennt zp na homogeniziciu pé6vodného polynému: nech

fh = 2129 — zg.
Potom bod p = (1 : 1 : 1) splia rovnost f*(p) = 0 bez ohladu na to, ktoré siradnice
bodu p dosadime za premenné v polynéme f". Vieobecnejsie, nech pre ¢ = (go : q1 :
q2) € P? plati, ze "(qo,q1,q2) = 0. Ak (g} : ¢} : ¢4) s iné stiradnice toho istého bodu
¢, potom (qj : ¢} : ¢5) = (Aqo : Aq1 : Ag2) pre nejaké A. Po dosadeni tychto stradnic do
zhomogenizovaného polynému f" dostévame

(A0, Aq1, A2) = Aidge — (Aq)® = N (g2 — @) = X" (g0, 01, 32) = 0.
Mnozina
{(ag : a1 : az) € P? | fh(ag,al,ag) =0}
je tak korektne definovana.

Definicia 3.5. F € k[zy, ..., 2z, sa nazyva homogénny polynom (forma) stupria d, ak
vsetky jeho ¢leny maju stupen d:
(9) F = Z Ci07...7inzéo ce Z:l”, Cig,....in € k.

Priklad 3.6.

® 21 + zo0 — bz3 — linedrna forma

® 2129 + 2923 + 2123 — kvadraticka forma

e 2} — 2223 — kubickd forma

Lema 3.7. Nech k je nekonecné pole. Potom polyném F € k[zy, ..., z,] je homogénny
stupna d prave vtedy, ked pre vsetky A € k plati

F(X\20,...,A20) = MF(20,. .., 2n).
Dékaz. Zapisme F ako v (9). Nech
F(ag,...,ap) = Z cio,m,inaf)o . ai{" =0.
Nech A € k. Potom plati
F(Xag, ..., ay) = Z Cig,enin ()\ao)io . ()\an)i” = Z )\dci07,_.7,~na6° .. .afL”
= )\ ZCio,...,inU%O . afl” = )\dF(ao, cooyap) =0.

Pre opac¢nu implikaciu rozpisme F ako sucet foriem:
F=F+F+- -+ Fy, kdelF;jeforma stupna i.
Potom pre Iubovolné A € k plati
F(Azo,. .., Azn) = Fo(Az0, ..., Azn) + Fi(Azoy ...y Azn) + -+ For(Az0, ..., Azp)
a podla predchadzajicej casti dokazu potom

F()(Z(),...,Zn) —|—)\F1(Z0,...,Zn> + - —|—)\le(1/(20,.. . ,Zn) - )\dF(Z(),... ,Zn) =0.
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KedZe tento vztah musi platit pre vSetky A a tiez vSetky body projektivneho priestoru,
musi ist o nulovy polynén, ¢ize d = d' a F; = 0 pre i # d. O

Désledok 3.8. Nech F € klz,...,zn) je homogénny polynom. Ak F(ay,...,a,) = 0,
potom aj F(Xag, ..., a,) =0 pre lubovolné \ € k.
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