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Tvrdenie 2.9. Nech f je krivka, l je priamka a P je bod v A?. Nech dalej ¢ : A? — A?
je afinnd transformdcia. Nech f resp. | oznacuji transformovani krivku resp. priamku,
potom Icp(P) (fa l) = IP(fa l)

Dékaz. Pre transformovant krivku mame f(X) = f(o~1(X)). Ak X(t) = (z(t),y(t)) je
parametrizacia priamky [ pred transforméciou, potom ¢(X (t)) je jej parametrizicia po
transformacii. Pre priesekovy polyném tak mame

Flp(X(1) = fle™ e(X(1) = F(X (1)),
kde nalavo je priesekovy polyném krivky a priamky pre transforméciou, a napravo je
ich priesekovy polyném po transformécii. Tymto je tvrdenie ukazané. O

2.2. Singularne body rovinnej krivky.

Priklad 2.10. Nech f € R[z,y], f = y* — 23 — 22 je singuldrna kubické krivka, néd
(angl. node) a |l =y — cz je priamka cez (0,0) s parametrizaciou

xz(t)y=t, y(t)=-ct.
Priesekovy polyném je potom

O(t) = f(x(t),y(t) = f(t,ct) = (¢ —t = 1).
Cize t = 0 je dvojnasobny koren priesekového polynému, a v pripade (a len v pripade)
ked ¢ = £1 je t = 0 dokonca trojnasobnym korenom. Inymi slovami, takmer pre vsetky
priamky cez O = (0,0) je Io(f,l) = 2, a v pripade dvoch priamkoch, konkrétne ked
c==1,je Io(f,1) =3.

Nech P = (p1,p2) je bod krivky f € k[x,y], ¢ize pre Iubovolni priamku ! prechadza-
jucu bodom P plati Ip(f,1) > 1. Nasobnost bodu P na krivke f oznacujeme mp(f) a
rozumieme nou

mp(f) = min{Ip(f,1) |l > P}.
Nésobnost mp(f) = 0 prave vtedy, ked P nie je bod krivky f. Ak mp(f) = 1, bod
P sa nazyva jednoduchy alebo reguldrny bod krivky f. Ak mp(f) = 2 (mp(f) = 3,
mp(f) =r), bod P sa nazyva dvojndsobny (trojndsobny, r-nasobny) bod krivky f. Tiez
mozme povedat, ze krivka f ma v P dvojnasobny (trojndsobny, r-ndsobny) bod. Ak
mp(f) > 1, hovoime tiez, ze P je singuldrny bod krivky f.
Priklad 2.11. Krivka f = (224 y?)%2 +32%y —y® € Rz, y] m4 v (0,0) trojnisobny bod.
Tymto bodom prechadzaju tri vetvy krivky.
Priklad 2.12. Pozor, nie je pravda, ze nasobnost bodu je rovna poctu vetiev krivky
prechadzajiicich cez tento bod, vid napr. krivka f = y?—2? € R[z, y] (singularna kubika,
hrot, angl. cusp.)

Priklad 2.13. Singuldrny bod krivky nemusi byt viditelny na obrazku, vid bumerang
y(z? + y?) — 2t — y*: v redlnej rovine krivka “vyzerd hladko” v (0,0). V komplexne;
rovine by sme videli, ze jej dotykovy kuzel v (0,0) pozostéva z troch priamok.

Cvidenie 2.14. Astroida je krivka f = (1 — 22 — y?)? — 272%y? € R[z, y]. Podobne ako

kruznica mé aj astroida jednoduchi parametriziaciu pomocou goniometrickych funkcii:
(z(t),y(t)) = (cos’t, sin’t), t € (0,2n).

Overte, ze (1,0) je singularnym bodom krivky. Aké dalsie sigularne body este ndjdete?
(Zatial len metéda pokus - omyl.)



10

2.3. Formalne derivovanie. Nech R je okruh bez delitelov nuly, nech R[z] sd poly-
némy nad R. Nech

f@) = fo+ iz + foa® + -+ + faz™ € R[z].
Potom derivdciou polynému p nazyvame polyném
(@)= fi+2fox+ - +nfaa" L.

Indukciou n-ta derivacia polynému f je

= (Y

Takto mame deriviaciu polynému definovand nad lubovolnym polom, dokonca aj nad
okruhom. Takisto mame tymto uz zadefinované aj parcialne derivacie polynémov o viac
premennych, kedze

](7[.’1)1,:1,‘2, s axT] = (k[:Ela sy Li—1y Lit1y e - 7$T])[ajl]

Takto definovand deriviacia mé rovnaké vlastnosti ako derivacia nad R definovana
pomocou limit:

Tvrdenie 2.15. Derivdcia nad R md nasledovné vlastnosti:
(i
ii
(iii

(iv

(v

f+9)=Ff+g pref,g€ Rl
cf) =cf prece R a f € R[x],
f9)' ="rfg+fg pref g€ Rzl
(f") =nf"=tf" pre f € Rlz],

Flor(@), - gn(@) = iy 25 (91(2), -, gn(@)) g} ()
pre gi € R[x] a f € R[xy,...,x,).

(
(
( )

)
)
)
)
)

Dékaz. dua ((i)—(iv) je len mechanické rozpisovanie definicie, (v) staéi ukdzat pre f po-
zostavajuce z jedného ¢lena, a potom aplikovat (i) a (ii).) O

Nech
(3) f(@) = fo+ iz + for® + - + fuz™.
Postupnym derivovanim a dosadzovanim sa lahko presved¢ime, ze
fO)=fo, fO)=F, f1O)=2f ... fO0)=nlfn

Teda zapis (3) polynému f je aj jeho Taylorovym rozvojom v 0. Vseobecnejsie Taylorov
rozvoj f v bode a mame, ak polyném zapiseme v tvare

fx)=co+eci(x—a)+eaz—a)+...co(z—a)

Veta 2.16. (Taylorov rozvoj polynému.) Nech f € R[z], deg f = n a nech a € R. Potom
1 1
f@)=f(a)+ fa)(z = a) + 5 () (@ — a)* 4 - + ﬁf(")(a)(a: —a)".

Doékaz. Nech

(4) fl@) = cotelr—a)+clr—a)?+-- +eulz—a)
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Aby sme zistili hodnoty koeficientov cg, c1, ..., ¢y, derivujme tito rovnost:
fl(x) = c1+42c(x—a)+---+ncy(z—a)" !
f'(x) = 2c2423ca(x —a)+---+ (n— Vne,(z — a)" >

™M@ = nle,

Ked v tychto rovnostiach (véetne (4)) dosadime x = a, dostavame, ze &) = il¢;, a
tvrdenie vety je dokdzané. O

Veta 2.17. (Taylorov rozvoj polynému viacerych premennych.) Nech f € R[x1, ..., zy],
deg f =n a nech (ai,...,a,) € R". Potom

fx1,...,zr) = fla,...,ar)+

. aZ po n-ti mocninu.

Doékaz. Oznac¢me

(5) f(al"’_(xl_al)tv---aar+(xr_ar)t) = g(t)‘
Urobme teraz Taylorov rozvoj polynému g(t) v 0:
"0 (n)
ot) = 90 +g O+ L1024 L

kde jednotlivé koeficienty ziskame derivovanim zlozenej funkcie:
g(O) = f(a17"'7a/7‘)
g 0) = Z gg‘i (aty...,ar)(x; — a;)

2
7O = 3 a) - e - o)

Na zaver v (5) nahradime g(t) jeho Taylorovym rozvojom, polozime t = 1, a tym dosta-
neme dokazovanu rovnost. 0

2.4. Hladanie singularnych bodov krivky. Zatial vieme pre dant krivku a dany
bod overit, ¢i je krivka v tomto bode singularna, a pripadne zistit aj jej nasobnost v
tomto bode. Teraz by sme chceli pre Tubovolnti dant krivku jej singularne body najst.

Tvrdenie 2.18. Nech P = (p1,p2) je bod a f € k[z,y] je rovinnd krivka. Potom P je
m-ndsobngm bodom krivky f prdve vtedy, ked si splnené nasledovné podmienky:

o PeV(f) (tj f(P)=0),
e vsetky parcidlne derivdcie f rddu mensieho ako m si v P nulové,
e cexistuje parcidlna derivdcia f radu m, ktord je nenulovd v P.
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Doékaz. Nech
f(x,y) = ago+aio(z—p1)+ao (y—p2)+a(z—p1)2+air(z—p1)(y—p2)+an(y—p2)*+...

je Taylorov rozvoj polynému f v bode P, teda

<i+ j> 1 Otif 1 otif
aij:

i) T paray D = iiasag T

Priamku cez P parametrizujeme
.’L'(t) =p1 + ut, y(t) = pg + vt,

bod P teda zodpoveda parametru ¢t = 0. Priesekovy polyném potom je

®(t) = ago + (arou + ag1v)t + (a20u2 + ajjuv + a021)2)t2 + ... Cleny vyssich stupriov.
Odtial vidime, ze P lezi na krivke f prave vtedy, ked
(6) agp =0
Bod P je aspon dvojnasobnym bodom krivky f prave vtedy, ked (6) a navyse (ajou +
ag1v) = 0 pre vSetky (u,v). Specidlne, ak (u,v) = (1,0), dostaneme, Ze ajp = 0, a ak
(u,v) = (0,1), potom ag; = 0. Dostdvame teda, ze P je aspon dvojnasobnym bodom
krivky f préve vtedy, ked (6) a navyse

(7) %(P):o a5, (P)=0

Dalej bod P je aspoii trojnasobnym bodom krivky f prave vtedy, ked (6), (7) a navyse
(az0u® + a11uv + agev?) = 0 pre vietky (u,v). Podobne ako predtym moézme postupne
polozit (u,v) = (1,0),(0,1),(1,1) a dostaneme tak podmienku, ze bod P je aspon troj-
nasobnym préave vtedy, ked (6), (7) a navyse
2 2 2

Ol py=o, S o7
Ox? 0x0y Oy?
Tymto spésobom moézme formulovat podmienky pre r-néasobnost bodu na krivke a tvr-
denie je dokazané. O

Désledok 2.19. Nech O = (0,0) je bod a f € k[x,y] je rovinnd krivka. Potom O je

cvvs

of

(P)=0 (P) = 0.

f machddza s nenuloviym koeficientom, je m.

Désledok 2.20. Bod P = (p1,p2) je singuldrnym bodom krivky f prdve vtedy, ked

of of
P)=0, —(P)=0 —(P)=0.
f(P)=0, ZL(P) o (P)
Cvicenie 2.21. N&jdite vSetky singularity astroidy
(a) nad R,
(b) nad C.

Cvicenie 2.22. Overte, ze priamka nemé singularne body.

Priklad 2.23. Krivka y? + 2% + 22 € Rz, y] ma v (0,0) tzv. izolovany singuldrny bod
(izolovani singularitu).

2.5. Dotyé¢nica krivky, dotykovy kuzel. KAG FMFI UK BRATISLAVA

FE-mail address: jana.chalmovianska@fmph.uniba.sk



