2. LOKALNE VLASTNOSTI ROVINNYCH KRIVIEK

2.1. Priamka a krivka v afinnej rovine. Nech f € k[z,y| je rovinnd krivka, nech [ je
priamka 1@ , kde A = (a1, az2), B = (b1, b2). Budeme sktimat prienik priamky a krivky v
afinnej rovine. Priamku [ si vyjdrime parametricky: X = (1—t)A+tB (= A+ (B—A)t),
po rozpisani do suradnic tak mame

x(t) = (1 — t)a1 + tby (: a1 + (b1 — al)t)
y(t) = (1- t)CLQ + tbo (= as + (bg — CLQ)t).
Prienik priamky [ s krivkou f ndjdeme pomocou rovnice

(2) fx(t),y(t)) = 0.

Nastane jedna z dvoch moznosti:

(i) Lava strana v rovnosti (2) je nulovd. To znamend, ze pre lubovolni hodnotu
parametra t lezi bod (x(t),y(t)) priamky [ na krivke f. Priamka [ je teda kom-
ponentou krivky f.

(ii) Lava strana v rovnosti (2) nie je nulovd, mame tak polynomickd rovnicu pre ¢,

priamky [, ked ¢ je korenom rovnice (2).

Na polyném na lavej strane rovnosti (2) sa budeme odkazovat aj ako na priesekovy
polyndm krivky f a priamky [. Celi rovnicu (2) budeme nazyvat tiez priesekovou rovicou.

Ako jednoduchy dosledok predchédzajiceho pozorovania dostavame nasledovntd lemu.

Lema 2.1. Nech f je krivka stupnia d > 1 a nech l je priamka. Akl nie je komponentou
[ (tj. ak V(1) € V(f)), tak priamka | pretina krivku f v najviac d bodoch.

Velku cast semestra sa budeme zaoberat zdokonalovanim tohto vysledku az po zndmu
Bézoutovu vetu, ktora presne popisuje pocet priesekov dvoch rovinnych kriviek.

Cvicenie 2.2. Néjdite spolo¢né body jednotkovej kruznice z2+y? —1 a priamky urcenej
bodmi (—1,0) a (1,1).

Priklad 2.3. Nech f =y — 22 je parabola v A%(R) a p nech je priamka prechddzajtica
zaciatkom siradnicovej ststavy, teda p ma rovnicu y = cx, kde ¢ € k popisuje sklon
(smernicu) priamky.

Priamka a krivka maji takmer vzdy dva spoloéné body: (0,0) a (¢, c?). Ked sa hodnota
¢ blizi k (0,0), oba priesecniky sa k sebe priblizuju, az nakoniec splyni do jedného bodu.

Opacénym smerom sa na t1ito situdciu mézme pozriet takto: parabola y —x? a priamka
y = 0 maju spolo¢ny iba jeden bod. AvSak pokial by sme zadanie trosticka pozmenili,
Cize ak by sme velmi mélo zmenili koeficienty v definujtcich rovniciach, tento bod sa
rozpadne na dva body.

Vsimnime si, ze priesekovy polyném mé v tomto pripade v danom prieseku dvojna-
sobny koren. Situaciu teda vieme podchytit aj algebraicky.

Cvicenie 2.4. Uvazujte kubicki parabolu y = 2® a podobne ako v predchadzajicom
priklade sledujte jej prieseky s priamkami cez (0,0). Kolko spolo¢nych bodov viete vo
vseobecnosti najst? Co sa deje, ked smernica priamky ide k nule?
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Nech f je rovinnd krivka, [ priamka a P bod. Potom symbolom Ip(f,[) budeme ozna-
covat priesekové cislo alebo priesekovii ndsobnost, a budeme nim rozumiet nasledovnu
hodnotu:

(i) Ak P ¢ V(l), potom Ip(f,1) =0.

(ii) Ak P € V(I) al je komponentou f, potom Ip(f,1) = occ.

(iii) Ak P € V(I) a [ nie je komponentou f, potom Ip(f,l) je nasobnost ¢y, ako
korena priesekového polynému ®(t) = (f(z(to),y(to))) (t.j. exponent pri (¢ — o)
vo faktorizédcii ®(t)), kde to je parameter zodpovedajici bodu P na priamke (¢ize
P = (z(to), y(to)))-

7 doterajsich ivah dostavame aj spresnenie Lemy 2.1:

Lema 2.5. Nech f je krivka stupnia d > 1 a nech l je priamka. Akl nie je komponentou
f, tak

S In(f,) < deg(f).
Pev(l)
Nie je mozné namiesto nerovnosti v Leme 2.5 dokazat rovnost, aj ked pocitame vsetky
priesecniky so spravnymi nasobnostami:
Cvicenie 2.6. Nech f = 3% — 2% — 22. N4jdite pomocou priesekového polynému prie-

secniky tejto krivky

(a) s z-osou,
(b) so zvislou priamkou cez (—1,0).

Nasa definicia priesekového c¢isla mé jeden problém: jeho vypocet je viazany na kon-
krétnu parametrizdciu priamky. Aby sme mali istotu, Ze definicia je korektnd, potrebu-
jeme sa presvedcit, ze Ip(f,[) nezévisi od toho, aku parametrizaciu priamky si zvolime.

Tvrdenie 2.7. Priesekové cislo Ip(f,1) zdvisi len od I, f a P, a nezdvisi od parametri-
zdacie priamky .

Doékaz. Nech [ = jﬁ = Cﬁ, ¢o nam dava dve parametrizacie priamky [, kvoli prehlad-
nosti budeme parametre v nich oznacovat réznymi pismenami:
X(t) = (1-t)A+1tB,
X(uw) = (1—=u)C+uD.
Presekové polynémy vzhladom na jednotlivé parametrizécie oznac¢ime ¢ a W:
o(t) = f(1—-t)A+tB),
U(u) = f((1—-u)C+uD).

Medzi parametrizdciami pomocou ¢ a u existuje sivislost, ktord vieme vyjadrit linedrne.
Nech bod A zodpoveda v parametrizicii pomocou C, D parametru u 4, podobne pre B:
A = (1—wuax)C+uaD,

B = (1-up)C+upD.

X(t) = (1—-t)A+tB
= (1-t)((1—=ua)C+usaD)+t((1—up)C+up)
= (1—=((1—=t)ua+tup))C + ((1 —t)ua + tup))D = X (u(t)).
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Mame tak, ze u = u(t) = (1 — t)ua + tup, ¢ize ked mame priamku [ parametrizovani
parametrom u (pomocou C, D), vieme ju jednoducho reparametrizovat pomocou A, B.
Podobne, ked pozndme priesekovy polyném W(u) (= priesekovy polyném vzhladom na
parametrizaciu pomocou C, D), Tahko z neho ziskame aj priesekovy polyném ® (= prie-
sekovy polyném vzhladom na parametrizaciu pomocou A, B): ®(t) = ¥(u(t)). Bod
priamky [, ktory v parametrizacii cez A, B zodpoveda parametru t;, v parametrizacii
cez C, D zodpovedd parametru u; = (1 — t;)ua + t;up. Odtal potom mame, ze
u—u; = (1 —t)ug +tup — (1 — t;)ua + tiug) = (t — t;)(up —ua).
Teda ak
U(u) = (u—u)P ... (u—uy)
je faktorizacia W(u) nad k, potom
O(t) = (up — ua)¥8  (t — ). (t —t,)%

je faktorizacia ®(t) nad k. O

Na zaver si este ukazeme, ze priesekova nasobnost nezavisi ani od volby stradnicovej
stustavy. Vyskusajme si to najprv na priklade.
Priklad 2.8. Majme krivku f =y — 22, uvazujme jej prieseky s priamkou [ = y — 2x.

Priamku si parametrizujme:

z(t) =t, y(t) =2t
ide o parametriziciu cez body A = (0,0) a B = (1,2), teda X(¢t) = (1 —t)A + tB.
Zodpovedajuci priesekovy polyném je
B(t) = F(X(1) = fx(t),y(t) = y(t) — 2*(t) = 2t — 2,

odkial uz Iahko vycitame, ze f a [ maji dva priesecniky nasobnosti 1: (0,0) a (2,4).

Zobrazme teraz f aj [ afinnou transformaciou (:

p: (z,y) = (2,9)=1+z+y1+y).

Pre inverznu transforméciu tak mame

90_1 : (jvg) = (:L'ay) = (j_g,g_l)'

Odtial rovnica pre transformovanu krivku je
f=f@-0,9-1)=-+28§— 7 +§— L.
Parametrizacia transformovanej priamky je
= 1+3t
14 2¢.

N

<

(VsSimnite si, Ze bod priamky (0,0) zodpovedajici parametru 0 sa zobrazi do bodu
(1,1), ktory na transformovanej priamke zodpoveda tiez parametru 0; podobne pre bod
priamky zodpovedajici parametru 1.)

Pre priesekovy polyném po transformaécii tak mame
F@®).g(t) = =2t +22(t)g(t) — (1) + §(y) — 1
= (14324201 +3y)(1+2t) — (1 +2t)> + (1 +2y) — 1
= 2t — 12
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Tvrdenie 2.9. Nech f je krivka, l je priamka a P je bod v A?. Nech dalej ¢ : A? — A?
je afinnd transformdcia. Nech f resp. | oznacuji transformovani krivku resp. priamku,

potom Icp(P) (]Ea l~) = IP(fa l)

Dékaz. Pre transformovani krivku mame f(X) = f(o 1(X)). Ak X(t) = (z(t),y(t)) je
parametrizacia priamky [ pred transforméciou, potom ¢(X (t)) je jej parametrizacia po
transformadcii. Pre priesekovy polyném tak mame

Fle(X (1)) = fle™ (p(X(1)) = F(X(1)),
kde nalavo je priesekovy polyném krivky a priamky pre transforméciou, a napravo je
ich priesekovy polyném po transformécii. Tymto je tvrdenie ukizané. O

2.2. Singularne body krivky, dotyénica, dotykovy kuzel. KAG FMFI UK BRATISLAVA
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