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7. VYUZITIE REZULTANTOV PRI RIESENI SUSTAV POLYNOMICKYCH ROVNIC

Priklad 7.1. Pomocou rezultantov najdeme spolo¢né body dvoch rovinnych kriviek:
hyperboly popisanej polynémom f = zy — 1 a kruznice popisanej ¢ = 2% + y? — 4.
Hladame teda riesenia sustavy dvoch rovnic o dvoch neznamych.

KTicovym je nasledovné preformulovanie problému: ak f a g chdpeme ako polynémy
jednej premennej x nad k[y], kedy maji tieto dva polynémy spoloény koren? Podla
Vety 4.7 je to prave vtedy, ked Res,(f,g) = 0. Polyném f je linedrny v x, polyném g
zas kvadraticky. Mame

y —1 0
Res;(f,9) =10 vy -1 =yt — 4?4+ 1.
1 0 y>—4
Stistava mé Styri rieSenia: y-stradnica je rieSenim rovnice y* — 4y? + 1 = 0. Kazdému
z tychto rieseni zodpoveda jedna hodnota pre z-siradnicu, ¢ize dokopy tak dostaneme
presne Styri spoloéné korene dvoch polynémov z k[z].

Priklad 7.2. Najdime prienik kriviek V(f),V(g) C A%(C), kde

f = axy—1
g = 2?y+y?—4

Rezultant polynémov f, g vzhladom na premennt x je

Res;(f,9) =y' —4y® +y = y(y® — 4y + 1).
Pre y = 0 vSak neexistuje ziadna hodnota x taka, aby bod s tymito stiradnicami lezal
na oboch krivkéch.

Preskimame blizsie, ¢o geometricky popisuje rezultant dvoch polynémov v k[x, y].

Skuisme sa pozriet na Sylvestrovu maticu ako na maticu zobrazenia. Pre jednoduchost
uvazujme situdciu, ked f,g € k[x], kde deg f = m, degg = n a k je pole. Sylvestrovu
maticu polynémov f a g moézeme chapat aj ako maticu zobrazenia linedrnych priestorov.

Oznacme si ako Py mnozinu vSetkych polynémov v k[x], ktorych stuper nie je vacsi ako
d, potom P; je (d + 1)-rozmernym vektorovym priestorom nad k. Uvazujme zobrazenie

d: (p,q) = pf+ag (p,q€ klz]).
Ak budeme za p brat len polynémy stupna maximéalne n—1 a za ¢ zas polynémy stupna
maximélne m — 1, mame zobrazenie priestorov
0: Py 1® Pp1— Pruyn-1, (p,q)'—>pf+qg.
Oba priestory, P,,—1® Pn—1 aj Ppin—1 st vektorovymi priestormi dimenzie m +n a pre

zobrazenie  plati

e 0(c-(p,q) =c-6((p,q) Y€k, V(p,q) € Poo1 & P,
e ((p1,q1) + (p2,42)) = 6((p1, 1)) + 0((p2,42))  Y(P1,q1), (P2, q2) € Po1 ® Prn1,

Cize J je linedrnym zobrazenim. Preto po zvoleni baz v oboch priestoroch sa da takéto
zobrazenie popisat stvorcovou maticou stupna m + n.

V priestore Py, 4n—1 si zvolme Standardni monomialnu bazu

xm+n—1 7 xm—i—n—Z ’

e 2y
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v priestore P,,_1 ® P,,—1 zas kombinaciu standardnych béz podpriestorov, ¢ize
(z"1,0), (z"72,0), ..., (x,0),(1,0), (0,2™1),...,(0,z),(0,1).

Matica zobrazenia § potom v i-riadku obsahuje siradnice obrazu i-teho bazového vek-
tora priestoru P,_1 @ P,,—1 vzhladom na zvolent bazu priestoru P, 1,—1 (to plati pre
riadkovi konvenciu, ked vektory zapisujeme ako riadky siradnic, pri stipcovej konvencii
bude matica transponovand). Pre bazy priestorov, ktoré sme si zvolili, budi koeficienty
obrazov prvych n bazovych vektorov (z¢,0) tie isté ako koeficienty polynému f, len
»posunuté” dolava podla stupnia ¢. Podobne pre zvysnych m bézovych vektorov dosta-
neme prislusné posunutie koeficientov polynému g. Vidime, ze matica nasho zobrazenia
je presne Sylvestrova matica polynémov f a g. Toto chdpanie Sylverstrovej matice nam
teraz pomoze dokazat nasledovné tvrdenie.

Veta 7.3. Nech f,g € k[z1,...,x,]. Potom existuji polynémy p,q € k[z1,...,x,] také,
ze
Resz, (f,9) = pf +q9.

Dokaz. Z definicie rezultantu je zrejmé, ze Resy, (f, g) je polyném, presnejsie Res,, (f, g) €
klxa,...,zy]. Cramerovym pravidlom ukazeme, Ze Res,, (f,g) sa d& napisat ako komi-
nacia f a g.

Nech A je Iubovolna $tvorcova matica stupna n, a nech adA oznacuje adjungovant
maticu k matici A, ¢ize
adA;; = (=1)"™"7] 4,
kde A;; je podmatica A, ktort ziskame vynechanim j-teho riadku a i-teho stfpca).
Potom plati (Cramerovo pravidlo):

A-adA =adA- A = |A|L,.

Aplikovanim tohto pravidla na Sylvestrovu maticu dostavame

adSyl(f,g) - Syl(f,g) = Resq, (f,9)In, kde N =deg f + degy,

Po vynésobeni zlava maticou (0 ... 0 1) dostdvame

(0 ... 01)-adSyl(f,g)-Syl(f,9) = Resz (f,9)(0 ... 01), Ccize
(vi .- wn)-Syl(f,9) = (0 ... 0Resy, (f,9)).

Uz sme si vysvetlili, ze Sylvestrova matica je maticou zobrazenia linearnych priestorov
alebo vSeobecnejsie modulov nad R, kde teraz R = k[za, ..., x,]: iSlo o zobrazenie, ktoré
dvojici polynémov (p, ¢) priradi polyném pf + gg. Vidime, Ze toto zobrazenie vektor so
suradnicami vy, ..., vy, ktory reprezentuje dvojicu polynémov (le?_l +-t U121+
Un, vn+1x§”71+- -++wvn_121+vpN), zobrazi na vektor so suradnicami 0, . .., 0, Res,, (f,9),
ktory zas reprezentuje polyném Oasjlvfl + -+ 0x1 + Resg, (f, g). Teda nasli sme p,q €
klxy1,...,z,] také, ze Resy, (f,9) = pf + q9. O

Déosledok 7.4. Ak (a1,as9,...,ay) je spolocnym koreriom f a g, potom jeho priemet
m(ay,ag,...,a,) = (ag,...,a,)

je koreriom Resy, (f, g).
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Pouzivat rezultanty pri hladani spolo¢nych bodov dvoch kriviek je teda korektny
postup: v Priklade 7.1 polyném Res;(f, g) popisuje varietu, ktora urcite obsahuje vSetky
body priemetu prieniku V(f) a V' (g) na y-os. Potom z-stiradnicu mézeme dopocitat bud
dosadenim konkrétnej y-suradnice do f a g, alebo eSte ndjdeme rezultant

Resy(f,9) = 2t — 42? + 1.

Dostaneme tak styri moznosti pre hodnotu z-stradnice, tiez mame Styri moznosti pre
hodnotu y-stradnice, dokopy tak otestujeme 16 bodov, spomedzi ktorych tak vyberieme
rieSenia.

Priklad 7.2 zas ukazuje, ze priemet mnoziny spolo¢nych korenov f a g na poslednych
n — 1 stradnic naozaj méze byt vlastnou podmnozinou V (Resz, (f,9)).

Priklad 7.5. Najdime vSetky raciondlne body (t.j. body, ktorych siradnice si raci-
ondlne ¢isla) leziace na krivkach V(f) a V(g), ak

f = 2%y —3xy®+ 2> — 3y
g = zdy+a®—4y®> —3y+1.

Vypoéitame rezultanty (aj vypocet rezultantu aj faktorizaciu urobime pomocou ne-
jakého systému pocitacovej algebry):

Res.(f,g) = —108y° —513y% — 92997 — 738y° — 1495 + 112y* + 37¢° — 143> — 3y + 1

1 4 1
= —108(y +1)°(y — Z)(y3 ~5Y+ 50

Priemet priese¢nikov na y-os teda obsahuje najviac 2 racionalne body. Podobne néjdeme
priemet priese¢nikov na x-os:

Resy(f,g9) = 0.

O tomto priemete tak nevieme povedat ni¢. Nemo6zme preto jednoducho zobrat vsetky
moznosti pre z- a y-suradnice a dosadzovanim spomedzi nich vybraf riesenia, ale budeme
rozsirovat ¢iato¢né riesenia ziskané z rovnice Resz(f, g) = 0.

Ak y = —1, potom f(x,—1) = 0 pre vSetky z, podobne g(z,—1) = 0 pre vSetky x.
Krivky f a g teda obsahuju priamku y + 1.

Ak y = %, potom stustava f(x, %) = g(z, i) = 0 m4 rieSenie x = 0, a tak poslednym
racionalnym priese¢nikom f a g je bod (0, %)

Sice je rezultant definovany len pre dva polynémy, mozno ho pouzit aj na hlada-
nie spolo¢nych koreniov viacerych polynomickych rovnic. Napriklad, ak chceme néjst
spolo¢né korene polynémov f,g,h € k[x,y, z], mo6Zme konStruovat priemety postupne:
V(Res,(f,g)) C A? obsahuje priemety koretiov f = 0, g = 0 do zy-roviny, podobne
V (Res,(f,h)) C A% obsahuje priemety koretiov f = 0, h = 0, takze V (Res.(f, ), Res,(f, h))
obsahuje priemety korenov f = 0, g = 0, h = 0 do xy-roviny. Pomocou rezultantov
najdeme potencidlne priemety na z-os, podobne potencidlne priemety na y-os. Potom
este analogickym postupom najdeme potencidlne priemety na z-os. Ak dostaneme len
konec¢ne vela moznosti pre hodnotu kazdej stradnice, jednoducho dosadime vsetky moz-
nosti do p6vodnych rovnic f = g = h = 0, a tak ndjdeme vSetky korene polynémov
fr9,h € Klz,y, 2].
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