UVOD DO ALGEBRAICKEJ GEOMETRIE

JANA CHALMOVIANSKA

AFINNY PRIESTOR (VELMI NEFORMALNE OPAKOVANIE)

Afinné/euklidovské priestory: pracoval s nimi (a velmi dobre im rozumel) uz Euklides
cca. 300 rokov pr.n.l.

Vektorové priestory:

e objekty: vektory
e struktura: vektory vieme scéitavat a ndsobit skalarmi
e vyznamny vektor: O:
— v kazdom vektorovom priestore,
— v kazdom podpriestore,
— nemeni sa pri zmene bazy
— po zavedeni skaldrneho stéinu ma vzdy nulovd dizku,
— je kolmy na vsetky ostatné vektory

Vektorovy priestor nad polom k dimenzie n je izomorfny s k™: vektory si n-tice ¢isel z

k.

Afinny priestor: podobny vektorovému, ale “neukotveny”, neexistuje ni¢ ako nulovy
bod (jedina zdsadnd odlisnost od vektorového priestoru).

e bod — poloha
e vektor — posunutie, pohyb, translacia

Afinny priestor ste zrejme mali definovany ako trojicu:

e 3 — mnozina bodov,
e VV — vektorovy priestor nad polom k,
e +: B xV — B — binarna opericia splnajica nejaké vlastnosti.

Afinny priestor ste asi oznacovali A = (B,V,+), kvoli zdorazneniu jeho bodovo-
vektorovej struktiary. Dimenzia dim A = dim V.

Tak ako v pripade vektorovych priestorov, aj v afinnom priestore mame po zavedeni
stradnic bijekciu medzi B a k™, kde n = dim A.

Odteraz pre néas afinny priestor nad polom k£ bude A = A" = A™(k) = k™. Bodovo-
vektorova struktira je stale pritomna, ale uz ju v oznaceni nebudeme zdoéraznovat.

Spravidla budeme pracovat v afinnej rovine, t.j. v A2, neskor v projektivnej rovine.
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1. AFINNE ALGEBRAICKE MNOZINY

Symbolmi k[x], k[x,y], vSeobecne k[z1,...,z,] budeme oznacovat mnozinu vsetkych
polynémov nad polom k. Polynémy zjavne tvoria vektorovy priestor. Okrem scitova-
nia mame aj operaciu nasobenia dvoch polynémov (s nejakymi vldastnostami). Takejto
struktire budeme hovorit okruh. Pre uplnost formélna definicia (detailenjsie ich budete
studovat na algebre):

Definicia 1.1. Komutativny okruh (s jednotkou) je neprazdna mnozina R s dvoma
bindrnymi operaciami +: RxR — R,.: RXR — R, ktoré splnaji nasledovné vlastnosti:

(i) (R,+) je komutativna grupa, Cize

e a+ (b+c) = (a+b)+ cpre vietky a,b,c € R,

e a+b=>b+ a pre vietky a,b € R,

e 10 € R s vlastnostou, ze 0+ a = a pre lubovolné a € R,

e pre kazdé a € R existuje (—a) € R také, ze a + (—a) =0,
(ii) (R,.) je komutativny monoid, ¢ize

e a.(b.c) = (a.b).c pre vsetky a,b,c € R,

e a.b =b.a pre vSetky a,b € R,

e dl € R s vlastnostou, ze 1.a = a pre lubovolné a € R,
(iii) pre vSetky a,b,c € R plati a.(b+¢) = a.b+ a.c

Pozndmka 1.2. Znamienko nasobenia budeme zvycajne zo zapisu vynechévat.

Slovo “komutativny” v definicii sa vztahuje na komutativnost nasobenia. Slovo “jed-
notka” sa vztahuje na neutralny prvok vzhladom na nasobenie.

Priklad 1.3. V nasledovnych mnozindch mame standardne definované operacie s¢itania
a nasobenia:

e 7 — mnozina vsetkych celych ¢isel tvori komutativny okruh s jednotkou.

e Ak k je pole, tak k je aj komutativny okruh s jednotkou. Byt polom je silnejsia
vlastnost nez byt okruhom.

e M, (R) — mnozina vsetkych stvorcovych matic stuptia n (n je prirodzené ¢islo)
nad polom redlnych ¢isel tvori okruh s jednotkou, ale nie komutativny, lebo
nasobenie matic nie je komutativne.

e klxy,...,x,] je komutativny okruh s jednotkou.

Stupen polynomu f € k[xi,...,x,], deg f, je maximélny stupen ¢lena, ktory sa v f
vyskytuje s nenulovym koeficientom. Pre f = 0 definitoricky deg f = —oo0.

Nech f € klr,y]. Bod A = (a1,a2) € A%(k), pre ktory plati f(a1,a1) = 0, nazy-
vame koreriom polyndému f, analogicky pre f € k[x1,...,z,]. Pre A = (a1,a2) budeme
f(a1,a2) zapisovat aj f(A).

Nech fi,..., fr € k[z,y]. Mnozinu vsSetkych spolo¢nych korenov danych polynémov
(t.j. mnozinu {A € A%(k) | f;(A) =0, i = 1,...,7}) nazyvame afinnou algebraickou
mnozinou, oznacovat ju budeme V' (f1,..., fr).

Priklad 1.4. Linearna varieta je afinna algebraickd mnozina: je to mnozina vsetkych
rieseni stustavy linedrnych rovnic.

Priklad 1.5.

e {(cost,sint |t € (0,27)} je afinn4 algebraickd mnozina V(22 + y* — 1)



e zjednotenie stiradnicovych osf v A2 tvori afinnii algebraicktt mnozinu V (zy)

° V(y2 —xy — x2y + x3) najdeme lahko, ked si v§imneme, Ze y2 —xy — x2y +23 =
(y —2%)(y — ).

o V(y?— 23 —2?)

o V(y? — 2% + 1)

o V(22 —1,y)

1.1. Afinné algebraické mnoZiny v Al. Afinn4 algebraickd mnozina v A!(k) je mno-
zina spolo¢nych rieseni niekolkych polynomickych rovnic: X =V (fi,..., f.), fi € k[z].

(a) Vybavme najprv Specidlny pripad, ked vSetky polynémy st konstanty 0. Vtedy
mame, ze X = V(0) = Al

(b) Nech fi,..., fr nie st nulové polynémy. Predpokladajme, zZe tieto polynémy st
nestudelitelné, to znamen4, Ze nemaju spolo¢ny koren, a preto X = (.

(c) Nech d € k[x] je najvacsi spolocny delitel polynémov fi,..., f., kde degd >
0. Ak k je algebraicky uzavreté, polyném d faktorizuje na linedrne ¢leny, d =
(x —ar)(z —az)...(x —as) a ay,...,as st vSetky spolo¢né korene polynémov
fis..., fryapreto X = {aj,...,as} je konetnd mnozina. Ak k nie je algebraicky
uzavreté, stale je X kone¢nd mnozina, moéze byt pripadne i prazdna.

(d) Opac¢ne, nech M = {ay,...,a,} C A? je Tubovolna koneéna mnozina. Potom
M=V((z—a1)(r—a2)...(x —ay)), teda M je afinna algebraickd mnozina.

Vidime, Ze afinné algebraické mnoziny v Al(k) st presne vsetky koneéné podmnoziny
Al(k), a samotna mnozina A®.

1.2. Krivky v A2. Definujme si na k[z, y] nasledovni bindrnu reldciu: pre f, g € k[x, ]
mame f ~ g prave vtedy, ked existuje a € k, a # 0 také, ze g = af. Relacia ~ je relaciou
ekvivalencie (du), preto definuje rozklad k[z, y] do tried ekvivalencie. Triedy ekvivalencie
klx,y] podla tejto reldcie okrem tried [0] a [1] nazyvame rovinné krivky. Teda rovinna
krivka je polyném modulo nasobenie nenulovymi skaldrmi.

Tiez ste sa mohli stretnaf s terminolégiou, ze pri danej relacii sa ekvivalentné poly-
némy nazyvajui asociované (lisia sa iba ndsobenim jednotkou, t.j. invertibilnym prvkom).
Teda asociované polynémy urcuju tu istu krivku.

Ak deg f = 1, hovorime, ze [f] je priamka. Ak deg f = 2, potom [f] je kuZelosecka.
Ak deg f = 3, tak [f] je kubika alebo kubickd krivka.

S tymto porozumenim budeme ¢asto samotny polyném f v k[z,y] nazyvat rovinnou
krivkou, rozumiet budeme triedu ekvivalencie polynému, t.j. [f]. Napriklad namiesto
“krivka [y? — 23 — 2%]” budeme hovorit “krivka y? — 23 — 227, pripadne dokonca “krivka
y? = 23 + 22”. Tato nepresnost nam odlahéi inak tazkopadne vyjadrovanie, a nemala by
sposobit ziadne nedorozumenie.

Pre¢o nestotoznit krivku s polynémom: naozaj nechceme rozlisovat medzi y — 22 a

222 — 2y, chceme, aby to bola té ista krivka.

Preco nestotoznit krivku s mnozinou korenov polynému: chceme rozlisovat napriklad
medzi 22 a x. Sice plati, ze V(22?) = V(x), no prva krivka je dvojndsobn4 priamka, krivka
stupna 2, mozno ju poznate ako singuldrnu kuzelosecku, a druhd krivka je obycajnd
priamka, krivka stupna 1, a takto ich chceme rozliSovat aj nadale;j.



Okruh k[z,y] je okruhom s jednoznacnym rozkladom, teda kazdy polyném f € k[x, y]
sa d& jednoznacne zapisat v tvare

(1) f:flel 262"' ﬁrv 61'21’

kde f; st ireducibilné polynémy a f; o¢ f; pre i # j. Zapis (1) na nazyva ireducibilngm
rozkladom polynému f. Jednoznacnost sa mysli az na poradie a asociovanost, t.j. ak

di d 3
f:911922---gg

je iny ireducibilny rozklad, tak s = r a po vhodnom preusporiadani gi,...g, mame
fircgiae=di,i=1,...71.

Nech teraz f € k[x,y] je rovinna krivka a nech
f — ffl ;2 €r
R

je ireducibilny rozklad polynému. Potom krivky f; nazyvame komponentami krivky f,
pricom e; je ndsobnost komponenty f;.

Ak r =1, krivka f je ireducibilndg. Ak ey = --- = e, = 1, krivka f je redukovand.

Pozor, pojem ireducibilnej krivky nie je ekvivalentny pojmu ireducibilného polynému!
Ireducibilny polyném zodpoveda ireducibilnej redukovanej krivke, no naopak to neplati.

1.3. Afinné algebraické mnoziny v A% Euklidovsky okruh (neformélne) je taky
okruh s jednozna¢nym rozkladom, v ktorom funguje Euklidov algoritmus na najdenie
najvacsieho spolo¢ného delitela dvoch prvkov.

Cvicenie 1.6. Okruh celych ¢isel Z je okruhom s jednozna¢nym rozkladom. Pomocou
Euklidovho algoritmu najdite najvacsi spolo¢ny delitel ¢isel 21 a 15 a vyjadrite ho ako
ich kombinéciu.

Cvicenie 1.7. Okruh polynémov o jednej premennej nad polom je okruhom s jedno-
zna¢nym rozkladom. Pomocou Euklidovho algoritmu néajdite najvacsi spolo¢ény delitel
polynémov z% + x a 2 — 1 a vyjadrite ho ako ich kombindciu.

Lema 1.8. Nech f, g € klz,y|, nech f je ireducibilng a nech g nie je delitelny polynémom
f. Potom f a g maju len konecne vela spolocnijch koreriov.

Dékaz. Nech f obsahuje premennt z, t.j. f ¢ k[y]. Polynémy f a g mézme chépat ako
prvky k(y)[z], teda ako polynémy jednej premennej nad polom k(y) vsetkych racionél-
nych funkcii nad k.

Plati, ze f je ireducibilny aj v k(y)[x]: sporom predpokladajme, 7e naopak f = fi fa,
kde fi,f2 € k(y)[z], degfi > 1, degfo > 1 (mysli sa stupeii v z). Po vynasobeni
rovnosti najmensim spoloé¢nym ndsobkom menovatelov d dostaneme rovnost polynémov
v klz,yl: df = fifs, kde d € kly], 1 < deg, f1 < deg, f, 1 < deg, f> < deg, f. KedZe f
je ireducibilny, musi platit f|fi alebo f|fa, ¢o je vzhladom na stupne tychto polynémov
pri x spor.

Dalej rovnakym sposobom ukaZeme, Ze g nie je delitelny polynémom f ani v k(y)[z]
(du).

Polynémy f a g st preto aj v k(y)[x] nestdelitelné. Kedze k(y)[z] je euklidovsky okruh,
z Euklidovho algoritmu dostaneme vyjadrenie pf 4+ gg = 1, kde p,q € k(y)[z]. Znovu
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po vynasobeni rovnosti najmensim spoloénym nasobkom menovatelov médme rovnost
polynémov

pf+a9=d,
kde p,q € klz,y] a d € k[y]. Ak (a1,a2) je spolo¢ny koren f a g, potom ag je korenom
polynému d. Teda méame len konec¢ne vela moznosti, aki hodnotu méze nadobtudat druhé
suradnica spolo¢ného korena.

Tak isto ukdzeme, Ze existuje len konec¢ne vela moznosti pre hodnotu prvej stradnice
spolo¢ného korena, ¢im je tvdrenie lemy dokézané. (|

Tvrdenie 1.9. Nech f,g € k[z,y] su nesidelitelné polyndmy. Potom V(f,g) =V (f)N
V(g) je konecnd mnozina.

Dékaz. Nech f = fi* ... f¢" je ireducibilny rozklad polynému f. Zrejme
VH =Vt ) =V(Hi-.. fr)=V(fi)U---UV(f).

Teraz uz len staci aplikovat predchadzajicu lemu na dvojice f;,g prei =1,...,r. O

Afinné algebraickd mnozina v A?(k) je mnozina spoloénych koretiov niekolkych po-
lynomickych rovnic: X = V(f1,...,fr), fi € k[z,y]. Zistime teraz, ako mdézu afinné
algebraické mnoziny vyzerat.

(a) Ak vSetky f; st konstanty 0, potom X = V(0) = A2

(b) Nech fi,..., f; nie st nulové polynémy. Predpokladajme, Ze tieto polynémy si
nesudelitelné. Potom podla ukézanej vety existuje len koneéne vela bodov (a1, as)
takych, ze fi(a1,a2) = -+ = fr(a1,a2) = 0, ¢ize X pozostédva z konecného
(mozno aj nulového) poc¢tu bodov.

(c) Nech d € k[x] je najvacsi spolocny delitel polynémov fi,..., f., kde degd >
0. Potom méme polynémy f1,..., f. také, ze fr = dff,..., fr = df}, pricom
NSD(f{,..., fl) = 1. Potom zrejme X = X; U X, kde X; = V(d) a X2 =
V(f{,-.., fl). Mnozina X; je mnozinou bodov rovinnej krivky d a mnozina Xy
pozostava z kone¢ného poctu bodov (vid pripad (b)).
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