LINEARNA ALGEBRA A GEOMETRIA 3

Ospravedlnujem sa, ze sa mi nepodarilo prist na prednasku v rano 5.12. Bohuzial kvdli nehode
niekde na Lafranconi bola na dialnici koléna az po Stupavu, a tak mi cesta do prace trvala skoro
o dve hodiny dlhsie nez zvycajne.

Co sa tyka materidlu, rada by som uzavrela tému linedrnych variet. Ostévaji uz iba dve
prednésky, a tie by som chcela venovat kvadratickym dtvarom, ¢o st v rovine kuzelosecky. Preto
pripdjam zvySok k linedrnym varietdm (je tam i nejaky prekryv s poslednou predndskou, pre
uplnost) aj s nejakymi prikladmi na poéitanie. K vzdialenostiam je najndroc¢nejsou castou vediet
spocitat vzdialenost dvoch mimobeznych priamok v E3. Pri uhloch staéi vediet narabat s uhlami
priamok v rovine (aj ked tedriu méte pre iplnost uvedenti vSeobecnejsie).

Budici tyzden na prednaske by sme sa pozreli na priklady, ktoré Vam robili problém, a presli

by sme na kuzelosecky.

1. LINEARNE VARIETY

1.1. Vzdialenost linearnych variet.

Definicia 1.1. Vzialenost linedrnych variet o, 8 je vzdialenost mnozin ich bodov
laf| =inf{|XY|| X € a,Y € 8}.
Nasledujice tvrdenia ukazuju, ze v definicii vzdialenosti linedrnych variet sa infimum naozaj
nadobtda, t.j. Ze existuji body A € «, B € (3 také, ze |af| = |AB].
Tvrdenie 1.2. |Aa| = |AAZL]|.

Doékaz. X € a Tubovolny, potom X — A = (X — AL) + (AL — A), a teda z kolmosti
X = AP == X — AL + |AL - AP,
¢ize |AX| > |AAZL|. O

Vypocet vzdialenosti bodu A od linedrnej variety «:

(1) ndjdeme AL,
(2) vypocitame |AAL|.

Specidlny pripad, ked « je nadrovina, sme odvodili na prednéske:

Tvrdenie 1.3. Nech P = (p1,...,pn) a « je nadrovina dand vseobecne ajx1+- - -+anx,+ag = 0.
Potom

_aipr + .. anpy + aol

a% + N + al%
Uloha 1. Na priamke p: x1 425 —8 = 0 najdite také body, ktoré st rovnako vzdialené od bodu
P =(2,8) i od priamky ¢: 1 — 322 +2=0.
Uloha 2. Uréte mnozinu vietkych bodov X, pre ktoré |Xp| = 3|Xq|, ak p: 2 +y —1 = 0,
q: 2z —y+2=0.

Uloha 3. Uréte vieobecné rovnice dotyénic zostrojenych ku kruznici k(S,r) zo zadiatku strad-
nicovej sustavy, ak S = (3,—2) ar = 1.
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Uloha 4. Dané st body A = (0,3), B = (6,4), C = (—4,0). Napiste vieobecnii rovnicu priamky
p, ktord obsahuje bod C' a ma rovnaki vzdialenost od bodov A a B.

Ohladne vzdialenosti netrividlnych (t.j. réznych od bodu a roéznych od celého priestoru) dis-
junktych variet chceme znovu ukazat, ze existuju body A, B také, ze

A€a, Bep, |afB|=]|AB].

Definicia 1.4. Priecka linedrnych variet o, 8, kde a N B # () je priamka urcéend bodmi A €
a, B € 8 takymi, ze |a5| = |AB].

Teda priecka je presne priamka prechadzajica hladanymi bodmi. Stéle vSak treba ukazat, ze
priecka naozaj existuje. To vyplyva z nasledujiceho tvrdenia.
Veta 1.5. Nech «, si disjunktné variety a nech A € o, B € 8. Body A, B wurcéuji priecku o,
prdve vtedy, ked B — A € (V, + V).
Doékaz. “<”: Nech B— A 1L V(a) a tiez B— A L V(B). Nech X € a Iubovolny aj Y € 8
Iubovolny. Potom Y — X = (Y — B) + (B— A) + (A — X) a odtial

|X_Y‘2 =Y-X)Y-X)=---= |B_A|2+|m'860|2 2 |B_A|2

“=7:Nech B—A ¢ (V(a)+V(B))*, napriklad nech B— A ¢ V(a)*. Nech B+ = BZ. Potom
(B—A)=(B— BtY)+ (Bt — A) aodtial |B — A|?> > |B — Bt|, ¢ize AB nebola priecka. O

Specidlny pripad: vzdialenost rovnobeznych variet: kazdym bodom mensej variety vieme viest
priecku:
a8, dima <dimB = V(a) C V(B8) = V()" DV(B)" = (V(a) + V()" =V(a)*
Teda vzdialenost m6zme najst:
(1) A € a — Tubovolny
(2) B=Ajz
(3) |aB| =|AB|, lebo AB je priecka (B— A L V()= B —-A L V().

Uloha 5. Dokéazte, ze priamka p: 1 =0, o = 1+¢t, x3 =3 — 2t, x4 = 2t je rovnobeznd s
rovinou a: 1 =1+ u+v, za =u, r3 =—1— 2u, 4 = u — v a vypolitajte |pal.

Specialny pripad, ked o, 8 st rovnobezné nadroviny:
Tvrdenie 1.6. Nech a: ayx1+ -+ apr, +ag=0aB: axy + -+ apxy, + by = 0. Potom

|ao — bo
laB| = N R

al _|_ e + an
Uloha 6. Dokézte prave vyslovené tvrdenie. (Pocitajte vzdialenost danych nadrovin podobne
ako sme sa prednéske odvodzovali vzorec pre vzdialenost bodu od nadorviny.)

Vzdialenost mimobeznych priamok p = P + (u),q = Q + (v) C E3:

postup najdenim priecky:

(1) B =P+ ([u] +[u,v]"),
(2) B=p5ng,
(3) Aep...
(4) |pal = |AB|.
postup redukciou na rovnobezné variety:

(1) a =P+ (u,v),



(2) Ipql = |Qa.
Uloha 7. Vypoéitajte vzdialenost mimobezick: p: o =24ty =—1—t,z=1t,q: y—3 =
0,z+2z—4=0 (V14)

1.2. Uhol linearnych variet.

Definicia 1.7. Nech u,v st vektory. Uhol vektorov u,v je také ¢islo ¢ € R,, ¢ € (0,II), pre
ktoré plati
uv
cosp = ———.
lul.|v|
Zo Schwartzovej nerovnosti mame, ze —1 < ﬁ < 1, takZe naozaj existuje ¢ spliiajice dani
rovnost. Dalej, kedze funkcia cos je prosté na intervale (0,1I) je takéto ¢ jediné.

Uhol linearnych variet si budeme definovat len v Specidlnych pripadoch:

e priamka — priamka
e priamka — linedrna varieta
e nadrovina — nadrovina

Uhol linedrnych variet, napriklad dvoch priamok, bude ¢islo, nie ¢ast roviny.

Definicia 1.8. Nech p = A + (u), ¢ = B + (v). Potom uhol priamok p, ¢ je také ¢islo ¢, ze

|u.v]|

CoOsp = |u||v| .

Teda uhol dvoch priamok je v intervale (0,1I/2)
Uloha 8. Uréte vieobecnii rovnicu priamky p priestoru E2, ktora obsahuje bod M = (2,1) a jej

uhol s osou Z je /4.

Uloha 9. La¢ svetla sa pohybuje po priamke p: x — 2y + 5 = 0. Napiste rovnicu priamky ¢, po
ktorej sa lu¢ pohybuje po odraze od priamky r: 3z — 2y + 7 = 0 a urcite bod odrazu M.
Uloha 10. V priestore E? st dané body A = (3,3) a B = (0,2). Na priamke p: x4+ x5 —4 =0
ndjdite taky bod (body), z ktorého vidiet tisetku AB pod uhlom 7 /4.

Definicia 1.9. Nech a: a1z1+---4+apz,+a9=0,08: byx1+---+b,x, +by = 0 st nadroviny.
Potom ich uhol je také cislo ¢, ze

cos |a.b|
Y= T
|al.[b|
kde a = (ay,...,ay), b = (b1,...,b,) st ich normdlové vektory.

Uhol nadrovin je zhodny s uhlom priamok, ktoré st na tieto nadroviny kolmé.
Definovat uhol priamky s Iubovolnou linedrnou varietou je uz trochu komplikovanejsie:

Definicia 1.10. Nech M C A"™ je Iubovolnd mnozina a nech « C A" je linedrna varieta.
Ortogondlnym priemetom mnoziny M do lin var o rozumieme mnozinu M+ = {A+ | A € a}.

Tvrdenie 1.11. Nech p je priamka a o nech je linedrna varieta. Potom priemetom p do a je
bud bod (ak p L «) alebo priamka (inak).

Doékaz. Nech p L o. Nech P € p a nech P+ je jeho kolmy priemet do a, t.j. P = aNIIL(P).
Nech X € p je Tubovolny bod na priamke p. Potom X € II}(P), a preto 11 (X) = L (P), a
preto X+ = P, t.j. vietky body priamky p sa premietnu do jedného bodu na a.

Nech p [ a. Definujme si

It (p) = pUTIL(P), kde P € p.
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Potom dim IT2 (p) = 1+dimlIlE (P). Kedze V (ILX (p))+V (o) = V(A™), tak ITX (p)Na je priamka,
oznac¢ime ju p*. Plati, ze ak X € p, tak X+ € p' a naopak ak Y € p*, tak existije X € p taky,
zeY = X+ O
Definicia 1.12. Nech p je priamka a « je linedrna varieta. Potom uhol p a « definujeme ako
uhol p a pt, kde p* je ortogonalny priemet p do .

Uloha 11. (Zavereéné, nestvisi s uhlami.) Najdite obdiznik, ktory pri danej dizke uhlopriecky
bude mat najvacsi obsah. (Postupovat moZete napriklad tak, Ze si zavediete si stradnicovi kde
jeden koncovy bod uhlopriecky lez{ v zadiatku a druhy na kladnej ¢asti x-osi.)
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