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3. Axiémy usporiadania

PRIKLAD 3.1. Chceli by sme ukézat, Ze uhly pri zdkladni AB rovnoramenného tro-
juholnika ABC' si zhodné.

e Zostrojime os ZACB.
e Nech D je jej prieseénik so zdkladnou AB.
e Ukazeme, ze AADC a ABDC st zhodné.

Odkial vieme, ze os ZAC B naozaj pretne priamku /ﬁ? A ak ju aj pretne, odkial vieme,
ze sa tak stane medzi bodmi A a B?

Teériu o relacii usporiadania bodov vypracoval Moritz Pasch, od neho ju David
Hilbert prebral do svojich Grundlagen.

Nedefinované pojmy:

e usporiadanie bodov: “bod B lezi medzi bodmi A a C7, zapis Ax B *x C.

Axiémy:

Ul: Ak B lezi medzi A a C, potom A, B, C su tri r6zne kolinedrne body a plati
tiez, Zze B lezi medzi C a A.

U2: Pre Iubovolné navzdjom rézne body A a C existuju body B a D tak, ze
AxBxCa AxCxD.

U3: Pre Tubovolné tri navzajom rézne kolinedrne body prave jeden z nich lezi
medzi zvysnymi dvoma.

U4P: (O chvilu, treba este dodefinovat tsecku, aby sa ndm axiéma lahsie formu-

lovala.)

DEFINfciA 3.2. Nech A # B. Usecka AB st body X také, ze A x X x B, spolu s
bodmi A a B. Body A, B st koncové body usecky.

Axiéma:

U4P: (Paschova axiéma, 1882) Nech priamka p neprechidza Ziadnym z ne-
kolinearnych bodov A, B,C. Ak p pretina tsecku AB, potom pretina bud
usecku AC alebo tsecku BC.

Pasch si vSimol (Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 1882), Ze tvrdenie U4P Eukli-
des pouziva bez dokazu.

DEFIN{cIA 3.3. Nech A # B. Polpriamka B pozostava z bodov tisecky AB a bodov
X takych, ze A* B *x X.

TVRDENIE 3.4. Pre lubovolné dva rézne body A, B plati:

(a) ABNBA = AB,
(b) ABUBA = 1B.
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Dokaz. (a)

Z definicie polpriamky mame AB C E , to isté pre druht polpriamku.
H
Preto AB C E N BA. N
Pre opa¢nu inkliciu nech teraz C € 1@ N BA.
Ak C = A alebo C = B, dokazované inklazia plati.
Nech teda C # A, C' # B. Z definicie polpriamky /ﬁ tak musi platit AxC *x B
alebo A*x B xC. N
Podobne kedze aj C' € BA, tak musi platit B« C x A alebo Bx A% C.
7 axiomy U3 potom mame, ze C € AB.

(b) Cvicenie. O

DEFINicIA 3.5. Body A, B lezia na tej istej strane od danej priamky, ak A = B alebo
ak A # B a usecka AB tuto priamku nepretina. (Tento pojem je potrebny k povodnej
verzii Euklidovej axiémy o rovnobezkéch.) Body A, B lezia na opacnijch strandch od
danej priamky, ak tisecka AB tuto priamku pretina, t.j. ak na tejto priamke existuje
bod X tak, ze Ax X % B.

VETA 3.6 (separacnd vlastnost v rovine, U4S). Lubovolnd priamka p deli rovinu
okrem bodov priamky p na dve triedy tak, Ze body leZia v tej istej triede prave vtedy, ked
leZia na tej istej strane od priamky p. (t.j. neexistuje bod X € p taky, Ze Ax X x B, kde
A a B si dané body.)

Pre pohodlnejsiu pracu si separa¢nt vlastnost na priamke “rozmenime na drobné”.
Ina formulécia toho istého tvrdenia:

VETA 3.7 (separacna vlastnost v rovine, U4S). Pre priamku p a body A, B,C
neleziace na tejto priamke plati:

(i) Ak A a B lezia na tej istej strane od priamky p a B a C' lezia na tej istej strane
od priamky p, potom aj A a C leZia na tej istej strane od priamky p.
(ii) Ak A a B lezia na opacnich strandch od priamky p a B a C' lezia na opacnijch
strandch od priamky p, potom A a C lezia na tej istej strane od priamky p.
(iii) Ak A a B lezia na opacnych strandch od priamky p a B a C' lezia na tej istej
strane od priamky p, potom aj A a C leZia na opacnyjch strandch od priamky p.

Dokaz ekvivalencie Viet 3.6 a 3.7. Tvrdenie (iii) Vety 3.6 je dosledkom jej tvrdeni (i) a
(ii). Staci teda pracovat s castami (i) a (ii).

7 Definicie 3.5 vyplyva, ze pre dand priamku je ,lezat na tej istej strane” relacia na
mnozine vsetkych bodov okrem bodov tejto priamky, pricom tato relacia je reflexivna a
symetricka.

Veta 3.6: ,lezat na tej istej strane” je relacia ekvivalencie, ktora rozkladnd body
roviny okrem bodov na danej priamke na dve triedy.

Veta 3.7: ,lezat na tej istej strane” je relacia, ktord je symetrickd, reflexivna a tran-
zitivna a rozkladd rovinu (okrem p) na maximélne dve triedy.

Pre dokaz ekvivalencie potrebujeme preto ukazat len to, ze dve triedy existuju:

e nech O € p (12)
e a nech A ¢ p (dosledok I3).
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Potom [A] je jedna trieda ekvivalencie.

Nech B je bod, ze A+ O x B (U2).

Potom A a B nelezia na tej istej strane od p, ¢ize nie si ekvivalentné,
a teda [B] je druhd trieda ekvivalencie.

g

Dékaz Vety 3.7. Lahko sa presvedéime, ze ak niektoré z bodov A, B, C splyvaju, sepa-
racnd vlastnost na priamke plati. Predpokladajme teda, ze body A, B a C' st navzijom
rozne. Najprv uvazujme pripad, ze tieto body st aj nekolinedrne.

(i) Nech A, B lezia na tej istej strane od p a tiez nech B, C lezia na tej istej strane od
p. Ak by A a C lezali na opa¢nych strandch od p, potom by podla U4P musela priamka

p pretat aj isecku AB alebo tsecku BC, ¢o je spor s predpokladom. Preto A a C' lezia
na tej istej strane od p.

(ii) Nech A a B lezia na opac¢nych stranich od priamky p a nech aj B a C lezia na
opac¢nych stranach od priamky p. Podla U4P potom priamka p nepretina tsecku AC, a
teda A a C' lezia na tej istej strane od p.

Nech teraz su A, B, C rozne kolinearne body. Nech napriklad A a B lezia na tej istej
strane od priamky p a aj B, C' lezia na tej istej strane od p. Nech bod D ¢ p lezi na tej
istej strane ako A a nie je kolinedrny s bodmi A, B, C. (Existuje: nech X € p je taky, ze
X ¢ 1B (I2), a nech D je taky, ze AxDx X (U2).) Potom B je na tej istej strane ako D
((i) pre nekolinedarne body A, B, D), C je na tej istej strane ako D ((i) pre nekolinearne
body B,C,D) a C je na tej istej strane ako A ((i) pre nekolinedrne body A, C, D).

Posledny pripad podobne (cvicenie). O

DEFINICIA 3.8. Polrovina s hranicou p je priamka p spolu s jednou z tried uréenych
touto priamkou podla separacnej vlastnosti v rovine. Podrobnejsie, pre priamku p = A

a bod C' neleziaci na tejto priamke je polrovina ];8 = ABC mnozina bodov X takych,
ze C' a X lezia na tej istej strane od priamky p (vnidtorné body polroviny) spolu s bodmi
priamky p (hranica polroviny).

Teraz chceme ukazat priamkovt analégiu separacnej vlastnosti v rovine, a sice, ze
bod na priamke tito deli na dve polpriamky.

VETA 3.9. Nech AxBxC a AxCxD. Potom BxCxD aj Ax BxD.

Dékaz. Pomocou separacnej vlastnosti v rovine: podobne ako v dokaze U4S (Veta 3.7)
treba vyliezt do roviny, von z priamky, aby sme dokézali tvrdenie o bodoch na priamke!

Ak AxBxC a AxC D, potom B # D, inak by sme sa dostali do sporu s U3.
Preto A, B,C, D su urcite Styri rozne kolinedrne body (U1).

Nech X je bod neleziaci na tejto priamke (I3).
Usecka AD pretina priamku ,
teda body A a D lezia v opacnych polrovinach od %

Body A a B musia byt na tej istej strane od % (Sporom: ak by boli na
opacnych, potom tsecka AB by pretinala tsecku EC, priesecnik je nutne bod
C, teda A x C' * B, spor s predpokladom.)
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e Odtial B, D st na opacnych stranach od %, Cize B C x D.
Podobne (aj s vyuzitim prave ukdzaného B x C'x D) sa ukédze, ze A* B x D (cvicenie). O

DOSLEDOK. Na kaZdej priamke leZi nekonecne vela bodov.

Dokaz.

e Nech A, B lezia na danej priamke, A # B (I1).

e Nech X je bod, ze Ax X; *x B (U2). Zrejme X; # A, X; # B (Ul).

e Nech X3 je bod, ze X1 * X9 x B (U2). Zrejme X2 # X1, X9 # B (Ul). Podla
Vety 3.9 potom A * X5 *x B, teda X5 # A.

Rovnakym sposobom pokracujeme dalej v konstruovani dalsich bodov a dokazovani, ze
novo skonstruovany bod je rézny od vsetkych doterajsich:

e (indukény predpoklad) Nech pre doteraz skostruované body Xi, Xo,..., X,
plati X; « X;* B (i < j) a Ax X; * B.

e Nech X,,11 je bod, ze X, x X;,11 * B (U2). Potom z indukéného predpokladu
pomocou Vety 3.9 dostavame tiez, ze X; * X, 11 * B a Ax X,,11 % B, teda X, 11
je rozny od vsetkych doposial skonstruovanych bodov.

g

PRIKLAD 3.10. Dosledkom separacnej vlastnosti na priamke je tvrdenie, Ze priamka
obsahuje nekonec¢ne vela bodov. Z axiém Ul, U2 a U3 nekonecnost este nevyplyval
Uvazujme napriklad mnozinu {0,1,2, 3,4} s aritmetikou modulo 5. Ak definujeme
a+c

2 )
tak axiémy U1,U2,U3 st splnené. Poucenie: treba si dat velky pozor na vyhlésenia, ktoré
sa nam zdaju samozrejmé, lebo v skutocnosti nemusia byt ani pravdivé!

a *x b x c prave vtedy, ked b =

O nasledovnom tvrdeni Pasch ukazal, Zze sa nedd odvodit z Fuklidovych postulatov:

VETA 3.11 (Paschova). Nech Ax BxC a BxCxD. Potom AxB*D a AxCxD.

Dokaz. Ukazuje sa podobne ako Veta 3.9. Cvicenie. 0

TVRDENIE 3.12 (separa¢ni vlastnost na priamkei}J*). Nech Ax BxC st body
na priamke p. Potom kaZdy bod X € p, X # B bud X € BA alebo X € B?

_)Inak sformulované: ak A x B x C' s body na priamke p, potom B.1>4 N B? =DBa
BAU Eg =p.

Dokaz.

e Pre polohu bodu X vzhladom na A, B mdme moznosti: X = A, X x A x B,
AxX+*BaAxBxX. .
e Prvé tri moznosti znamenaju, ze X € BA — hotovo.
(1) Nech X ¢ B—}l, teda plati A x B % X.
e Ak X =, potom X € l% — hotovo.
e Nech teda X # C, nastava potom prave jedna z moznosti BxC *x X, Bx X xC
alebo X * B x C.
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e Prvé dve moznosti znamenaju, ze X € B? — hotovo.
Nech teda X x B % C.

(2)
e Pre body A, C, X plati prave jedna z moznosti AxC*x X, Ax X xC, X xAxC.
[ ]
[ ]
[ ]

Prva moznost spolu s C x B x X (2) implikuje A C x B, spor s predpokladom.
Druhd moznost spolu s X * B« C (2) implikuje A * X * B, spor s (1).
Tretia moznost spolu s X « Bx A (1) implikuje B * A C, spor s predpokladom.

g

Preformulovanie separacnej vlastnosti na priamke:

TVRDENIE 3.13 (separa¢na vlastnost na priamke, U*). KaZdy bod B na priamke
p rozdeluje ostatné body tejto priamky na dve triedy tak, Ze dva body X a Y neleZia v
tej istej triede prave vtedy, ked X * B Y .)

Tvrdenia 3.12 a 3.13 st za predpokladov 11-3, U1-3 ekvivalentné.

POzZNAMKA 3.14. Separacnd vlastnost na priamke je dolezitd tym, Ze vdaka nej
vieme body na priamke linedrne usporiadaf.

DEFINICIA 3.15. Opacnd polpriamka k danej polpriamke ﬁ: nech C'x Ax B, potom
opacnou polpriamkou k AB je AC.

3.1. Modifikacia axiém usporiadania. Plati, Zze separacna vlastnost v rovine
(U4S) je (za predpokladu platnosti axiom 11-3, U1-3) ekvivalentnd Paschovej axiéme.

Vidime, zZe axiomy Ul, U2, U3 a U4P sua ekvivalentné axiémam Ul, U2, U3 a U4S.

Plati, Ze separacné vlastnost na priamke (U*) je (za predpokladu platnosti axiém
I11-3, U1-3) ekvivalentna Vete 3.9.

Separacné vlastnost na priamke je odvoditelna zo separacnej vlastnosti v rovine, a je
naozaj slabsia, Cize zo separacnej vlastnosti na priamke sa neda odvodit U4S. Existuju
geometrie, ktoré nesplnaji U4, ale separa¢nu vlastnost na priamke spliaju.

Niektori autori, ktori namiesto U4P pouzivaju U4S, uvadzaju ako axiému aj se-
para¢nu vlastnost na priamke, prave kvoli jej vyznamnosti, aj ked ide v skutocnosti
o tvrdenie, ktoré sa da odvodit z I11-3, Ul-4. Sada axiém usporiadania vtedy vyzera
nasledovne: Ul, U2, U3, U* U4S.

Hilbert mal medzi svojimi axiémami usporiadnia pévodne uvedent aj nasledovnt, o
ktorej sa vsak tiez neskor ukézalo, Ze je to v skutoCnosti tvrdenie:

TVRDENIE 3.16 (Hilbertova vynechana axiéma). Lubovolné styri rézne koline-
darne body je mozné oznacit A, B,C, D tak, Ze plati Ax BxC, A*xBxD, AxCxD a
Bx«C=xD.

Toto tvrdenie je tiez ekvivalentné separacnej vlastnosti v rovine.

V pripade, ze model spiiia axiémy I1-3, U1-4, hovorime, zZe ide o usporiadant rovinu.

3.2. Modely axiom incidencie a usporiadania.

PRIKLAD 3.17. Konecné geometrie uz nevyhovuji (Désledok Vety 3.9).
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PRIKLAD 3.18. Projektivna rovina s povodnym (prirodzenym) usporiadanim bodov
nie je model usporiadanej roviny, lebo priamky v nej st kruznice.

Projektivna rovina vsak moze byt modelom axiém incidencie a usporiadania, ak
vhodne predefinujeme usporiadanie na priamke. (Oswald Veblen: A system of axioms
for geometry, 1904(?), Early Journal Content on JSTOR, Free to Anyone in the World)

PRIKLAD 3.19. Model bez U4S: trojrozmernd geometria. U* je splnend.

PRIKLAD 3.20. Model bez U4S: Dyadické raciondlne cisla su ¢isla tvaru a/2", kde
a,n € Z. Pozor, netvoria pole! Nech D su vsetky dyadické ¢isla, teda Z € D C Q.
Model: body: D?. Priamky uvazujeme len tie, ktoré prechddzaji cez dva dyadické body.

Axiémy usporiadania: Ak A, B si body, potom

o ((a1 +b1)/2,(ag + b2)/2 € D? lezi medzi A a B.
e (2a; — b1, 2ay — be) je bod z druhej strany od A nez B.

Separa¢na vlastnost na priamke plati. Paschova axiéma neplati: pre trojuholnik s
vrcholmi (1,0), (—1,0), (0,1) priamka y = 2z ziadnym z vrcholov neprechddza a pretina
len jednu stranu.

U* je splnenA.

PRIKLAD 3.21. Model usporiadanej roviny: nekoneény pas (0, 1) x R. Je to iny model
ako R? (neizomorfny): niektoré priamky maji viac rovnobeziek prechadzajicich danym
bodom.

PRIKLAD 3.22. Model usporiadanej roviny: Moultonova rovina (Forest Ray Moulton,
1872-1952, americky astroném). Mnozina bodov je R?, priamky st troch druhov:

e priamky (a), kde a € R st tie isté ako priamky v R? s rovnicou z = a, teda
(p1,p2) lezi na priamke, ak p; = a,
e priamky (k,q), kde k,q € R a k > 0 st tie isté ako priamky v R? s rovnicou
y = kx + q, teda (p1,p2) lezi na priamke, ak ps = kp1 + q,
e priamky (k,q), kde k,q € R a k < 0 st ,zlomené”: bod (p1, p2) lezi na priamke,
ak
— p1 <0 apy =kpy + qalebo
—p1 2> 0aps=2kp +q.

3.3. Uhol.

DEFINicIA 3.23. Nech A, B, C st nekoliedrne body. Potom polpriamky qd = m a
7= B? tvoria whol pri vrchole B. Oznac¢ujeme ho ZABC, /CBA, 4(7, ?), é(?, 7)
pripadne aj ZB, pokial je z kontextu jasné, ktorymi polpriamkami je urc¢eny. Polpriamky
BA, BC nazyvame ramenams uhla.

Vnitro uhla (vnitorné body uhla) ZABC je prienik vnutornych bodov polroviny
Bﬁzl (t.j. bodov leziacich na tej istej strane od % ako bod A) s vnitornymi bodmi
bodmi polroviny BAC (t.j. bodmi leziacimi na tej istej strane od AB ako bod Q).

Vﬂmj&?ok uhla (vonkajsie body uhla) ZABC' st vSetky body roviny okrem polpria-
mok BA, B? a vnutra LABC.



3. AXIOMY USPORIADANIA 19

PozNAMKA 3.24. Ak polpriamky @, spolu tvoria priamku, t.j. st navzajom
opacné, nazyva sa toto na strednej skole priamy uhol. My pod pojmom whol budeme
vzdy mysliet uhol, ktory nie je priamy.

Tak isto pojmy konvexny resp. nekonvexny uhol nebudeme pouzivat, my sa budeme
bavit o uhle spolu s jeho vntutrom resp. vonkajskom.

VETA 3.25 (crossbar theorem, veta o priecke uhla(?)). Nech D je vnitorny
bod uhla Z/BAC. Potom polpriamka /ﬁ pretina dsecku BC.

B

EﬁA C

Dokaz. Nech E lezi na polpriamke opacnej k B t.j. B+ AxC. Pomocou Paschovej vety
aplikovanej na AEC B ukazeme, ze priamka jﬁ pretina tsecku BC.

e Priamka AD neprechadza bodmi E ani C (lebo E x A % C)

e a ani bodom B (inak by /ﬁ = jﬁ, a teda D by nebol vnitornym bodom
/ZBAC).

Kedze /ﬁ pretina EC, z Paschovej axiémy pretina prave jednu z tuseCiek BE

a BC. Ukazeme, ze AD tsecku BE nepretina.

Poloha vzhladom na /ﬁ :
— Vsetky body tsecky BE okrem bodu B lezia na tej istej strane od jﬁ

— Kedze bod C lezi na opacnej strane od j@ ako E (z konstrukcie F),

— lezia vsetky body tsecky BFE okrem B na opacnej strane od j@ ako C.
— Dalej vetky body AD okrem bodu A lezia zas na tej istej strane od AB
ako bod C.
— Odtial vidime, ze tsecka BFE nepretina polpriamku ﬁ
Poloha vzhladom na le? :
— Vsetky body tsecky BE okrem bodu E lezia na tej istej strane od j@ ako
bod B.
— Naopak, body polpriamky opacnej k E okrem bodu A lezia na opacnej
strane od AC' ako bod B,
— Cize BE nepretina polpriamku opacna k fTﬁ
e Preto ﬁ nepretina tsecku BE.
e Preto z Paschovej axiémy fﬁ pretina tsecku BC| priesecnik oznacme F'.

Treba este ukazat, ze priesecnik F' lezi na polpriamke /ﬁ

e Body F' a D lezia na tej istej strane od z@ (oba s na tej istej strane ako B),

e teda bud F' = D alebo pre priese¢nik A priamok a AC plati bud Ax Fx D
alebo A *x D x F

e v kazdom pripade F' lezi na ﬁ
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g

POzZNAMKA 3.26. Pozor, v predchizdajtcej vete sme nedokdzali, Ze kazdy bod pol-

priamky AD je jej priesecnikom s tiseckou, ktorej koncové body lezia na ramenéch uhlal
Kontrapriklad sa dd najst v modeli z Prikladu 3.21.

3.4. Trojuholnik.

DEFINicIA 3.27. Nech A, B, C su nekolinedrne body. Potom tieto body uréuju troj-
uholnik ABC, ozn. AABC. Jednotlivé tisecky st strany ANABC, body A, B,C st jeho
vrcholy. Vrcholy a strany tvoria spolu hranicu AABC. Body, ktoré s zaroven vnutor-
nymi bodmi ABC, vnutornymi bodmi BCA a vnUtornymi bodmi C AB, sa nazyvaju
vndtorngmi bodmi alebo vnitrom AABC, a body, ktoré nelezia ani na hranici ani vnitri
NABC, st vonkajsimi bodmi alebo vonkajskom NABC.



