32 2. HILBERTOVA AXIOMATIKA GEOMETRIE
5. Axiéma rovnobeZnosti

VETA 5.1. (Euklides 1.27) Nech p a p’ si dve priamky a nech t je priamka, ktord
ich obe pretina v bodoch B a B'. Nech Ax B x C leZia nap a A" x B'« C' na p' tak, Ze
A a A’ leZia na tej istej strane od transverzdly t. Ak ZABB' = /C'B'B (tzv. striedavé
uhly ), potom p a p' si rovnobezné.

Dokaz. Vyplyva z Vety 4.21. a
DOSLEDOK. Nech bod B neleZi na priamke p. Potom existuje priamka q takd, Ze

g3>Baq|p.

Dékaz. Spojime B s Ilubovolnym bodom na priamke p, mame tak nova priamku ¢. Na-
sledne skonstruujeme priamku ¢ tak, aby striedavé uhly pri priamkach p a ¢ s transver-
zélnou t boli rovnaké (Z4). Rovnobeznost p a q vyplyva z vety.

(Populdrny je aj postup v dékaze cez cez spustanie kolmice, vid napr. Legendre) [

Existenciu rovnobezky sme ukéazali z ostatnych axiém, teda postulovat staci jedno-
znacnost.

R: (Playfairova axiéma) Pre kazdd priamku p a pre kazdy bod B neleziaci
na tejto priamke existuje prave (najviac) jedna priamka ¢ prechadzajica
bodom B rovnobeznd s priamkou p (ozn. p || g).

PRIKLAD 5.2. Modely Hilbertovej roviny (teda modely axiém incidencie, usporiada-
nia a zhodnosti) nespliiajice axiému rovnobeznosti:

e Beltramiho-Kleinov model (bodmi st body otvoreného disku, t.j. vnitorné
body kruhu, priamkami si tetivy, zhodnost tseciek aj uhlov je vhodne za-
definovand),

e Poincarého model (bodmi st body otvoreného disku, priamkami st kruznicové
obliky v disku kolmé na jeho hranicu, zhodnost tseciek aj uhlov je vhodne
zadefinovana),

e pseudosféra, t.j. regularna plocha s konstantnou zapornou Gaussovou krivostou.

Existencia tychto modelov dokazuje, ze axiéma rovnobeznosti je nezavisla od predchéa-
dzajucich axiém, ¢ize jej platnost sa neda ukézat.
Euklidov piaty postulat znel:

E5: A ked priamka pretinajtica dve priamky tvori s nimi na jednej strane vnutorné
uhly mensie nez dva pravé, pretni sa tieto priamky neohranicene predlzené na
tej strane, kde stucet uhlov je mensi nez dva pravé.

TVRDENIE 5.3. R < E5 (za predpokladu platnosti ostatnych axiom,).

Dokaz. R = Eb:

e Majme jﬁ a nech ﬁ a ﬁ su polpriamky na tej istej strane od f@ také, ze
/XAB + ZABY < 7 (predpoklad).
e Nech LZABZ je susedny k LZABY , teda LZABZ + ZABY = T.
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Potom /XAB < m — AABY_iAABZ.

Existuje jedina polpriamka AW na tej istej strane od j@ ako zﬁ taka, ze
/BAW = /ABZ.

Potom AW || (Veta 5.1).

Kedze jﬁz #* AW tak jﬁz pretina ?

na¢me priesecnik C. Potrebu-

(04
jeme este ukazat, ze C' lezi na tej strane od @ ako body X a Y.

Ak by C lezal na polpriamke opacnej k R , potom by v AABC' bol vonkajsi
uhol pri A mensi ako vnutorny uhol pri B, ¢o je spor,

preto C' = 1?)? N BY

E5 = R (porovnajte s Legendrovym , dokazom” Euklidovho postuldtu):

Nech bod @ nelezi na priamke p.

Vedme bodom @ kolmicu t na p, priese¢nik nech je P,

a potom tiez bodom @ kolmicu ¢ na ¢.

Potom p || ¢, inak by sme mali trojuholnik s dvoma pravymi uhlami, ¢o je v
spore s vetou o vonkajSom uhle trojuholnika.

Nech n je lubovolna ina priamka cez )

e a nech X je bod na priamke n leziaci na tej istej strane od g ako P.

Nech Y € p je na tej istej strane od ako X.
Potom ZPQX < 7/2 a teda ZQPY + /PQX < m,
preto sa priamky p a ¢ pretna (E5).

VETA 5.4. Sucet vnutornych uhlov trojuholnika je rovny dvom pravgm uhlom.

Dokaz. Cvicenie. O

PozNAMKA 5.5. Toto tvrdenie je ekvivalentné axiéme rovnobeznosti.



