KAPITOLA 1

Axiomaticka vystavba geometrie

1. Pred Euklidom

Mnoho storoé¢i pred nasim letopoc¢tom: navody na vypocet, bez vysvetlenia, overené
sktisenostou, ze funguju. Niektoré spravne, niektoré nie.

Egyptania: pokrocili v geometrii, spravne vedeli vypocitat objem zrezaného ihlana
so Stvorcovou podstavou (ved pyramidy, zratat si material). Babylon, India, Cina...

Grécko: filozofia: dialektika = umenie spravnej argumentécie. Mozno (?) vlyv na
matematiku:

cca 600 pr.n.]: Tales: priniesol matematiku z Egypta do Grécka. “Argumentujme
poriadne aj v matematike.” Pracuje s abstraktnymi objektami (tisecky, priamky). Pri-
pisuju sa mu dékazy viacerych tvrdeni (uhly pri zdkladni rovnoramenného trojuholnika
su zhodné, vrcholové uhly st zhodné, Talesova veta, ...)

Tvrdenia a dokazy st typické pre starogrécku matematiku... prva revolicia v mate-
matike.

cca 550 - 500 pr.n.l: Pytagoras a pytagorejci - prva tedria ¢isel (kladné racionélne),
plus nie¢o ako numerolégia. Matematika sa zacina pestovat ako umenie, nielen kvoli
praktickym vypocétom.

cca 400 pr.n.l.: Platén a jeho Akadémia (filozofickd skola). Geometria mé vyznamné
postavenie, jej znalost sa vyzaduje od vSetkych v Akadémii, lebo:

e svet myslienok je dolezitejsi nez materidlny svet poznavany zmyslami,
e geometria trénuje mysel,
e vdaka vytrénovanej mysli mézme korigovat, v ¢om nas zmysly klami.

V Platénovej Akadémii boli aj matematici (najvyznamnejsi Eudoxus? - z astronémie
urobil matematiku), ktori zacali matematiku axiomatizovat.

cca 300 pr.n.l.: Euklides: Zaklady.

2. Geometria podla Euklida

“Pane, niet kralovskej cesty ku geometrii”

Euklides
(Odpoved na ziadost Ptolamaia I. vysvetlit mu svoje Zdklady rychlo a Tahko.)
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Euklidove Zéklady v 13 zvédzkoch obsahuji stihrn vtedajSieho poznania o rovinnej
geometrii, priestorovej geometrii a tedrii ¢isel. Na geometrii je vystavana celd mate-
matika (geometricka algebra). Ziadne aplikacie, napriek tomu, Ze existovali (mechanika,
optika, astronémia...), len ¢istd4 matematika. Original sa nezachoval, pozname ich z arab-
skych prekladov (15.stor. — prvy preklad z arabéiny), odvtedy vychadzali stale dookola,
standard pre vyucbu geometrie.

PRIKLAD 2.1. Konstrukcia pravidelného Sestuholnika. Vyargumentovat spravnost
konstrukcie:

pat stran rovnych polomeru, treba ukazat ze aj Siesta,
lebo plny uhol je dvakrat priamy,

lebo stcet uhlov trojuholnika je priamy uhol,

lebo sihlasné uhly st zhodné

lebo ...7 kam az ist?

Axiomatickd metdda: pojmy a tvrdenia.

Pojmy: objekty /vlastnosti v geometrii sa definujii pomocou jednoduchsich. Priklad:
pre definiciu pravého uhla potrebujeme: priamka, polpriamka, susedné uhly, zhodnost
uhlov.

Najdolezitejsia definicia syntetickej rovinnej geometrie (bude platit pre cely semes-
ter):

DEFINicIA 2.2. Dve priamky sa nazyvaji rovnobeznymi (rovnobezkami), ak nemaji
spolo¢ny bod.

Tvrdenia: ukazeme, ze dokazované tvrdenie vyplyva z iného tvrdenia, ktoré uz po-
vazujeme za pravdivé.

Potrebujeme teda:

e zdkladné objekty, ktoré nedefinujeme, ale napriek tomu o nich panuje konsenzus,
Ze ¢o to je,

e aziomy, postuldty, ktorych pravdivost sa nespochybniuje,

e pravidld logiky, t.j. dohodu, ¢o znamend odvodit z jedného tvrdenia iné tvrdenie.

Prvé styri definicie Zakladov:

e Bod je to, ¢o nemé ziadne Casti.

e Priamka (¢iara?) je dizka bez &irky.

e Konce ¢iar st body.

e Priamka je v kazdom svojom bode rovnaka.

V dnesnom chipani matematiky tieto charakterizacie priamky a bodu nedavaju zmysel.
Asi to nie je snaha o definiciu, lebo uz sa vedelo, ze nejaké pojmy musia byt nedefinované.
Uz v casoch Euklida totiz tieto “definicie” nevyhovovali vtedajsim standardom. Ide
len o snahu v naznakoch popisat, ¢o si mé citatel pod danym pojmom predstavit. V
skutoc¢nosti sa predpokladé, ze kazdy citatel/posluchac vie, ¢o si ma pod tymito pojmami
predstavit. SAm Euklides sa na tieto “definicie” neskor vobec neodkazuje.

Zakladné tvrdenia (postuldty) rovinnej geometrie:

E1l: Od ktoréhokolvek bodu ku ktorémukolvek bodu mozno viest priamku.
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E2: A priamku mono neohrani¢ene na obe strany predlzit.

E3: A z akéhokolvek bodu a akymkolvek polomerom mozno narysovat kruznicu.

E4: A kazdé dva pravé uhly si navzajom zhodné.

E5: A ked priamka pretinajtica dve priamky tvori s nimi na jednej strane vnutorné
uhly mensie nez dva pravé, pretnt sa tieto priamky neohranic¢ene predizené na
tej strane, kde stucet uhlov je mensi nez dva pravé.

Explicitne sa postuluje len existencia konstruovanych objektov, v skutocnosti Euklides
mlcky predpoklada aj jednoznacnost a vyuziva ju v dokazoch. Preto neskorsie komentare
zahfnaju aj jednoznacnost.

Za postulatmi nasleduji vseobecné pojmy — axiémy:

(1) Ak sa dve rovnaju tretiemu, rovnaji sa aj navzajom.

(2) A ak sa rovnym pridd rovné, su aj celky rovné.

(3) A ak sa od rovnych odnimu rovné, si aj celky rovné.

(4) A utvary, ktoré sa (pohybom?) stotoznujd, si navzajom rovné.
(5) A celok je vacsi ako cast.

(byt rovny... mat rovnaki mieru? dizku, velkost, obsah...) Niekedy sa uvadza viac axiém
(k nerovnym pricitat rovné, dvojndsobky a polovice rovnych st rovné).

Druhy postuldt hovori, ze kazdd tdsecku mozno Iubovolne predizit, podla potreby.
Postulat hovori o potencialnom nekonecne. Grécka matematika neuznédva aktudlne ne-
kone¢no! Trvalo velmi dlho, kym sa matematici zmierili s pojmom nekonecna.

Treti postulat by sme dnes uz vynechali a na charakterizaciu kruznice (t.j. mnoziny
bodov splnajicej nejaki vlastnost) by sme sa uz odkézali do teérie mnozin.

Prvé tri postulaty st viac-menej pokynmi ku konstrukeii:

e Narysovat priamku prechadzajicu dvoma danymi bodmi.
e [iubovolne predlzit tsecku.
e Narysovat kruznicu s danym stredom a polomerom.

Pri formulovani dalsich postulatov by sa patrilo dodefinovat nové pojmy:

o K stvrtému postulatu “byt zhodny”, polpriamku, opac¢né polpriamky, susedné
uhly, pravy uhol.
e K piatemu postuldtu “lezat na jednej strane”... ¢o je to “lezat na jednej strane”?

Moderna verzia piateho postulatu:

E5: Pre dant priamku a dany bod neleziaci na tejto priamke existuje prave jedna
priamka prechidzajtica tymto bodom, ktord je rovnobezné so zadanou priam-
kou.

Prvé styri postuldty popisuji sktsenost z rysovania. Piaty sa svojou komplikova-
nostou od nich vyrazne lisi. (Treba priamky predlzovat, aby sme si overili, ze axiéma
je naozaj pravdiva - dokedy ich predlzovat?) Sam Euklides sa jej vo svojich ddkazoch
vyhybal, pokial to len slo. Kvoli svojej komplikovanosti (nie je az takd jednoducha a
zrejmé ako ostatné) sa matematici nejaki dobu (asi 2000 rokov) snazili piaty postulat
dokéazat z predchadzajucich alebo ju aspon nahradit nie¢im jednoduchsim, zjavnejsim.
Netispesne.
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PRIKLAD 2.3. Adrien-Marie Legendre (1752-1833) — jeden z najlepsich matematikov
svojho casu. Publikoval asi 20 pokusov o dokaz piateho Euklidovho postulatu. Toto je
jeden z nich:

Dan4d je priamka p a bod A na nej neleziaci. Vedme bodom A kolmicu na priamku
p, pretne ju v bode B. Nech ¢ je priamka prechddzajica bodom A a kolmé na priamku

AB. Potom q || p. Nech r je ind priamka prechddzajica bodom A, r # q. Ukazeme, Ze
priamka r pretina priamku p.

Nech fﬁz je polpriamka na r leziaca na tej istej strane od g ako bod B. Nech X’ je

bod na opacnej strane j@ ako X taky, ze ZBAX' = /BAX. Potom B lezi vo vnutri
uhla X AX'. Kedze p prechiddza bodom B, pretina aspon jedno z ramien tohto uhla. Ak

p pretina AX, tak p pretina n, a teda n || p, hotovo. Nech teda p nepretina B a pretina

ity
AX' v bode Y’. Nech Y je bod na axX taky, ze AY = AY’. Potom ABAY = ABAY’
(sus), teda uhol ABY je pravy, ¢ize je Y je priesecnik priamok r a p.

r

Y/

B

OBR. 1. Legendrov pokus o dokaz piateho postuldtu

Formulacia geometrie v Euklidovych Zakladoch: konstrukcie pomocou pravitka a
kruzidla.

Pravitko: bez merania, bez rysky: vieme pomocou pravitka narysovat priamku, ak
pozname dva body na nej.

Kruzidlo: tzv. kolabujice, vieme narysovat kruh, ak pozname stred a jeden bod na
obvode.

Dokazované tvrdenia v Zakladoch mali ¢asto tiez formu konstrukcie, napr.

I.1 Skonstruovat rovnostranny trojuholnik s danou stranou.
1.2 Z daného bodu narysovat tisecku zhodnu s danou tseckou.
1.4 sus.
1.9 Bisekcia uhla.
1.10 Bisekcia tsecky.
1.22 Skonstruovat trojuholnik so stranami danych dizok, pokial suéet dvoch je vzdy
neodkazuje.)
1.46 Skonstruovat Stvorec s danou stranou.

Iné boli popismi vlastnosti a vztahov:

1.5 Uhly pri zdkladni rovnoramenného trojuholnika st zhodné.
1.17 Sucet Tubovolnych dvoch uhlov v trojuholniku je mensi nez dva pravé uhly.
1.32 Sucet uhlov v trojuholniku je rovny dvom pravym uhlom.
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1.47 Pytagorova veta.
II1.5 Ak sa dve kruznice pretinaji, potom nemaji spolo¢ny stred.
I11.21 Vrcholové uhly zostrojené nad spoloénou tetivou st zhodné.
I11.22 Stucet protilahlych uhlov stvoruholika vpisaného do kruznice je rovny dvom
pravym uhlom.

Slavne problémy antickej geometrie (konstrukcie pomocou kruzidla a pravitka):

e trisekcia uhla,
e kvadratura kruhu,
e duplicita kocky.

Neriesitelnost vo vseobecnosti bola ukazana az po zavedeni siradnic a nasledného pre-
kladu problémov do jazyka algebry.

Konstrukcia pravidelného n-uholnika: pre n = 3,4,5,6 je konstrukcia uvedend v
Fuklidovych zdkladoch, plus vzdy ked sa pocet vrcholov zdvojnasobi, lebo bisekcia uhla.

POzZNAMKA 2.4. Pri kon$trukcii pravidelného patuholnika kItic¢ovi tlohu hra kon-
strukcia zlatého rezu (zlatého pomeru): Usecka AB je bodom C € AB rozdelena v
zlatom pomere, ked pre dlzky tse¢iek a = |AC/|, b = |BC| plati

a:b=(a+Db):a.
Ak pomer a/b ozna¢ime ¢, potom Tahko odvodime, Ze
1+5
5
PozNAMKA 2.5. Pravidelny 7-uholnik sa uz zostrojit ned4.

Gauss, 1796: konstrukcia pravidelného 17-uholnika 4+ podmienky konstruovatelnosti
pravidelného n-uholnika, dékaz ale nepublikoval.

3. Po Euklidovi

Arabi: algebra.

Geometria a algebra existovali izolovane. Stiradnice uz existovali. Descartes, Fermat:
prepojenie geometrie s algebrou pomocou siradnic (analytickd geometria).

1637: Descartes: Discourse on Method: filozoficka rozprava o hladani a rozpoznavani
poznania. Vizia: pomocou algebry zriesit vSetky problémy klasickej gréckej geometrie.
“Analytickd geometria”, lebo “analytickd metdda”. Dnes by sme to skor nazvali “strad-
nicova geometria”.

Doékazy v analytickej geometrii st v porovnani s tymi v syntetickej pomerne mecha-
nické vypocty.

19.stor: velka debata v projektivnej geometrii, ¢i je spravny synteticky pristup alebo
algebraicky (t.j. analytickd geometria). Poncelet (revizia projektivnej geometrie, prisiel
s konceptom nevlastného bodu ako prieseénika rovnobeziek, zaviedol kruznicové body):
vasnivy zastanca syntetického pristupu, po jeho smrti sa nasli jeho stkromné poznamky,
podla ktorych pri niektorych svojich objavoch pouzil algebru.



