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Geometricka algebra, komplexné ¢isla

(Euklides V, VI) Uvazujme E? (definovant synteticky, pomocou axiém). Bez toho,
ze by sme tuseckam priradovali dlzku, vieme

e porovnat, ¢i si dve tsecky zhodné (mensia/vicsia),
e najst polovicu usecky,
e prendsobit tsecku raciondlnym ¢islom (cvicenie, ked ste hladali tretinu tsecky)

Tiez médme uz vybudovany kalkulus pre s¢itanie a od¢itanie useciek (vid Axiémy zhod-
nosti, Aritmetika tseciek).

Konstrukcia kladnych realnych cisel. Zhodnost je relacia ekvivalencie, mame
tak rozklad na triedy ekvivalencie:

e kazdej triede zodpoveda préave jedno kladné redlne ¢islo (ktoré mézme interpre-
tovat ako dlzku useciek v prislusnej triede)

e a kazdému kladnému redlnemu c¢islu zodpoveda prave jedna trieda ekvivalencie
useciek.

Triedu ekvivalencie tsecky AB budeme oznacovat [AB], teda
[AB] = {XY | XY = AB},

Tymto dostavame bijekciu medzi triedami ekvivalencie useCiek a kladnymi redlnymi
Cislami. Kladné redlne ¢isla vieme scitavat a toto sc¢itavanie stihlasi so s¢itavanim tseciek.
Kladné realne ¢isla vieme aj nasobit.

Pre ndsobenie tseciek (Euklides VI.12) potrebujeme najprv pevne zvolif, ktord
usecka (presnejsie jej trieda ekvivalencie) bude reprezentovat jednotku. Potom nech v

AABC strana AB zodpovedd jednotke. Nech B’ € AB a C' € AC tak, ze AABC a
AAB'C’ st podobné, t.j. BC | B'C". Potom definitoricky

[B'C"] = [BC] - [AB/].

Vieme tak geometricky modelovat kladné redlne cisla s relaciou usporiadania aj s
operaciami s¢itania a nasobenia.

Konstrukcia realnych cisel. V nasledujicom budeme potrebovat pojem oriento-
vanej usecky, ¢o je isecka spolu so zvolenym poradim koncovych bodov, z ktorych jeden
budeme nazyvat zaciatocngm bodom a druhy koncovym bodom orientovanej tsecky. Pri
popisovani orientovanej tisecky jej koncovymi bodmi budeme pouzivat konvenciu, ze prvy
bod je zaciatocny a druhy koncovy, t.j. v orientovanej tsecke AB je bod A zaciatocny a
bod B koncovy.

Ak chceme modelovat vSetky redlne ¢isla (nielen kladné):
(1) obmedzime sa na orientované tsecky leziace na jednej priamke,

(2) pripustime aj tzv. nulové tsecky, Cize usecky, kde zaciatocny aj koncovy bod
st totozné.

Dve nenulové orientované tsecky AB a CD na spoloc¢nej priamke maji rovnaki orien-

taciu, ak ﬁ - @ alebo @ - zﬁ
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D& sa overit, ze pre nenulové tsecky je relacia ,mat rovnaki orientaciu” reldciou
ekvivalencie, a zZe existuju presne dve triedy ekvivalencie. Presnejsie

e existujii dve nenulové orientované tisecky AB a C'D majice navzdjom roéznu
orientaciu,

e kazda nenulovd orientovand usecka XY mé bud rovnakd orientdciu ako AB
alebo rovnaku orientaciu ako DC.

Orientované tisecky AB a C'D na spoloc¢nej priamke budu ekvivalenté, ak

e obe st nulové,
e alebo obe st nenulové a maji rovnaku dlzku aj orientaciu.

Potom triedy ekvivalencie zodpovedajui redlnym ¢islam.

Pocitanie v R geometricky:

e Scitavanie orientovanych tseciek: na priamku ich nanesieme jednu za druhou:
zaciato¢ny bod druhej isecky bude rovny koncovému bodu prvej tsecky, sictom
je potom orientovand tsecka, ktorej zac¢iatoénym bodom je zac¢iatoény bod prvej
a koncovym bodom je koncovy bod druhej orientovanej tisecky.

e Nisobenie: geometricky vynasobime dizky (tak ako v pripade nasobenia v klad-
nych redlnych ¢islach, pomocou podobnosti trojuholnikov) a potom vhodne
zvolime orientaciu: ak maju Cinitele rovnakd orientdciu, sic¢in bude mat tu
istd orientaciu ako jednotka (orientovand tusecka reprezentujica jednotku), v
opac¢nom pripade bude mat opac¢ni orientaciu ako jednotka.

Konstrukcia komplexnych ¢isel. Caspar Wessel, 1797:

Pre konstrukciu komplexnych &isel budeme uvazovat orientované tsecky v E? véetne
nulovyrch tse¢iek. Popiseme teraz reliciu ekvivalencie orientovanych tseciek v 2.

Vsetky nulové tisecky budi navzédjom ekvivalentné. Dve nenulové orientované tisecky
AB a CD budu ekvivalentné (AB ~ CD), ak

e st zhodné (AB = CD),
e maju rovnaky smer, teda 1@ I m,
e maju rovnaku orientaciu, ¢o v tomto pripade moézme popisat tak, ze
— koncové body B a D lezia na tej istej strane od priamky fﬁ, ak AB a
CD nelezia na tej istej priamke,

- ﬁ C @ alebo @ C zﬁ, ak AB a CD lezia na tej istej priamke.
Spoloc¢ne by sme rovnaku orientaciu mohli popisat aj tak, ze stred tsecky AD
splyva so stredom tsecky BC'. (T4to podmienka potom sama sta¢i na charak-
terizaciu ekvivalencie.)

Pracovat budeme s triedami ekvivalencie orientovanych tseciek.

Uhly v rovine budeme tiez uvazovat orientované: v uhle ZABC rozlisujeme zacia-
tofné (ﬁ) a koncové rameno (B?), teda ZABC # ZCBA. Budeme pripuistat aj nu-
lovy a priamy uhol (t.j. ak A # B # C a A, B, C su kolinearne). Plny uhol (ak ste sa s
nim stretli na ZS/SS) ale uz bude pre nés totozny s nulovym uhlom. Podobne ako pri
orientovanych tseckich dva uhly stotoznime, ak si zhodné a maji rovnaki orientéciu.



GEOMETRICKA ALGEBRA, KOMPLEXNE CISLA 37

(V tejto chvili sme matematicky velmi nepresni, lebo sme nedefinovali, kedy maji dva
uhly rovnaki orientaciu. Spoliehame sa na chépanie tejto reldcie zo strednej skoly.)

e Grafické sc¢itanie:
[AB] + [CD] = [AE], kde CD ~ BE

(neformalne: prilozime zac¢iatok orientovanej tsecky C'D ku koncu orientovanej
tsecky AB). Triedy ekvivalencie orientovanych tseéiek takto tvoria komuta-
tivnu grupu.

e Grafické nasobenie: nech OF je orientovana tsecka reprezentujica jednotku.
Jej dlzka je |OE| = 1. Pre Iubovolnt tsecku UV je |UV| jej dlzka a ZUV je
orientovany uhol, ktory zviera UV s OF (t.j. uhol EOW, kde OW ~ UV).
Specidlne ZOE je nulovy uhol. Takto méme kazdud triedu nenulovych orieto-
vanjch tseéiek [UV] jedno-jednoznaéne reprezentovant dizkou |UV| a uhlom
LUV, ktory popisuje smer a orientaciu.

Ked chceme [AB] vynésobit s [CD], pre vyslednt usecku XY reprezentu-
jicu stuéin [AB] - [C D] potrebujeme uréit jej dlzku a uhol (¢iZe smer s orienté-
ciou).

— Pre dlzku XY nech plati, | XY| : |AB| = |CD| : |OE|, t.j. dlzku nijdeme
presne tak isto ako v pripade modelovania kladnych redlnych éisel.

— Pre smer a orientdciu XY nech plati analogicky s dizkou, ze /XY —ZAB =
LCD — LOE, ¢ize /XY = LAB + ZCD, kde orientované uhly budeme
scitavat tak, ako orientované tisecky: zaciatocné rameno druhého uhla pri-
lozime ku koncovému ramenu prvého uhla, potom zaciato¢né rameno pr-
vého uhla bude zac¢iato¢nym ramenom sicétu a koncové rameno druhého
uhla bude koncovym ramenom suctu.

Pri takto definovanom nésobeni tvoria triedy ekvivalencie (okrem nulovej isecky)
komutativnu grupu.

e D4 sa overit, ze takto definované operacie sc¢itania a nasobenia spiflajﬁ aj dis-
tributivny zakon.

Triedy ekvivalencie orientovanych tseciek tvoria pole!

Kazda trieda ekvivalencie orientovanych tseciek ma jediného reprezentanta, ktory
ma zaciatok v danom pevnom bode a naopak. Kazdu triedu tak moézeme jednoznacne
reprezentovat koncovym bodom tejto jej tisecky. Naopak, kazdy bod urcuje orientovanu
usecku so zaciatkom v danom pevnom bode a nasledne tak aj jej triedu ekvivalencie.
Méame tak bijekciu medzi bodmi E? a triedami ekvivalencie orientovanych tseciek.

Zavedme si kartezidnsku suradnicovi ststavu tak, ze zaciatky useciek su v (0,0) a
OFE ma koncovy bod v E = (1,0).

Namiesto [OF] budeme pisat tiez 1, kedZe ide o neutrdlny prvok vzhladom na né-
sobenie v nasom poli. Potom —1 je reprezentovanda orientovanou tseckou s koncovym
bodom (—1,0) (zaciatok je v (0,0)): mé jednotkovit dizku a jej uhol je priamy (m4
velkost ).

Orientovand tsecka so zac¢iatoénym bodom (0,0), s dizkou 7 a uhlom ¢ mé koncovy
bod (r cos g, 7 sin ¢). Usporiadant dvojicu (r cos ¢, 7 sin ) poznéte zrejme ako kartezidn-
ske siradnice koncového bodu tejto orientovanej tsecky. Dvojica (r, ¢) tvori zas poldrne
stradnice tohto bodu.
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Oznacme i bod, ktory zodpoveda koncovému bodu orientovanej tisecky so zaciatkom
v (0,0), dlzkou 1 a uhlom 7/2. Lahko overime, 7e i> =i -i = —1, to isté pre —i.
Komplexné éislo z s absoltitnou hodnotou r a argumentom ¢ tak mézme jednoznacne
napisat ako
z = r(cosp + isin p).
Pole, ktoré sme skonstruovali, sa nazyva polom komplexnijch cisel, ozn. C. Geomet-
rickd reprezentacia je znama ako Gaussova rovina.

Dizka orientovanej tsecky reprezentujicej komplexné &slo sa $tandardne nazgva
absolitna hodnota komplexného ¢isla, jej uhol zas argument komplexného éisla.

Nech a € C mé absolitnu hodnotu 1 a argument «, Cize a = cos « + i sin «, Nech
b € C ma absolttnu hodnotu 1 a argument 3, ¢ize b = cos 5 + isin 3.

Potom jednak mame, Ze
ab = cos(a+ ) +isin(a + 3),
a z distributivnosti nasobenia vzhladom na scitanie tiez ze
ab = (cosa+isina)(cosf + isinp)
= cosacos 3 —sinasin 8 + i(cos asin B + sin « cos ().
Dostavame tak mimochodom vzorce pre goniometrické funkcie stctu uhlov.

Nésobenie komplexnych ¢isel podla Wessela (teda operaciami na absolitnej hodnote
a argumente) je velmi Sikovné, ked potrebujeme zrétat vysokd mocninu komplexného
¢isla:

(r(cosp +isinp))" = r"*(cosny +isinny) (n € N)

(zndme ako Moivrova veta).

S komplexnymi ¢islami mo6zeme pracovat aj ako s usporiadanymi dvojicami realnych
¢isiel (a,b) € R%, kde operacie s¢itavania a ndsobenia st definované:

(a,b) + (e,d) = (a+ec,b+d),
(a,b) - (c,d) = (ac—bd,ad+ bc).

Odtial sa potom lahko odvodia aj predpisy pre odcitavanie, delenie, odmocnovanie.



