KAPITOLA 2

Hilbertova axiomatika geometrie

Po objaveni neeuklidovskych geometrii vznika potreba hlbsie preskiimat Euklidove
axiémy a dosledne doplnit medzery.

1899: David Hilbert: Grundlagen der Geometrie (Zaklady geometrie)

Bod, priamka atd. st objekty, ktoré zvlast nedefinujeme, st popisané axiémami,
vlastnostami, ktoré maju splnat.

Poziadavky na axiomaticky systém (vlastnosti axiomatického systému):

e bezrozpornost = konzistentnost — tiplne bezpodmienecne!

e nezdvislost (Ziadna axiéma nie je dokdzatelnd pomocou ostatnych)

e Uplnost (kazdé pravdivé tvrdenie je dokézatelné; inak: bud je dokazatelné dané
tvrdenie alebo jeho negicia)

e kategorickost (vSetky modely st navzdjom izomorfné)

e iné: jednoduchost (estetickd zalezitost), ndzornost (tiez estetickd zdlezitost) ...

Axiomaticky systém je konzistentng, ak nie je mozné z axiém ukazat spor (Cize
tvrdenie aj jeho negaciu)

Nekonzistentny (= sporny) axiomaticky systém (t.j. je mozné z axiém dospiet k
sporu): da sa dokdzat Tubovolné tvrdenie (sporom, lebo ¢okolvek predpokladdme, vieme
dospiet k sporu, ¢ize sme ukazali opak predpokladu). Taky axiomaticky systém je bez-
cenny.

Postupy (len niektoré) pri dokazovani (pravidld logiky, ¢o to znamend z danych
tvrdeni dokazat dalsie):

e modus ponens, vid matematickd indukcia

zékon vylucenia tretieho

dokaz sporom: “reducto ad absurdum” — mé svoje opodstatnenie v zakone
vylicenia tretieho

rozbor pripadov (case distinction)
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1. Axiémy incidencie

Nedefinované pojmy:

e bod,

e priamka,

e incidencia:
— “bod B a priamka p st incidentné”
— “bod B lezi na priamke p”
— “priamka p prechadza bodom B”
—“B¢ pn.

Axiémy:

I1: Kazdymi dvoma réznymi bodmi prechadza préve jedna priamka.
12: Na kazdej priamke lezia aspon dva rozne body.
13: Existuju také tri body, ze ziadna priamka neprechadza vsSetkymi troma.

PozNAMKA 1.1. I1 je u Hilberta rozdelené na dve axiémy: existencia a jednoznac-
nost. 12 a I3 st u Hilberta spojené do jednej axiéomy, rozsirené este o analogické tvrdenie
v 3D priestore.

DEFINICIA 1.2. Body B, Bo, Bs, ... st kolinedrne, ak existuje priamka so vsetkymi
tymito bodmi incidentna.

I3: Existuju tri nekolinedrne body.
Kolko spolo¢nych bodov mézu mat dve rézne priamky?

TVRDENIE 1.3. Ak p,q su dve rézne priamky, potom p a q maji najviac jeden
spolocnyj bod.

Dokaz.

Nech AepajAcqatiez BepajBEe€qg.
Nech AB je priamka uréend bodmi A a B (axiéma I1, existencia).

Potom AB = p, lebo A, B € p (axiéma 11, jednoznac¢nost).

Podobne zistime, ze AB = g,
a teda priamky p a ¢ s totozné.

Maéme tzv. incidencni geometriu.

2. Modely incidenc¢nej geometrie

Interpretacia pojmov “bod”, “priamka”, “incidencia”: priradime im nejaky kon-
krétny vyznam. Ak si axiémy v tejto interpreticii (geometrii) pravdivé, potom je to
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model daného axiomatického systému. Vsetko, co vieme dokazat vychadzajic z axiom,
je potom pravdivé aj v modeli, nemusime to overovat.

Ak méme tvrdenie (zatial bez ddkazu) a rozhodujeme sa o jeho pravdivosti, tak
predtym ako sa pustime do dokazovania, je rozumné si jeho platnost najprv overif na
modeli.

Ak chceme ukézat konzistentnost axiomatického systému, mali by sme overit, Ze
spor sa z axiém odvodit neda. V praxi sa bezrozpornost overuje pomocou modelov. Ak
najdeme model, axiomaticky systém je konzistentny (bezrozporny): mame “svet”, ktory
zodpovedd axiémam, a nie vsetko sa v nom d& ukazaft.

2.1. Trojbodové geometria. A, B,C sibodya {A, B},{A,C},{B,C} supriamky.
Incidencia: zjavnd. Ide o model inciden¢nej geometrie (overime axiémy). Teda inciden¢nd
geometria je bezrozpornd (konzistentna).

Euklidov postulat o rovnobezkach neplati. T.j. tvrdenie “danym bodom prechadza
prave jedna rovnobezka k danej priamke” sa urcite neda dokazat.

Kompletny graf s troma vrcholmi: v podstate ten isty model.

DEFINicIA 2.1. Dve incidenéné geometrie st izomorfné, ak existuje bijekcia medzi
bodmi a priamkami zachovavajica incidenciu. Formélne: ¢ : M1 — Moy je izomorfizmus
inciden¢énych geometrii (modelov), ak ¢ bijektivne zobrazi body modelu M; na body
modelu My, priamky Mj na priamky My a plati, ze v . M; bod A lezi na priamke p
prave vtedy, ked v M3 lezi bod ¢(A) na priamke ¢(p).

Izomorfizmus incidencénej geometrie sa tiez nazyva kolinedciou. V kolineécii sa koli-
nearne body zobrazia na kolinedrne body.

Uvedené dva trojbodové modely st izomorfné.

Dualita: z modelu inciden¢nej geometrie skonstruujeme novi geometriu tak, ze bod
nahradime priamkou, priamku bodom, incidenciu zachovdme (len ,oto¢ime” smer inci-
dencie).

Duadlna geometria k trojbodovej geometrii je tiez modelom. Je izomorfny s pévodnym
modelom.

Vsetky trojbodové modely incidenc¢nej geometrie st navzajom izomorfné. Preto ak
by sme dodali dal$iu axiému ,existuju prave tri rézne body”, axiomaticky systém by sa
stal kategorickym.

2.2. Stvorbodova geometria. Body: A, B,C, D, priamky: dvojice bodov. Cize
ide o kompletny graf so Styrmi vrcholmi.

Euklidov postulat o rovnobezkach plati.

T.j. Euklidov postulat sa nedd ani dokazat ani vyvratit len na zédklade axiém inci-
dencie. Je to nezdvislé tvrdenie.

Nezavislost sa ukazuje podobne ako bezrozpornost: existenciou modelov.

2.3. Patbodova geometria. Kompletny graf s piatimi vrcholmi.

Kazdym bodom vieme k danej priamke viest dve rovnobezky.
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2.4. Sféra. Bodmi st body sféry. Priamkami st kruznice na sfére so stredom v
strede sféry.

Kazdé dve priamky sa pretinaji v dvoch bodoch, preto nejde o model incidencnej
geometrie.

Modifikacia:

e body: dvojice {A, A’'}, kde A, A" st navzdjom protilahlé body na sfére (napr.
severny a juzny poél), ¢ize stotoznili me protilahlé body,
e priamky: kruznice na sfére so stredom v strede sféry.

Takto dostdvame model incidenc¢nej geometrie. A velmi dolezity!

2.5. Algebraické modely incidencnej geometrie. Afinné roviny nad polom
Q2,R2,F5, ...t body st prvky, t.j. dvojice (a1, az), priamky su linedrne rovnice ax +
by +c = 0 ((a,b) # (0,0)), bod lezi na priamke, ak je riesenim prislusnej linedrne;j
rovnice.

Analytickd geometria je teda modelom incidenc¢nej geometrie.

2.6. Projektivna rovina. Renesancia (cca 15. stor.) — linedrna perspektiva: tedria
o projekcii bodov zo scény (3D) na platno (2D). Matematické pozadie sa vola projektivna
geometria. Rovnobezky sa v nej mozu pretat... “pretinaju sa v nekonec¢ne”

Majme R? — klasicka rovina, v ktorej plati piaty Euklidov postulat. Uvazujme reldciu
na priamkach (rozsirena rovnobeznost):
p~q prave vtedy, ked p=q alebop | q.

Potom ~ je reldciou ekvivalencie: reflexivnost a symetrickost st zjavné, tranzitivnost:
nech p, g, r st navzajom roézne (inak je to trividlne) a nech p || ¢ a ¢ || r. Sporom, nech
p [ r, teda p a r sa pretni v bode B. Potom méame dve rovnobezky ku ¢ cez bod B.

Triedy ekvivalencie st nové body, o ktoré rozsirime R?. Aby boli splnené axiémy,
tak body v nekonecéne musia lezat vsetky na priamke v nekonecne: pridame ju k uz
existujicim priamkam.

Urobili sme tzv. projektivne ziplnenie R2.

VsSeobecnejsie: ak mame model incidenénej geometrie, v ktorom plati Euklidov pos-
tulat rovnobeznosti, potom ho vieme ziplnit na projektivnu rovinu.

PRrRIKLAD 2.2. Najmensia projektivna rovina (tzv. Fanova rovina) vznikne projek-
tivnym zuplnenim uvedenej Stvorbodovej roviny.



