KAPITOLA 3

Automorfizmy euklidovskej roviny

1. Zhodnosti v euklidovskej rovine

Superpozicia u Euklida (sus): ak tisecku po rovine len presunieme, jej dlzka sa ne-
zmeni.

Geometria moze byt vybudovand aj inak nez euklidovskymi axiémami, napriklad ju
moézme vybudovat na principe superpozicie.

DEFINicIA 1.1. Neprdzdna mnozina G spolu s bindrnou operaciou o (t.j. zobrazenim
G x G — @) sa nazyva grupa, ak

e pre vsetky a,b,c € G plati (aob) oc=ao (boc) asociativnost,

e existuje e € G také, ze pre vsetky a € G plati aoe = eoa = a (e je neutrdlny
prvok operécie o),

e pre kazdé a € G existuje b € G také, ze aob = boa = e (b je inverzng k a
vzhladom na operéaciu o.)

Naés budt zaujimat grupy zobrazeni s operaciou skladania zobrazeni: pre zobrazenia
f:A=-B a g¢g:B—-C
je zlozenie f a g zobrazenie
gof: A= C také ze (go f)(x)=g(f(z)).

TVRDENIE 1.2. Skladanie zobrazeni je asociativne.

Dékaz. Nech f: A— B,g: B— Cah: C — D. Treba ukézat, ze (hog)of = ho(gof),
teda ze pre vsetky a € A plati (hog)o f)(a) = (ho(go f))(a). Ide o jednoduché
rozpisovanie skladania zobrazeni. O

DEFINICIA 1.3. Transformdcia euklidovskej roviny je akékolvek zobrazenie E? — E2.

DEFINiCIA 1.4. Transformécia f euklidovskej roviny sa nazyva zhodnostou (izomet-

riou, zhodnostngm zobrazenim) prave vtedy, ked dizka tsecky je invariantom f, t.j. ked
pre vsetky body A, B plati, ze AB = f(A)f(B).

Odteraz budeme c¢asto pouzivat konvenciu, zZe pre dani zhodnost f bude A’ obraz
bodu A v zhodnosti f, teda A’ = f(A), pokial bude z kontextu jasné, o ktort zhodnost
ide.

TVRDENIE 1.5. Zhodnost euklidovskej roviny je bijektivna transformdcia E?, ktord
zachovdva reldcie

e incidencie: kolinedrne body sa zobrazia na kolinedrne body, teda ide o tzv. koli-
neaciu;
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o usporiadania: ak A x B x C, potom ¢(A) * p(B) x p(C),

Dokaz. Injektivnost: ak f je izometria, potom je f injektivne zobrazenie, lebo ak A # B,
potom AB je tsecka a plati, ze AB = A'B’, ¢ize A’ # B'.

Incidencia a usporiadanie: nech A, B, C' s rozne kolinearne body a nech napr. A x
B x C. Potom |AB| + |BC| = |AC|. KedZze f je zhodnost, dostavame tak, ze |A’B’| +
|B'C'"| = |A'CY|, teda A’, B',C" st kolinedrne (inak by sme mali spor s trojuholnikovou
nerovnostou) a navyse A"« B x C'.

Surjektivnost: Nech XY st rozne body, potom f zobrazi priamku W bijektivne
na priamku X'Y": kedze f zachovava incidenciu, tak f (W ) € X'Y'. Nech teraz pre
U € X'Y’ plati napriklad X’ * Y’ * U. Podla axiémy Z1 existuje na polpriamke XY
jediny bod Z taky, ze X Z = X'U. Lahko sa presved¢ime, Ze Z je vzorom U v zobrazeni
f.

Nech A, B, C st teraz rozne nekolinearne body, teda A’, B', C’ st tiez rozne (vyplyva
z injektivnosti f) nekolinedrne body (inak by sme mali zase spor s trojuholnikovou nerov-

nostou, podobne ako pri dokazovani zachovavania usporiadania). Nech X je Iubovolny
bod, ukazeme, Ze mé v zobrazeni f vzor.

Ak X lezi na niektorej z priamok A’B’, A'C" alebo B'C’, potom podla prave uka-
zaného mé v zobrazeni f vzor. Nech teda X nelezi na ziadnej z tychto priamok. Nech
Y je bod medzi A" a B’. Ak priamka W prechddza bodom C’, tak Y a C’ maju vzor,

a teda vsetky body priamky X Y maji vzor, Specidlne aj bod X. Ak priamka XY ne-
prechddza bodom C’; potom podla Pachovej axiémy pretina niektorti zo zvysnych stran

trojuholnika AA’B’C’ vo vnitornom bode, ozna¢me ho Z. Teda znovu priamka m4
dva body, ktoré maju vzor (bod Y a bod Z), preto aj X mé vzor. O

TVRDENIE 1.6. Vsetky zhodnosti E? spolu s bindrnou operdciou skladania zobrazeni
tvoria grupu.

Dékaz. Ak f a g st zhodnosti, potom pre A # B mame
(g0 f)(A)(go f)(B) =g(f(A)g(f(B)) = f(A)f(B) = AB,

teda g o f je zhodnost, ¢ize o je naozaj dobre definovana bindrna operacia na mnozine
vsetkych zhodnosti.

Asociativnost operdcie o sme uz ukazali.
Neutralnym prvkom vzhladom na o je identita (zrejme identita je zhodnost).

Ak f je zhodnost, potom je f bijekcia, a preto existuje inverzné zobrazenie f~! také,
7e fof l=f"lof=ig (identita Euklidovskej roviny). Zrejme f~! je tiez bijekcia a
navyse plati

FHANHBY) = AN (f(B) = AB= A'B,
teda f~! je zhodnost. O

PRIKLAD 1.7. Grupa automorfizmov nie je komutativna! Napr. otocenie okolo (0, 0)
o m a posunutie v smere (1,0).

LEMA 1.8. Nech f je zhodnost. Potom /ABC = /A'B'C".
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Dékaz. Kedze A'B’ = AB a to isté plati pre ostatné strany AABC, tak su trojuholniky
ANABC a ANA'B'C’ zhodné a dostédvame tak pozadované tvrdenie. O

DOSLEDOK. KaZdd zhodnost zachovdva vsetky reldcie v euklidovskej geometrii: reld-
ctu incidencie, reldciu usporiadania a reldcie zhodnosti useciek a uhlov.

Dokaz. Relacie incidencie a usporiadania st zachované podla Tvrdenia 1.5. Pre tsecky
podla definicie zhodnosti plati: A’B’ = AB. Preto ak AB = C'D, potom

AB 2AB=CD=C'D,
teda aj pre obrazy plati A’B’' = C'D’.
Podobne z Lemy 1.8 ukdzeme, ze ak ZABC = /DEF, tak ZA'B'C' = /D'E'F'. O

2. Klasifikacia zhodnosti euklidovskej roviny

DEFINicIA 2.1. Nech A, B st rozne body. Priamka prechddzajica stredom AB a
kolma na 1@ sa nazyva os usecky AB.

Podla Tvrdenia 4.28 a Vety 4.25 predchadzajicej kapitoly ma kazda tsecka prave
jednu os.

LEMA 2.2. Os tdsecky AB je mnozina takych bodov X, zZe AX =2 BX.

Dékaz. Oznacme S stred tisecky AB a o os usecky AB.

Nech X € 0. Ak X € /@, potom X = S a preto AX = BX. Ak X ¢ j@, potom
su trojuholniky AASX a ABSX zhodné (veta sus). Preto AX = BX.

Nech AX ¥ BX. Ak X € jﬁ, potom X = S a preto X € 0. Ak X ¢ fﬁ, potom st
trojuholniky AASX a ABSX zhodné (veta sss). Preto ZASX = ZBSX a kedze ide o
susedné uhly, st oba pravé, ¢ize X € o. O

DEFINTCIA 2.3. Nech f je transformacia E2. Bod B sa nazyva pevngm (invariantnim,
samodruzngm) bodom transformécie f, ak f(B) = B.

DEFINiCIA 2.4. Nech o je priamka v E2. Simernost podla priamky o (osovd simer-
nost) je transformécia .7, euklidovskej roviny definované nasledovne:

Nech A € E2.

e Ak A € o, potom .7,(A) = A,
o Ak A ¢ o, nech
— k4 je priamka prechddzajica cez A a kolm4 na o
—a Al =o0nky.
Potom .7,(A) je taky bod na k4, ktory lezi v opacnej polrovine od o ako A a
FH(A)A+ = AAL

PozNAMKA 2.5. Ekvivalentne by sme mohli obraz bodu A v stimernosti .¥, podla
o popisat aj tak, ze .7,(A) je taky bod, Ze o je os usecky A.7,(A). Pri takejto definicii
treba ale este ukazat jej korektnost, a sice, ze taky bod .#,(A) existuje a je jediny.

TVRDENIE 2.6. Osovd sumernost je zhodnost.
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Dokaz. Potrebujeme ukdzat, ze pre vSetky dvojice A, B plati AB = A'B’.
Nech o je os simernosti.
Ak A, B € o, tvrdenie je zrejmé.

Ak A €oa B ¢ o, potom A= A" je bod na osi tsecky BB’ a tvrdenie vyplyva z
Lemy 2.2.

Ak A, B ¢ o, potom nech X € o je taky, ze nelezi na H ani na BB’. Plati, Ze
AX =2 A'X aj BX = B'X. Zo zhodnosti trojuholnikov ABSpX a AB'SpX (S, je stred
BB') a podobne pre A, A" a aritmetiky uhlov potom vidime, ze AABX = NA'B'X
(sus), a preto AB = A’'B’. O

PozZNAMKA 2.7. Pre osovi stmernost .¥ zrejme plati, ze .¥ o .¥ = ig2. Takéto
zobrazenie sa nazyva involicia.

TVRDENIE 2.8. Ak md izometria f dva rozne samodruzné body A, B, potom vsetky
body priamky 1@ sU samodruzné.

Dokaz. Nech C' je dalsi bod na f@ . Nech najprv Ax B x C. KedZe f zachovava usporia-
danie, tak A * B x C'. Zaroven musi platit, ze BC' = B'C’ = BC, a teda z axiémy Z1
mame C' = C.

Ostatné pripady polohy bodu C vzhladom na A, B sa ukézu tak isto. O

TVRDENIE 2.9. Ak md izometria tri nekolinedrne samodruzné body, potom je to
identita.

Dokaz. Nech A, B,C sa pevné nekolinedrne body. Potom st podla Tvrdenia 2.8 vsetky
body na priamkach zﬁ , %, % pevné. Nech X je bod neleziaci ani na jednej z tychto
priamok. Potom presne takym istym postupom ako pri dékaze surjektivnosti izometrie
overime, ze X je pevnym bodom (vyraz ,ma vzor” sta¢i nahradit vyrazom ,je pevnym
bodom”). O

DOSLEDOK. Ak f a g st izometrie, pre ktoré plati, Ze f(A) = g(A), f(B) =g(B) a
f(C) = g(C) pre nejaké nekolinedrne body A, B,C, potom f = g.

1

Dokaz. Zobrazenie f o g~ ma tri pevné nekolinearne body, preto je to identita. O

TVRDENIE 2.10. Ak md izometria dva rézne samodruiné body A, B a nie je to
identita, potom je to sumernost podla priamky jﬁ

Dokaz. Podla Tvrdenia 2.8 st vSetky body na priamke j@ pevné. Nech C' ¢ j@ , potom

C'" # C, inak by bola zhodnost izometriou. Nech k je kolmica na j@ prechadzajica
bodom C. Potom kazdy bod na k sa zobrazi zas na bod na k (Lema 1.8). Preto C sa

zobrazi na bod simerny podla B (axiéma Z1). O

VETA 2.11. Trojuholniky NABC a NA'B'C' si zhodné prdve vtedy, ked existuje
zhodnost [ takd, ze A" = f(A), B = f(B) a C' = f(C). Navyse takdto zhodnost je
jedind.

Dokaz. Nech f je zhodnost a A’, B’, C’ st obrazy bodov A, B, C. Potom st trojuholniky
NAABC a ANA'B'C’ podla vety sss zhodné.



2. KLASIFIKACIA ZHODNOSTI EUKLIDOVSKEJ ROVINY 43

Nech teraz AABC = NA'B'C’. Nech .| je osova stimernost, ktord bod A zobrazi
na bod A’. Ozna¢me A; = Y1 (A) = A, By = S (B), C1 = S (C). Nésledne, nech
¥ je osova stmernost, ktora bod B; zobrazi na bod By = B’. Podla Lemy 2.2 potom
A" € 09 (02 je os stimernosti .%3), lebo A’'B’ =2 A’B; (vid Lema 2.2). Nakoniec, nech
73 je osova sumernost, ktord bod Cy zobrazi na bod C3 = C’. Znovu podobne ako

v predchadzajicom pripade plati, ze A’, B’ € o03. Nagli sme tak zhodnost, konkrétne
f =S50S 0., ktorda AABC zobrazi na NA'B'C".

Jednoznac¢nost vyplyva z dosledku Tvrdenia 2.9. U

Dokéazané tvrdenie je vlastne to, ¢o u Euklida vystupuje ako princip superpozicie.

DOSLEDOK. Osové simernosti generuji grupu vsetkijjch zhodnosti. KaZdd zhodnost
je sucinom nanajvys troch osoviych sumernosti.

2.1. Suéin dvoch osovych stimernosti: otocenia. Nech 01, 09 su priamky, bu-
deme skimat zobrazenie .5 o .7 (.} je sumernost podla o;).

DEFINfcIA 2.12. Nech S je Iubovolny pevne zvoleny bod. Stredovd simernost so
stredom S je nasledovné zobrazenie:

e 5'=05,
e ak A # S, potom A’ je taky bod v rovine, ze S je stredom AA’.

Pre uplnost a korektnost definicie je potrebné este overif, ze stredova stmernost s
danym stredom S existuje a navyse ze ide o izometriu. Toto je désledkom nasledovného
tvrdenia.

TVRDENIE 2.13. Nech 01 L 0o. Potom f = % 0. je stredovd simernost so stredom
S =01 Nos.

Dékaz. Ak A € o1 alebo A € 09, je zrejme S stredom AA’, kde A’ = f(A).

Nech A nelezi ani na jednej z osi. Nech B je kolmy priemet A na o1, nech A; = .71 (A),
A" = (A1) = f(A) a B' = f(B). Potom AABS = ANA'B’S (sss), navyse S je stred
BB, teda uhly ZASB a LA'SB’ st vrcholové (axiéma Z4), a preto S je stred AA". O

PozNAMKA 2.14. Stredova stmernost je, podobne ako osovd, involiiciou.

DEFINicIA 2.15. Zhodnost f sa nazyva otocenim (rotdciou), ak ma jediny samod-
ruzny bod. Tento samodruzny bod sa nazyva tiez stredom otocenia.

Analdgia: osovd sumernost sa zvykne tiez definovat ako zhodnost, ktorej mnozinou
samodruznych bodov je priamka. Takato definicia nie je konstrukénd, geometricky dava
slaby vhlad, ale podla Tvrdenia 2.10 naozaj takto definujeme osovii simernost ako ju
poznate zo ZS/SS. Vyhodna je v tom, Ze je podstatne jednoduchsia ako Definicia 2.4.

TVRDENIE 2.16. Zhodnost f je otocenim prave vtedy, ked f = S5 0 %, kde .7 je
osovd siumernost podla o; a 01,09 sU roznobezné.

Dokaz. Nech f je otoCenie, t.j. f m4 jediny pevny bod S. Nech A # S, teda A # A’ =
f(A). Nech 01 je os AA’. Bod S € 01, lebo AS = A’S, teda S je pevny vzhladom na .}
(simernost podla osi 01). Dalej .71 (A) = f(A). Vidime teda, Ze v zobrazeni f 0.7 si
body S a A pevné. Toto zobrazenie urcite nie je identita, inak by f malo viac ako jeden
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pevny bod, preto je to podla Tvrdenia 2.10 osova stimernost. Jej os oo uréite obsahuje
bod S (je samodruzny), teda f o . = .7, Cize f = S0 7.

Nech teraz f = .% o .77, kde osi 01 a 09 su roznobezné. Zrejme S = o1 N o2 je
samodruzny bod zhodnosti f. Ak by aj nejaky iny bod A bol samodruzny, potom by
platilo, Ze .%3(A) = .#1(A), teda o1 = 03, ¢o je v spore s predpokladom. Cize S je jediny
samodruzny bod, a teda f je otocenie. O

POzZNAMKA 2.17. Nech o1, 09 st réznobezné a f = % o .#; je otocenie okolo S =
01 N og. Potom uhol ZACA’, o ktory sa bod A (A # S) oto¢i, zodpovedd dvojndsobku
uhla, ktory zvieraju osi 01 a 0s.

DOSLEDOK. Nech f je rotdcia okolo S a nech p je priamka prechddzajica cez S.
Potom existuje prdve jedna priamka q takd, Ze f = 74 0.7, a prdve jedna priamka r
takd, zZe f = Spo 7.

TVRDENIE 2.18. Pre pevne zvoleng bod S tvoria rotdcie okolo S spolu s identitou
komutativnu grupu.

Dokaz. Identita je neutralnym prvkom.

Nech o1, 09 st roznobezné a f = % o .%;. Potom g = .%] o % je opacné zobrazenie
k f. (Lahko sa overi vdaka tomu, ze osova simernost je involdcia.)

Nech f, g st otocCenia, potom aj go f je otocenie (vyplyva z dosledku Tvrdenia 2.16).
O

2.2. Siéin dvoch osovych stiimernosti: posunutia. Posunutia si s drobnymi
odchylkami velmi podobné otoc¢eniam, preto sa im tu budeme venovat len strucne.

Prva odchylka nastdva v moznosti definovania posunuti. Pre otocenia, ako im po-
znate zo zakladnej ¢i strednej skoly, plati, ze maji jediny samodruzny bod, a tato vlast-
nost ich plne charakterizovala, preto sme ju pre jej jednoducht formulaciu pouzili ako
definiciu otocenia. Posunutie nemd ziaden samodruzny bod, ale nie je to jediny typ
izometrie s touto vlastnostou, preto posunutia musime definovat inak.

DEFINICIA 2.19. Zhodnost f je posunutie, ak pre vSetky A, B, A # B plati, ze stred
usecky AB’ splyva so stredom tsecky BA'.

Pri takejto definicii patri medzi posunutia aj identita.

TVRDENIE 2.20. Zhodnost f je posunutim prdave vtedy, ked f = S 0 .S, kde 7 je
osovd sumernost podla o; a 01,02 si rovnobezné (totozné v pripade identity).

PozNAMKA 2.21. Nech 01,09 st rovnobezné a f = .%5 o .#; je posunutie. Potom

AA" 1 o; a vzdialenost A a A’ zodpoved4 dvojndsobku vzdialenosti osi 01 a 0s.

TVRDENIE 2.22. Posunutia tvoria komutativnu grupu.

2.3. Saéin troch osovych stmernosti. Ak 01,092,035 st navzajom rovnobezné
alebo ak vsetky prechadzaji spolo¢nym bodom, potom ide o osovi stimernost: staci
posunut resp. otoCit osi 09 a o3 tak, aby 01 a 092 splynuli.

Inak existuju osi 01,02 a 03 také, ze

L5ﬂ03ofy0201¢01:tsﬂﬁgofyﬁgofyﬁly



3. KLEINOV ERLANGENSKY PROGRAM 45

a 0y || 03 a 01 L 09. Takdto zhodnost sa nazyva posunutd simernost. Je to osova
sumernost nasledovand posunutim pozdlz osi simernosti.

Postup pri hladani 01, 09 a 03:

(1) otoc¢ime osi 0z, 03 tak, aby o2 L oy,
(2) otoc¢ime osi 01,09 tak, aby o3 || o2.

3. Kleinov erlangensky program

Geometria skiimand pomocou Hilbertovych axiém sa zaoberd najmé euklidovskou
rovinou. Napriklad projektivne roviny prestdvaji byt modelom hned po zavedeni axiém
usporiadania. Ide vSak o velmi dolezity model incidenc¢nej geometrie, a to nielen v rene-
sancii (linedrna perspektiva) ale aj v modernej matematike.

Pod rovinna geometriu spada napriklad aj stidium teselacii euklidovskej roviny. Tie
sa uz ale pomocou Hilbertovych axiém velmi dobre popisat nedaji.

Geometria vsak moze byt studovand aj inak nez Euklidovymi alebo Hilbertovymi
axiémami. Mohli by sme najprv zadefinovat zobrazenia a potom budovat planimetriu.
Da sa to, je to dokonca modernejsi pristup:

Felix Klein, 1872, Kleinov erlangensky program: predstavuje presne tento opacény
postup. Geometria je uréend mnozinou (body) a grupou automorfizmov tejto mnoziny.
Studovat geometriu znamend skiimat invarianty grupy automorfizmov (vlastnosti, ktoré
ostavaju pri transforméciach zachované). Ide o velmi vplyvnd myslienku nielen v mate-
matike (tedria invariantov), ale napr. aj vo fyzike.

euklidovska geometria = $tidium invariantov grupy zhodnosti
teseldcie roviny = studium invariantov krystalografickych grip
afinnd geometria = Studium invariantov afinnej grupy
projektivna rovina = $tidium invariantov projektivnej grupy

Nasge sti¢casné vnimanie geometrie je velmi ovplyvnené Kleinovou pracou. Napriklad
dnes zhodnost trojuholnikov nedefinujeme ako Euklides porovnavanim stran a uhlov, ale
prave superpoziciou:

DEFINiCIA 3.1. Euklidovskd rovina E? je afinnd rovina R? so skaldrnym stc¢inom
definovanym na jej vektorovej zlozke.

DEFIN{c1A 3.2. Dizka tsecky AB je
|IAB|=+/(B—A)- (B - A).

DEFINICIA 3.3. Afinné zobrazenie E? — E? sa nazyva zhodnost (izometria), ak pre
vietky A, B € E? plati, ze |A'B’| = |AB|. (Afinné zobrazenie roviny do seba zrejme
poznate ako zobrazenie, v ktorom obrazom kazdej priamky je priamka alebo bod a
ktoré zachovava deliaci pomer bodov.)

DEFINiCIA 3.4. Afinné zobrazenie E? — E? sa nazyva podobnost, ak existuje k € R,
k > 0 také, ze pre vietky A, B € E? plati, 7e |A’'B’| = k|AB).

DEFINicIA 3.5. Dva ttvary (trojuholniky, Stvoruholniky, ...) Uy, Us st zhodné resp.
podobné, ak existuje zhodnost resp. podobnost, ktord U; zobrazi na Us.
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Vdaka Vete 2.11 vieme, ze takto definovana zhodnost pre trojuholniky je té isté, ako
zhodnost trojuholnikov definoval Euklides.



