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4. Axiémy zhodnosti

Nedefinované pojmy:

e zhodnost tseciek: AB = CD — tsecky AB a C'D st zhodné,
e zhodnost uhlov: ZABC = /DEF — uhly ZABC' a Z/DEF st zhodné.

Axiémy:

Z1: Pre Iubovolné dva rézne body A, B a polpriamku vychddzajicu z bodu A’
existuje na tejto polpriamke prave jeden bod B’ taky, ze A’B’ = AB.

72: Ak AB= A'B"a AB = A"B", potom A'B’ = A”B"”. Navyse, kazd4 tsecka
je zhodnd sama so sebou: AB & AB.

73: Ak AxBxC, A xB' xC'", AB~2A'B aic; >~ B'C’, potom AC = A'C'.

Z4: Pre dany M Z/ABC, dant polpriamku B’A" a Chﬂgl polrovinu ohranic¢ent
priamkou A’ B’ existuje prave jedna polpriamka B'C’ v danej polrovine tak,
ze LZA'B'C' = /ABC.

7Z5: Ak ZABC = /A'B'C' a LABC = /A"B"C", potom LA'B'C’' =
ZA"B"C". Navyse, kazdy uhol je zhodny sdm so sebou: ZABC = /ABC.

Z6: (prekvapenie! nie, nie je to analégia Z3 pre uhly!) Ak pre trojuholniky
ANABC a NA'B'C’ plati, ze AB= A'B’, BC = B'C" a /B = /B’, potom
LA LA a LC =20

4.1. Axiémy.

DOSLEDOK. Zhodnost iseciek (uhlov) je reldciou ekvivalencie na mnoZine tseciek
(uhlov).

Doékaz. Cvicenie. O

U Hilberta st Z1 a Z4 axiémami existencie. U Euklida to boli konstrukcie, ze vieme
preniest dizku tsecky (1.2, presnejsie 1.3) resp. velkost uhla (tiez niekde v prvej knihe).
Axiémy 72, Z3 a 75 st tvz. vSeobecné pojmy (axiémy) u Euklida. Miesto axiém Z1,
Z4 méa Euklides (zrejme) treti postuldt: o konstruovatelnosti kruznice. My si kruznicu v
nasej axiomatike mozeme uz zadefinovat.

4.2. Geometria trojuholnikov. Rychly désledok axiémy Z6 je veta sus o zhod-
nosti trojuholnikov.

DEFIN{cIA 4.1. Hovorime, Ze trojuholniky AABC a AA'B'C’ st zhodné, oznacujeme
AABC = AA'B'C’, ak AB= A'B, BC = B'C', AC= A'C', /A~ /A, /B= /B a
/0= /0.

VETA 4.2 (sus). (Zdklady 1.4) Ak pre trojuholniky ANABC a NA'B'C’ plati, Ze
AB=A'B', BC = B'C' a /B = /B’, potom si tieto trojuholniky zhodné.

PozNAMKA 4.3. Niekedy sa priamo sus zvykne uvddzat namiesto axiémy Z6.

Doékaz. Zo 76 mame, ze /A= /A" a Z/C = /C'. Treba este ukdzat, ze AC = A'C".
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e Sporom, nech AC ¢ A'C".

(1) Nech C" € A’C" je taky bod, ze AC = A'C”, teda C" # (.

e Uvazujme teraz trojuholniky AABC a AA’B'C”. V nich AB =2 A'B’, AC
A'C" a LBAC = /B'A'C".

e Potom podla Z6 LZABC = ZA'B'C”, spor so Z4 (snad by sme uz vedeli vypra-
covat do detailov, ze B'C’" a B'C"” st dve rozne polpriamky na tej istej strane
——

A'B).
e Preto podla Z5 je ZA'B'C' = /A'B'C”,
e a tak zo Z6 B'C' = B'C".
=P
e Potom C" = A'B’ = B'C" = C' je spor s (1).

g

Axiéma Z6 dava do suvisu zhodnost tseciek a uhlov. Euklides sa snazil sus ukazat
(tvrdenie 1.4 v Zakladoch) bez axiémy Z6. No dokaz je problematicky, pouziva tzv.
princip superpozicie, ale nikde nie je zarucené, ze postuvanim a otacanim sa dlzky a
velkosti uhlov nezmenia!

Axiéma Z6 je naozaj nezavisld od ostatnych axiéom:

PRIKLAD 4.4. Rovina R? s taxikdrskou metrikou pre meranie tiseciek (= Manhat-
tanskd metrika, L; metrika) a standardnym meranim uhlov.
Uvazujme dva trojuholniky:
e NABC, kde A =(0,2), B=(0,0) a C = (2,0),
o NA'B'C'  kde A" = (2,0), B'=(1,1) a C" = (0,0).
Plati, ze AB =~ A'B’, BC = B'C" a /B = /B’. Avsak trojuholniky nie st zhodné, lebo
AC 2 A'C'.

DOsLEDOK (Pappus). (Zdklady 1.5) Ak v AABC plati, e AB = AC, potom £B =
/C.

Dékaz. (Pappus) Z6 aplikovana na trojuholniky ABAC a ACAB. O

TVRDENIE 4.5 (usu). Ak pre trojuholniky ANABC a NA'B'C’ plati, 7e AB = A'B’,
LA /LA a LB = /B, potom si tieto trojuholniky zhodné.

Dékaz. Postupuje sa podobne ako pri dokazovani (sus). Ukazeme, ze AC = A'C".

—
Nech C"” € A’C" je bod, pre ktory A'C" = AC.
Potom podla (sus) s trojuholniky AABC a AA'B'C"” zhodné.
Cize LA'B'C" = ZABC.
Spolu s ZABC = /A'B'C’" tak mame, ze ZA'B'C' = /A'B'C".
Podobne ako v dokaze vety sus dostaneme, ze C' = C”.

DOSLEDOK. Ak v AABC plati, Ze /B = /C, potom AB = AC.

Dékaz. (usu) aplikovana na trojuholniky ABAC a ACAB. O
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4.3. Aritmetika usecdiek.

TVRDENIE 4.6 (od¢itovanie tseciek). Nech Ax BxC, A'«B'«C'. Ak AB >~ A'B’
a AC =2 A'C’', potom BC = B'C".

Ide o Euklidovu axiému ,,ak od rovnych od¢itame rovné, sa aj celky rovné”. Fuklides
tieto axiémy (vSeobecné pojmy) formuloval prili§ vdgne na to, aby sa dalo ukazovat, ze
su zavislé.

Dokaz.

Sporom, predpokladajme, ze BC % B'C".

Existuje bod X € B'C’ taky, ze B'X = BC (Z1); z predpokladu zrejme X # C'.
Kedze AB = A’B’, dostavame AC' = A'X (Z3).

Z AC = A'C' potom mame A'C' = A'X (Z2).

Odtial X = C’ (Z1), spor.

0

Vedeli by sme porovnat tisecky, ktoré maja spolo¢ny jeden z koncovych bodov a lezia
na tej istej polpriamke so zaciatkom v spolo¢nom bode. Chceme teraz usporiadanie
rozsirit tak, aby sme vedeli porovnat lubovolné dve tsecky. Nasledovné tvrdenie ndm
umozni porovnavat Tubovolné tsecky. Pri porovnavani tseciek ich budeme prenédsat na
spolo¢nt polpriamku a potrebujeme mat istotu, ze vysledok nebude zavisiet od toho, na
ktort polpriamku tsecky prenesieme.

TVRDENIE 4.7 (porovnavanie useciek). Nech AC = A'C’. Potom pre kaZdy bod
B taky, Ze A B x C existuje prdve jeden bod B’ taky, ze A« B'«C' a AB= A'B’.

Dokaz.

e 7 axiémy Z1 vieme, Ze na W existuje prave jeden bod B’ taky, ze A’B’ = AB.
Potrebujeme ukazat, ze B’ lez{ medzi A’ a C’ (toto je nové oproti axiéme Z1).

e Ak B’ = (', potom AB =2 A'B’ =2 A/C' = AC, kde B a C st dva rozne body
na tej istej polpriamke, spor s axiémou Z1.

e Ostdva vylucit moznost A’ x C’ x B’. Ak by nastala, tak na polpriamke opacnej
K CA zostrojme bod X taky, ze CX = C'B’.

e Podla Z3 potom AX =< A’'B’.

e Mime teda dva rozne body B a X na spolo¢nej polpriamke, ze AB = AX,
spor s axiomou Z1.

e A'x B ' x (.

g

DEFINiCIA 4.8. Hovorime, ze AB < CD (pripadne, ze CD > AB), ak medzi C a D
existuje bod F taky, ze AB = CE.

TVRDENIE 4.9 (usporiadanie aseciek). Relicia < pre dvojice dseciek md nasle-
dovné vlastnosti:

(i) Pre lubovolné dve isecky AB,CD plati prive jedna z podmienok: AB < CD,
CD < AB, AB = CD (trichotémia).
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(i)
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Ak AB < CD a CD < EF, potom AB < EF (tranzitivnost).

Teda < je usporiadanie.

Dékaz. (i)

Nech X je bod na polpriamke C"ﬁ taky, ze CX =2 AB.
Mame moznosti: X = D, Cx X *D alebo CxDx X, ktoré st v poradi ekvivalentné
sAB=(CD, AB<CD aCD < AB.

Nech X je bod medzi C, D taky, ze AB = CX.

Nech Y je bod medzi E, F taky, ze CD = EY.

Nech nakoniec Z je bod na polpriamke ﬁ taky, ze EZ =2 CX.

PodTla predchadzajticeho tvrdenia mdme E* Z «Y, a preto Ex Z « F' (Veta 3.9).
Kedze tiez EZ &£ AB, tak AB < EF.

g

Zaver: Usecky vieme porovnavat aj usporiadat bez toho, aby sme ich merali. Tiez
mame na tseckach jednoduchi aritmetiku: vieme ich s¢itavat, odéitavat.

4.4.

Geometria a aritmetika uhlov.

DEFINfCIA 4.10. Dva uhly, ktoré maji spolo¢ny vrchol, spoloéné jedno rameno a
druhé ramend tvoria spolu priamku, sa nazyvaja susedné.

VETA 4.11. Ak st dva uhly zhodné, potom aj ich susedné uhly st zhodné.

Dokaz.

Nech ZABC = /A'B'C’, nech ZCBD resp. ZC'B’'D’ je susedny k ZABC resp.
LA'B'C'.

Nech body A, A’,C,C’ na ramenach tychto uhlov a D, D’ na ramenach ich
susednych uhlov st zvolené tak, ze AB = A'B’, BC = B'C'" a BD = B'D’.
Potrebujeme ukézat, ze /CBD = /C'B'D’.

Trojuholniky AABC a AA'B'C’ st zhodné (sus),

a teda AC = A'C!, LA LA,

Plati tiez AD = A'D’ (axiéma Z3),

preto trojuholniky AADC a AA’D'C’ st zhodné (sus).

Odtial CD = C'D" a /D = /D',

ABDC = AB'D'C,

a preto ZCBD = /C'B'D’.

O

, —_—
DEFINICIA 4.12. Nech polpriamky BA a B?_)neleiia na jednej priamke. Hovorime,
ze polpriamka ﬁ lezi medzi polpriamkami BA a BC, ak D je vndtorny bod uhla

ZABC.
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TVRDENIE 4.13 (satovanle uhlov). Nech v uhle ZABC' leZi polpriamka ﬁ me-
dzi polpriamkams BA a B? odobne nech v uhle ZA'B'C" lezi polpriamka B'D" me-

dzi polpriamkami B’A' a B'C'. Ak ZABD =~ /A'B'D" a Z/CBD = /C'B'D’, potom
LABC = /A'B'C'.

Dokaz.

e 7 vety o priecke uhla (3.25) mézeme predpokladat, ze A* D % C (teda D sa dé
tak zvolit).

e 7 axiémy Z1 moézeme predpokladat (mézeme A’ C" a D’ zvolit tak), ze A’B’ =
AB, B'C' =2 BC a B'D' = BD.

e Potom podla (sus) AABD = NA'B'D' a ADBC = AD'B'C'". Preto ZADB =
/A'D'B"a /CDB = /C'D'B’.

e KedZze ZADB a Z/CDB su susedné, si aj uhly ZA'D'B’ a /C'D’'B’ susedné
(axioma Z4), teda A’, D', C’ st kolinedrne a A’ x D" x C'.

e 7 axiémy Z3 potom AC = A'C’, ¢ize podla (sus) potom ABAC = B'A'C’

e a odtial ZABC = L/A'B'C".

O

Analogicky k pripadu useciek sa formuluju tvrdenia o aritmetike a porovnavani
uhlov. Dokazy vsetkych nasledovnych tvrdeni prenechavam ako cvcenie.

TVRDENIE 4.14 (0dc1tovan1e uhlov). Nech BD le3 medzi BA a BC a nech B’D’
lezi medzi B A’ a B’C” Ak /ABD = /A'B'D" a /ZABC = /A'B'C’, potom /DBC =
/ZD'B'C’

TVRDENIE 4.15 (porovnéavanie uhlov). Nech ZABC = ZA’B'C’ Potom pre kaZdi
BD medzi BA o BC existuje prdve jedna B'D' medzi B’A’ a B C’ Ze LZABD =
LA'B'D'.

DEFINiCIA 4.16. Hovorime, ze ZABC < /DEF (pripadne, ze /DEF > ZABC),
ak medzi ED a EF existuje EX tak{, 7o ZABC =~ /DEX.

TVRDENIE 4.17 (usporiadanie uhlov). Reldcia < pre dvojice uhlov md nasledovné
vlastnosti:

(i) trichotomia: pre lubovolné dva uhly ZABC, ZDEF plati prave jedna z podmie-
nok: /ABC < /DEF, /DEF < /ABC, /ABC = /DEF,

(ii) tranzitivnost: ek LABC < /ZDEF o LDEF < ZGHI, potom LABC <
ZGHI.

Teda < je usporiadanie.

4.5. Geometria trojuholnikov, pokracovanie.

TVRDENIE 4.18 (sss). Ak pre trojuholniky NABC a NA'B'C’ plati, 7e AB = A'B’,
BC 2 B'C'" a AC =2 A'C’, potom si tieto trojuholniky zhodné.

Dokaz. Radi by sme ukazali, Ze niektord dvojica zodpovedajtcich si uhlov je zhodna.
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e V polrovine opacnej k m zostrojime polpriamku 37 tak, ze LZABX =
LA'B'C.

e Na polpriamke BX nijdeme bod C” taky, ze BC" = B'C".

e Potom podla (sus) su trojuholniky A’B’C" a ABC" zhodné.

Z uvedenej konstrukcie vyplyva, ze staci ukazat (sss) pre trojuholniky v konfiguracii ako
majui trojuholniky AABC a AABC”.

e Kedze body C a C” lezia na opacnych strandch od priamky an , usecka CC"
ju pretina v bode D.
e Pripad D = A: v trojuholniku CC”B méme BC = BC”, odtial /BCC" =
/ZBC"C (Pappus), a kedze A lezi medzi C' a C”, st podla (sus) trojuholniky
NAABC a ANABC" zhodné.
e Pripad D = B: tak isto.
e Pripad Ax D x B:
— Trojuholnik ACC” je rovnoramenny, preto ZACC"” = ZAC"C (Pappus)
— Trojuholnik BCC” je rovnoramenny, preto ZBCC" = /BC"C (Pappus)
— LACB = ZAC" B (s¢itavanie uhlov), teda AABC = AABC”.

e Pripady A x B x D, D x A* B: analogicky (uhly sa budu od¢itavat).

O

TVRDENIE 4.19 (uus). Ak pre trojuholniky AABC a ANA'B'C’ plati, Ze LA = LA,
/B> /B a AC =2 A'C’, potom si tieto trojuholniky zhodné.

Dékaz. Dokazuje sa podobne ako sus a usu. Cvicenie. O

DEFINicIA 4.20. Vonkajsi uhol trojuholnika je uhol susedny s (vnitornym) uhlom
trojuholnika.

VETA 4.21. Vonkajsi uhol v trojuholniku je vdcsi ako lubovolny zo zvysnych dvoch
vnutornych uhlov tohto trojuholnika.

Dékaz. V trojuholniku AABC uvazujme uhol susedny k ZABC: Nech X je bod, Ze
A x B x X. Potrebujeme vylucit moznosti

(a) ZOCBX = /C,
(b) ZCBX < /C,
(c) ZCBX = /A,
(d) ZCBX < /A

Pripad (a):

e sporom nech ZCBX = /(.

e Nech D € BX tak, 7e BD 2 AC.

e Potom ANACB = ADBC (sus),

e Cize /BCD = LABC.

e Nech Y je bod, 7ze AxC %Y.

e Uhol ZBCY je susedny k ZACB, preto ZBCY = ZABC (Veta 4.11 o sused-
nych uhloch).

o Cize @_ﬁ a C'-Y2 obe zvieraju s 5§ rovnaky uhol, pricom body D a Y lezia na

tej istej strane od C'B (st oba na opacnej ako A), spor so Z4.
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Pripad (b):

e sporom nech /CBX < /C.
s . 7 . . .
e Potom existuje C? medzi C@ a CA tak, ze /BCZ = /CBX (aritmetika
uhlov).
e Polpriamka (ﬁ pretina tisecku AB (veta o priecke uhla) v bode E.
e Potom v AEBC je vonkajsi uhol pri vrchole B zhodny s vnitornym uhlom pri
vrchole C, ¢o vSak podla pripadu (a) nie je mozné.

Pripady (c,d) st analogické k (a,b). O

4.6. Pravy uhol.
DEFINicIA 4.22. Uhol, ktory je zhodny so svojim susednym, sa nazyva pravy.

VETA 4.23 (Euklidov postulat o pravych uhloch (!)). Vsetky pravé uhly si
navzdajom zhodné.

Dokaz.

e Nech st nasledovné susedné uhly zhodné: /BAD = /CAD a /B'A'D' =
ZC"A'D’, teda ide o pravé uhly.

e Potom z vlastnosti trichotémie plati bud ZBAD = /B'A’D’ alebo /BAD <
/B'A'D" alebo /BAD > /B'A'D’. Potrebujeme vylucit druht a tretiu moz-
nost.

e Nech /BAD > /B'A'D’. (Pripad ZBAD < /B'A'D’ sa riesi analogicky.)

e Potom medzi AB a AD existuje polpriamka m tak, 7e /ZBAD" =~ /B'A'D’.

e 7 vety 4.11 o susednych uhloch potom tiez ZCAD" = /C'A'D’. Kedze £LC'A'D’
je pravy, tak LC'A'D" = /B'A'D’', a z tranzitivnosti zhodnosti uhlov (Z5)
/BAD" =~ /CAD".

e Kedze /BAD = ZCAD, z tvrdenia o porovndvani uhlov (4.15) vyplyva, ze
medzi zﬁ a zﬁ existuje polpriamka AD" taka, ze Z/CAD" = /BAD".

e Totospolus ZBAD" = /CAD" dédva LCAD" = /CAD", ¢o je spor s axiémou
74.

O

Este sme neukézali, ze pravy uhol vobec existuje! To vyplynie az z tvrdenia o exis-
tencii kolmice.

DEFINICIA 4.24. Priamky p a ¢ st navzijom kolmé, ozn. p L q, ak pNq = B a
polpriamka na p so zaciatom v B zviera s polpriamkou na ¢ so zaciatkom v B pravy
uhol.

VETA 4.25. Pre dani priamku p a dany bod A ezistuje prave jedna priamka q
prechddzajica bodom A a kolmd na priamku p.

Dokaz. Existencia: Nech A nelezi na priamke p.

e Nech B, st body na priamke p.

e Na opacnej strane od priamky p ako je bod A existuje polpriamka ﬁ tak, ze
/CBX = /CBA.
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Na polpriamke 37 existuje bod A’ taky, ze A’B = AB.
AA’ pretina p v bode D.

Ak D = B, tak AA’ 1 p (definicia kolmosti).

Ak D # B, tak AABD = ANA'BD (sus).

Preto ZADB = /A'DB, ¢ize AA" 1 p.

Nech A lezi na priamke p.

e Existuje bod mimo priamky p.
e Podla predchadzajicej konstrukcie zostrojime z neho kolmicu na p.
e Pomocou axiémy Z4 najdeme kolmicu na p prechadzajicu A.

Jednoznac¢nost. V pripade, Ze A lezi na priamke p jednoznaénost vyplyva z Vety 4.23.

V pripade, Ze A nelezi na priamke p, ak by existovali dve rozne kolmice, mali by sme
trojuholnik s dvoma pravymi uhlami ¢o by bol spor s Vetou 4.21. O

PRIKLAD 4.26. V modeli “sféra so stotoznenymi protilahlymi bodmi” vieme v nie-

ktorych pripadoch viest z jedného bodu viac kolmic na dant priamku (tzv. pél priamky).

4.7. Geometria na ZS, SS.
DEFINfCIA 4.27. Nech A # B. Bod S € j@ je stredom tusecky AB, ak AS = BS.

TVRDENIE 4.28. KaZdd nenulovd usecka md prdve jeden stred, a ten je jej vnatornym
bodom.

Dokaz.

e Ak stred S existuje, tak A x S x B: z definicie stredu nepripustame S = A
alebo S = B (inak by sme nemohli hovorit o zhodnosti tseciek AS a BS). Ak
A x B % S, tak na polpriamke S_fél mame spor so Z1.

e Jednoznacnost: cvicenie

e Existencia: cvicenie

g

Pomocou axiém incidencie, usporiadania a zhodnosti a pomocou doteraz dokazanych
tvrdeni vieme ako cvicenie dokdzat aj dalsie tvrdenia, ktoré (zrejme bez dokazu) poznate
zo zékladnej a strednej skoly, napr.

e 7e existuje prave jedna os uhla,

.....

e trojuholnikovt nerovnost.



