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6. Axidomy spojitosti

PRIKLAD 6.1. Euklides I.1: Pre dant tisecku existuje rovnostranny trojuholnik taky,
7e tato usecka je jednou z jeho stran. Problém: nikde nie je zarucené, Ze konsStruované
kruznice sa pretni! Napriklad v Q? rovnostranny trojuholnik neexistuje.

DEFINICIA 6.2.

e Nech je dany bod S a usecka AB. Kruznica so stredom S je mnozina bodov X
takych, ze SX = AB.

Polomer kruznice je tisecka spajajuca stred s niektorym bodom kruznice.
Tetiva je akakolvek tisecka spajajica dva rézne body na kruznici.

Priemer je tetiva kruznice obsahujica jej stred.

Nech X je bod na kruznici so stredom S. Bod Y je vonkajsim bodom kruznice,
ak Y > SX, a je vnidtorngm bodom kruznice, ak SY < SX.

PRINCIP SPOJITOSTI KRUZNICE 1. Ak kruZnica k; mé bod leZiaci vnttri kruZnice ks
aj bod leziaci zvonka kruznice ko, potom sa kruznice ki a ko pretinaju v dvoch bodoch.

Prvy princip zarucuje existenciu rovnostranného trojuholnika.

PRINCIP SPOJITOSTI KRUZNICE 2. Ak priamka obsahuje vnitorny bod kruZnice,
potom tato priamka pretina kruznicu v dvoch bodoch.

Druhy princip vyuzival Euklides pri konstrukcii kolmice k danej priamke z daného
bodu mimo nej (Euklides 1.12). Je to konstrukcia, ktort pravdepodovne poznéte zo
zakladnej alebo strednej skoly.

PRINCIP SPOJITOSTI KRUZNICE 3. Ak jeden z koncovych bodov tisecky je vnitonym
a druhy vonkajsim bodom kruznice, potom tato tsecka kruznicu pretina.

Principy spojitosti st nezévislé na doposial uvedenych axiémach (vid Priklad 6.1),
mohli by sme ich preto pridat ako axiémy. Namiesto nich vsak Hilbert postuloval toto:

Axiémy:

S1: (Archimedova axiéma) Nech A *x Ay * B. Pre i > 2 nech A; je také, ze
AgxA;_1xA; a A;j_1A; =2 AgAq. Potom pre nejaké n € N plati, ze B = A,
alebo A,,_1 * B x A,,.

S2: (Axiéma tplnosti) K bodom a priamkam v rovine uz nie je mozné pridat
dalSie tak, aby vyslednd geometria stdle spiiiala vSetky doteraz uvedené
axiomy.

Axiéma tplnosti je akousi “metaaxiémou”, je to tvrdenie o vlastnosti axiomatického
systému.

6.1. K Archimedovej axiéme. Archimedovu axiému mézme nazvat skor “axié-
mou meratelnosti” nez spojitosti. Umoznuje zaviest pojem dlzky tsecky: kazdu tsecku
vieme (aspon priblizne) primerat k jednotkovej usecke (ApA; v axiéme).

Archimedova axiéma mimo geometrie (mozno poznéte z analyzy):

Yu,v >0 3dn € N: nv > u.
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Platnost Archimedovej axiémy nie je takd samozrejmé ako sa ndm moze na prvy
pohlad zdat, napr. v Kleinovom alebo Poincarého modeli hyperbolickej geometrie treba
jej platnost naozaj overit.

6.2. W. R. Dedekind, 1871:

(Dedekindova axiéma) Nech vsetky body na priamke pozostavaju z dvoch
neprazdnych disjunktnych mnozin tak, ze ziaden bod z jednej mnoziny nelezi
medzi dvoma bodmi z druhej mnoziny. Potom existuje na tejto priamke prave
jeden bod B taky, ze jedna z danych mnozin je polpriamka so zac¢iatkom v bode
B a druhad mnozina je jej doplnkom.

Dvojica mnozin v Dedekindovej axidome je znama ako Dedekindov rez. Dedekindove
rezy sa v matematike tradicne pouzivaji na konstrukciu redlnych ¢isel z racionalnych.

Pozor na rozdiel medzi Dedekindovou axiémou a separacnou vlastnostou na priamke
(U*)!' Ide tam o opac¢né implikécie!

U redlnych ¢isel sa postuluje (mozno poznate z analyzy, tzv. Dedekindov princip,
ktory sa zvykne formulovat ako existencia supréma):

»Ak je neprazdna mnozina zhora ohranic¢end, potom mé minimdalne horné ohranicenie.”

(t.j. kazd4 zhora ohrani¢end mnozina ma suprémum.) Lahko sa d4 nahliadnut, ze tento
postulat je ekvivalentny Dedekindovej axiéme: jedna mnozina v reze bude mnozina vset-
kych hornych ohraniceni a druhé jej doplnok.

Existuje viacero ekvivalentnych charakteristik spojitosti realnych ¢isel, napr. v ana-
lyze sa pouziva aj tzv. Cantorov vyrok o neprizdnosti prieniku postupnosti do seba
zapadajucich intervalov.

6.3. Zavislosti medzi axiéomami.

PRIKLAD 6.3. Dedekindova axiéma neplati napr. v Q2. Archimedova axiéma vSak v
Q? plati.

VETA 6.4. Archimedova axidoma je dosledkom Dedekindovej axiomy.

Dékaz. (nacrt) Nech neplati Archimedova axiéma. Majme teda na priamke p body A, B
(A # B) také, ze ked nandsame usecku AB postupne za sebou, existuji body (urcite
aspon jeden), ktory touto tseckou ,neprekroc¢ime”.

Nech M; je mnozina vSetkych ,prekrocitelnych” bodov (zrejme M; # ) a nech
My jej mnozina vSetkych ,neprekrocitelnych” bodov (z predpokladu My # ). Overime
najprv, ze mnoziny bodov M; a My tvoria Dedekindov rez (presnejsie, ze plati pred-
poklad o usporiadani bodov v tychto dvoch mnozinach). Potom by mal existovat bod
C, ktory tieto dve mnoziny oddeluje. Lahko potom ale overime (musime uvazovat dva
pripady: ze C € M; a ze C € My), Ze niektoré body mnoziny My si v skutocnosti
,prekrocitelné”, spor. O

D4 sa ukazat, ze aj axiéma tuplnosti (S2) je désledkom Dedekindovej axiémy. Obe
axiomy spojitosti S1 a S2 by sme teda mohli nahradit jedinou, Dedekindovou.

PRIKLAD 6.5. Principy spojitosti kruznice st slabsie ako Dedekindova axiéma: ak
by sme ako axiémy spojitosti zobrali principy spojitosti kruznice, modelom vsetkych
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axiom by bola aj rovina Q. Avsak priamka v tejto rovine Dedekindovu axiému nesplna.
Taktiez nespliia ani Hilbertovu S2 axiému.

VETA 6.6. Principy spojitosti kruznice su dosledkom Dedekindovej axiomy.

Principy spojitosti kruznice 2 a 3 sa daji z Dedekindovej axiémy odvodit pomerne
lahko: na priamke sa zostroja dve mnoziny, o ktorych sa nasledne ukaze, ze ide o Dede-
kindov rez, a o bode, ktory tieto mnoziny oddeluje, sa ukaze, ze musi lezat na kruznici.

Doékaz Principu spojitosti kruznice 1 z Dedekindovej axiémy je mozné najst v pre-
klade Euklidovych zékladov od T. L. Heatha. (Komentéare v tomto preklade st dokladné
nielen ohladne matematického obsahu ale aj historickych sivislosti.)

Niektori autori uvadzaji namiesto povodnych axiém spojitosti prave principy spoji-
tosti kruznice. Tieto principy st totiz postacujice pre vsetky euklidovské konstrukcie.

7. Euklidovska rovina
DEFINICIA 7.1. Euklidovskd rovina je model vSetkych uvedenych axiém.
Volba axiém spojitosti:

e principy spojitosti kruznice ... viac modelov (napr. R2,@2),

e Hilbertove axiomy spojitosti pripadne Dedekindova axiéma ... vdaka Archime-
dovej axiéme vieme zaviest stradnice, z usporiadania a dplnosti vyplyva, Ze
stiradnice budi redlne é&fsla ... jediny model je R? (bez dokazu). Prirodzene sa
tak presivame od syntetickej geometrie k analytickej.

DEFINICIA 7.2. Euklidovskd rovina je afinné rovina R? so skaldrnym stc¢inom de-
finovanym na jej vektorovej zlozke. (Ozn. aj E?, pre zdéraznenie, ze ide o euklidovsku
rovinu.)

Kedze R? je univerzalny model vietkych (Hilbertovych) axiém, nejde v druhej defi-
nicii o ziadne obmedzenie.

Ked geometria splina vSetky Hilbertove axiémy (dolezitd je pritom Archimedova
axiéma), mozme v nej zaviest meranie.

DEFINICIA 7.3. Zobrazenie tseciek do R, AB — |AB| sa nazyva miera tseciek, ak
ma nasledovné vlastnosti:

|AB| € RT pre vsetky tsecky AB,

pre vietky x € RT existuje usecka AB taka, ze |AB| = =,
|AB| = |CD| prave vtedy ked AB = CD,

|AB| < |CD| prave vtedy, ked AB < CD,

ak Ax B xC, potom |AC| = |AB| + |BC].

Redlne &islo |AB| nazgvame diZkou dsecky AB.

Pri zavadzani miery useciek moézeme postupovat dvoma sposobmi:

(1) V synteticky (axiomaticky) chapanej Euklidovskej rovine (Definicia 7.1):
(a) zhodnost useciek je reldciou ekvivalencie, médme tak triedy ekvivalencie
useciek,
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(b) ukéZeme, Ze mnozina tried ekvivalencie sa da vhodne (t.j. v stilade s Defi-
niciou 7.3) stotoznit s mnozinou R*,
(c) pre lubovolni tsecku AB budeme uvazovat jej triedu ekvivalencie a kladné
redlne ¢islo, ktorému tato trieda zodpoveda, bude dlzka tsecky AB.
(2) V analyticky chapanej Euklidovskej rovine (Definicia 7.2) pouzijeme skalarny
sucin:
(a) Nech skaldrny stc¢in vetorov u = (uj,uz) a v = (v1,v2) je
u.vV = U101 + ugva.
Potom pre A = (a1,as), B = (b1,b2) € E? bude dizka
|AB| = /(B — A).(B—A) = /(b1 — a1) + (b — a2)™.

Usecky v (analyticky chapanej) E? st (definitoricky) zhodné, ked maji
rovnaku dlzku.
(b) Overime, Ze takto definovana miera useciek spliia podmienky Definicie 7.2

Podobne mo6zme merat aj uhly.

7.1. Bezrozpornost Hilbertovych axiém planimetrie. 20. storocie: tedria mno-

Hovorime o tzv. relativnej bezrozpornosti axiém euklidovskej roviny: euklidovska

geometria je bezrozpornd, ak je nas jediny model v poriadku. Presnejsie, model R?
vychadza z tedrie redlnych cisel,

ktoré st skonstruované pomocou Dedekindovych rezov z racionalnych ¢isiel,
ktoré st skonstruované ako podielové pole prirodzenych cisel,

ktoré st skonstruované pomocou axiém tedrie mnozin,

a o tedrii mnozin vsetci len difame, Ze je bezrozporna.

Ak namiesto syntetickej geometrie (vybudovanej pomocou axiém) pouzivame analytickd
(teda pracujeme s modelom R?), tak bod je jasne definovany pojem. To isté priamka,
incidencia, usporiadanie, zhodnost. Nedefinovanymi pojmami st pojmy v teérii mnozin.

e Dnes: matematika je vybudovand pomocou teérie mnozin.
e Euklides: matematika je vybudovand pomocou geometrie.



