KAPITOLA 1
Variety a idedly (Zakladné pojmy)

1. Afinné algebraické variety

DEFIN{cIA 1.1. Nech k je pole a nech n € N. Afinnyg priestor dimenzie n nad k je
mnozina
A"(k)={(a1,...,an) | a; € k}.
Ak je z kontextu zrejmé, nad ktorym polom pracujeme, pripadne ak v danej situécii ne-
bude pole délezité, budeme ho ¢asto z oznacenia vynechdvat a oznacovat afinny priestor
ako A". Prvky afinného priestoru nazyvame body.

Podla tejto definicie je afinny priestor taka istd mnozina ako vektorovy priestor k™.
Niekedy sa v literatire dokonca pouziva aj pre afinny priestor oznacenie k™. My vsak
budeme pouzivat oznacenie A" (k) pre odlisenie jeho Struktiry od vektorového priestoru
(napriklad body na rozdiel od vektorov nemézeme scitavat).

Pre Tubovolné pole k budeme symbolom k[zy,zo,...,x,] oznacovat mnozinu vset-
kych polynémov s premennymi xi,xs,...,%, a s koeficientami v poli k. Coskoro si
uvedieme rigoréznejsiu definiciu tohto pojmu, nateraz si vysta¢ime s tymto menej for-
malnym opisom.

Polyném f € k[xy,x9,...,2,] predstavuje funkciu na priestore A"(k) s hodnotami
v k: za premennu z; budeme dosadzovat i-tu siradnicu bodu z A" (k). V nasledovnom
budeme pre bod a € A™(k) a polyném f € k[xi,...,x,] pod vyrazom f(a) rozumiet
hodnotu f(ay,...,a,), kde a = (ay,...,ay).

DEFINiciA 1.2. Nech k je pole a nech f1,..., f, € klz1,...,2,]. Mnozinu
V(fi,..., fr) ={a € A™k) | fila) =0Vie{1,2,...,r}}
budeme nazyvat afinnou algebraickou varietou definovanou polynémami fi, ..., f, (tiez

sa na nu budeme odvolavat ako na afinnid varietu, algebraicki varietu alebo jednoducho
varietu).

Afinnd varieta je teda mnozina vSetkych rieSeni nejakého systému polynomickych
rovnic.

PRIKLAD 1.3. Najjednoduchsie priklady afinnych algebraickych variet:

(i) cely priestor A™(k) = V(0) (0 predstavuje nulovy konstantny polyném),

(ii) prazdna mnozina () = V (1),

(iii) jednobodova mnozina {(ai,...,an)} = V(z1 — a1, 22 —ag,..., Ty — ap),

(iv) dvojbodovd mnozina X = {(1,2),(3,4)} C A%(Q), X = V((z — 1)(x — 3), (z —
D(y—4),(y —2)(x —3),(y —2)(y —4)) (presvedcte sa o tom!) T1 istd varietu
mozme tiez popisat ako X = V((z — 1)(z — 3),2 — y + 1). Vidime, Ze jedna
algebraicka varieta méze byt popisand viacerymi spésobmi. Vo vSeobecnosti nie
je lahké overit, ze dve ststavy polynomickych rovnic opisuju t istt algebraickt
varietu.
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PRIKLAD 1.4. Nech ly,...,l. € k[z1,...,zy,] si linedrne polynémy, ozna¢me X =
V(li,...,1). Ak X # (), nazgvame X linedrnou varietou. Ak st naviac rovnice definujtce
X nezavislé, potom d = n — r je dimenzia linedrnej variety X.

PRIKLAD 1.5. Nech f € k[z,y] nie je konStantny polyném. Algebraickd varieta
X C A?(k) sa nazyva rovinnd (algebraickd) krivka. Uvedme si priklady takychto kriviek:
(i) Reguldrna kuzelosecka je mnozina bodov v A? vyhovujtcich rovnici f(z,y) = 0,
kde f € k[z,y] je ireducibilny poluném.
(ii) Graf polynomickej funkcie y = g(x) (g € k[z]) je mnozina X = V(y — g(x)).
(iii) Graf raciondlnej funkcie je tiez rovinna algebraicka krivka: ak

= —=, p,q su nesudelitelné polynémy nad k,

potom graf funkcie g je mnozina bodov X = V(yq(x) — p(x)).

PRIKLAD 1.6. Vinutd kubika (priestorovd kubika) (angl. twisted cubic) je krivka X
v trojrozmernom priestore A3(k) parametrizovana (t,t2,¢3). Je to afinnd algebraicks
varieta, X = V(y — 22,2z — 2?).

PRIKLAD 1.7. Nadplocha je algebraické varieta v A™(k) definovana jedinym nekon-
Stantnym polynémom z k[z1, ..., x,]. Nadplocha v A3 sa nazyva tiez plocha. Dimenzia
nadplochy v A™ je (definitoricky) n — 1. (Niekedy sa nadplocha definuje len pre n > 3.)

PRiKLAD 1.8. Skiisme popisat plochu X, ktora vznikne roticiu paraboly z = z?

(parabola lezi v rovine y = 0) okolo osi z.

Ak urobime rezy plochy X rovinou rovnobeznou so stiradnicovou rovinou xy, prienikom
bude vzdy kruznica so stredom na z-osi (kedze ide o rota¢ni plochu). Suradnica z
kazdého bodu na ploche zavisi teda len od vzdialenosti tohto bodu od z-osi, ¢o je r =
V22 4+ y2. Staci v rovnici pre pévodni parabolu napisat r namiesto x a méme X =
Vi(z — (22 +9?)).

Definovali sme si dimenziu (rozmer) algebraickej variety v $pecidlnych pripadoch
nadroviny a linedrnej variety. Rozmer sa da definovat vseobecne pre lubovolnt varietu,
ale je to prekvapivo komplikovana tloha, preto tito definiciu zatial neuvadzame. Jeden
Specidlny pripad ale este spomentf moézme:

DerINicIA 1.9. Nech fi,..., fr € k[z1,...,z,]. Hovorime, ze X = V(f1,..., f;) je
nularozmernd algebraickd varieta, ak stustava fi = 0,..., f, = 0 je v k riesitelnd a m4
nad tymto polom konecne vela riesSeni (k oznacuje algebraicky uzaver pola k).

PRIKLAD 1.10. Algebraické variety (iii) a (iv) z prikladu 1.3 st nularozmerné. Algeb-
raickd varieta V(2% +y?) C A%(R) nie je O-rozmerné, aj ked nad R mé rovnica 2% +y* = 0
jediné riesenie (0,0). Nad C = R ma4 totiz tato rovnica nekonecéne vela rieseni.
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PRIKLAD 1.11. Specidlnymi algebraickymi varietami st tzv. stiradnicové podpries-
tory:
e Suradnicova priamka v A"(k) je mnozina {(0,...,0,a,0,...,0) | a € k} je
linedrna varieta dand n — 1 linedrnymi rovnicami.
e Sturadnicova rovina je dand n — 2 linedrnymi rovnicami.
e Suradnicova nadrovina je mnozina H; = V (z;).

PRIKLAD 1.12. Nech f1,..., f, st monémy, napr. v R[z, y, z|:
fi=y7
fy = 2524
fa =2y’

Ako vyzerd varieta X = V(f1, fa, f3)?
Polyném f; popisuje varietu

X1 =V(fi) =V(y*2’) =V(y2) = V(y) UV (2) = H, U H..
Podobne rozpiseme variety uréené polynémami fi, fo:
Xo=V(f2) = H; UH,
X3=V(fs)=H,UH,UH,.

Odtial potom zistime, ze X = X1 N XoN X3 = H, U o,.
Iny pristup: riesime sistavu rovnic

y2:3 =0
o2t =0
2?y22 = 0.

P0zZOROVANIE. Monomialne polynémy popisuju variety pozostavajuce zo zjedno-
tenia suradnicovych priestorov. Ide o velmi jednoduché variety, ktoré sa ukazuji byt
neskor velmi uzitoénymi.

TVRDENIE 1.13. Nech X1,Xo C A™(k) si afinné algebraické variety. Potom aj
X1N Xy a X1U Xy st afinné algebraické variety.

Dokaz. Kedze X1 a Xo su algebraické variety, existuju polynémy fi,..., fr,91,...,9s €
klx1,...,xy), ze
Xl - V(flu 7f’r‘)7
Xo=V(g1,.-.,9s)-
Ukéazeme, ze
Xl mXQ - V(fl?"‘7f?“7gl7"')gs)7
X1UX2:V(figj li=1,...,r,7=1,...,5).
Prva rovnost (o prieniku) je jednoduché:
a:(al,...,an) eEX1NXy © aeXi ANa€e Xy &
fila) =0Vi A gj(a)=0Vj < a€V(fi,...,fr,01,--.95)
Druht rovnost ukdzeme tak, ze ukazeme obe inkluzie.

Nech a € X3, ¢ize fi(a) = 0 Vi. Potom ale plati aj f;g;j(a) = 0 Vi, j, teda a € V(fig; |
i=1,...,m,5 =1,...,s). Ukdzali sme, ze X1 C V(f;g;). Podobne sa ukaze, ze X C
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V(figj), a teda mame dokdzant inklaziu ,C”. Pre opac¢nt inkliziu predpokladajme,
a € V(figj), ti. figj(a) = 0 Vi,j. Ak a € Xy, sme hotovi. Ak a ¢ X, tak existuje
le{1,...,r}, ze fi(a) # 0. Plati vsak, ze figj(a) = 0 pre vSetky j = 1,...,s. Preto
musi platit, ze gj(a) = 0 pre vietky j =1,...,s, a teda a € X». O

DOSLEDOK. Zjednotenie konecného poctu algebraickijch variet a prienik konecného
poctu algebraickijch variet su tiez algebraické variety.

Zatial sme si uviedli len priklady podmnozin A™(k), ktoré st afinnymi varietami. Je
poucné uviest si aj iné mnoziny a ukazaft o nich, ze varietami nie su.

PRIKLAD 1.14. Majme v A%2(R) mnozinu M = {...,(-1,0),(0,0),(1,0),(2,0),...}.
Ukéazeme, ze tdto mnozina nie je algebraickou varietou.

Nech p(z,y) je taky polyném, ze p(a,b) = 0 vzdy, ked b = 0 a a € Z. Skiimajme
restrikciu tohto polynému na z-os: pdjde o polyndém v jednej premennej

q(x) = p(r,0) = apa"™ + -+ + a17 + ao.
Kedze g(n) = p(n,0) = 0 pre vSetky n € Z, mé polyném ¢ nekonecéne vela rieseni, a
teda ¢ = 0. Potom ale pre ITubovolné a € R plati, ze
p(a,0) = q(a) = 0.

Ukdzali sme, ze ak polynému p € R[z, y] vyhovuji ako korene vsetky body mnoziny M,
tak mu vyhovujua vsetky body na z-osi. Preto M nie je algebraickou varietou. Presnejsie,
najmensou algebraickou varietou obsahujicou mnozinu M je celd x-os.

TVRDENIE 1.15. Afinnd algebraickd varieta v A™(R) je v topolégii, ktord pochddza
zo standardnej euklidovskej metriky, uzavretou mnoZinou.

Dékaz. Nech X € A™(R), X =V (f1,..., fr). Polyném f;(z1,...,x,) predstavuje spojitt

funkciu A"(R) — R, a preto korene polynomickej rovnice f;(x1,...,z,) = 0 tvoria
uzavreti podmnozinu A™(R). Ak si oznacime X; = V(f;), tak X;,7i = 1,...,r s uzavreté
mnoziny, a X = X1 N XoN---N X, je preto tiez uzavretd mnozina. O

PRIKLAD 1.16. Mnozina M vSetkych bodov na jednotkovej kruznici okrem bodu
(1, 0) netvori afinni varietu. Bod (1, 0) je totiz hraniénym bodom mnoziny M, ale (1,0) ¢
M, takze M nie je uzavretd mnozina a podla predchadzajiceho tvrdenia nemdze byt
afinnou algebraickou varietou.

2. Okruhy a idealy

Ak chceme hlbsie Studovat afinné algebraické variety, potrebujeme dokladnejsie po-
rozumief polynémom. Tomu sa budeme venovat vo zvysku kapitoly.
Na zaciatok neformélne dvahy: ¢o si polynémy o premennej x nad polom k7

(a) Je to funkcia: f(x) = 322 — 2z + 1 zobrazuje a +— 3a? — 2a + 1.
(b) Je to objekt, prvok nejakej mnoziny:

klz] ={ao+ a1z + -+ apz™ | a; € k}.

Akt struktiru mé tato mnozina?

— k[z] je vektorovy priestor nad k. (Akt ma dimenziu? Akd mé bazu?) Vieme
teda jednotlivé vektory (= polynémy) séitavat, vzhladom na ndsobenie
tvori k[z] grupu.

— Vektory vieme spolu aj nésobit. (Tvori mnozina k[z] vzhladom na nésobe-
nie grupu?)
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k[x] nie je pole, je to tzv. komutativny okruh.

DEFINicIA 2.1. Komutativny okruh (s jednotkou) je neprazdna mnozina R s dvoma
binarnymi operdciami +: RxR — R, .: RxR — R, ktoré spliiaji nasledovné vlastnosti:
(i) (R,4+) je komutativna grupa, ¢ize
e a+ (b+c¢)=(a+b)+ cpre vsetky a,b,c € R,
e a+b=0b+ a pre vsetky a,b € R,
e 10 € R s vlastnostou, ze 04 a = a pre Iubovolné a € R,
e pre kazdé a € R existuje (—a) € R také, ze a + (—a) =0,
(ii) (R,.) je komutativny monoid, ¢ize
e a.(b.c) = (a.b).c pre vsetky a,b,c € R,
e a.b =b.a pre vsetky a,b € R,
e dl € R s vlastnostou, ze 1.a = a pre lubovolné a € R,
(iii) pre vsetky a,b,c € R plati a.(b+c¢) = a.b+ a.c

POzZNAMKA 2.2. Znamienko ndsobenia budeme zvydéajne zo zapisu vynechévat.
Slovo “komutativny” v definicii sa vzfahuje na komutativnost nasobenia. Slovo “jed-
notka” sa vztahuje na neutralny prvok vzhladom na nasobenie.

PRIKLAD 2.3. V nasledovnych mnozindch mdme Standardne definované operacie
s¢itania a nasobenia:

e Mnozina 7Z vsetkych celych ¢isel tvori komutativny okruh s jednotkou.

e Mnozina 27 vsetkych parnych celych ¢isel neobsahuje jednotku, preto my ju
nebudeme povazovat za okruh.

e Zli], tzv. Gaussove ¢isla tvoria komutativny okruh s jednotkou.

e M, (R) — mnozina vsetkych stvorcovych matic stupna n (n je prirodzené ¢islo)
nad polom realnych c¢isel tvori okruh s jednotkou, ale nie komutativny, lebo
nasobenie matic nie je komutativne.

o M, (Z) - to isté ako M, (R).

DEFIN{ciA 2.4. Nech R je okruh (komutativny s jednotkou), potom mnozina R[z] s
operaciami + a - definovanymi nasledovne: Vf, g € R[z], kde f = fo+ fiz+-- -+ fraz™,
g=go+tqzr+- - +gnx"je

e f+g9g=(fo+9)+ (fi+g1)x+... (az po najvyssiu mocninu x)

o [-g=(fogo) + (figo + fog1)z + - + frngnz™ "

je okruhom polynomov o premennej z nad R.

Je priamodiare overit, Ze pre okruh R je aj R[z] okruhom.

DEFINicIA 2.5. Ak k je pole, tak k[x1,zo,...,z,] = (k[z1,29,...,2p-1])[xn]. Po-
dobne pre lubovolny okruh R zadefinujeme R[z1,z2,. .., Zy).
Nech k je lubovolné pole, symbolom k[z1,z2,...,x,] teda ozna¢ujeme okruh poly-
némov nad k s neurditymi xy,x,...,x,. Prvok z k[z1,x9, ..., z,] tvaru
(1) R SN o al, o, ..., a, € No(=NU{0}).
nazyvame monom. Ak a = (o, g, ..., a,) € Njj, skritene budeme zapisovat
¢ =g g

Celé cislo
degaz® =|a|=a1+as+ -+ ay
sa nazyva stuper. mondmu (1).
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Kazdy polyném sa da zapisat ako koneény sticet monémov
f= g Cax®, ca €k,
(0%

kde scitavame cez konec¢ne vela navzajom roznych n-tic a € Nj. Skaldr ¢, € k nazyvame
koeficientom pri monéme z®. Ak ¢y € k, ¢ # 0, tak hovorime, ze cox® je clenom
polynému f. Stupen polynému f je ¢islo

deg f = deg 2
eg f g%{ egr®},

t.j. maximalny stupen mondému, ktory sa v polynéme vyskytuje s nenulovym koeficien-
com.

3. Idealy

PRIKLAD 3.1. Nech X = V(f1, f2) C A%(R), kde f; = 22 + 9% — 2, fo = 2 — y, t.j.
algebraicka varieta X pozostdava z dvoch bodov. Polynémy f1, fo nie su jediné také, ze
body variety X su ich korenmi. Napriklad aj pre (—f2) = y—x plati, Ze (—f2)(a) = 0 pre
vsetky a € X. To isté m6zme povedat aj o polynéme 7 fo, i 0 polynéme fi+ fo. Lubovolna
kombinécia polynémov fi; a fo ma pozadovani vlastnost, a to nielen kombinécia nad
R (teda polynémy tvaru c; fi + cafo, pre c1,co € R), ale i kombinécia nad Rz, y] (¢ize
polnémy tvaru gi f1 + g2 fa, kde g1, g2 € Rz, y]). To nds motivuje k nasledovnej definicii.

DEFINiCIA 3.2. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Idedlom v okruhu R je
taka jeho neprazdna podmnozina I C R, pre ktoru plati
(i) ak a,b € I, tak aja+b € I,
(ii) akae I ar € R, tak a.r € I.

Nech G C R je lubovolnd mnozina. Zapisom (G) budeme oznacovat mnozinu vset-
kych konecnych kombinécii prvkov z G nad okruhom R, t.j. mnozinu {rig; +rere+---+
Tkgk }. Zrejme G tvori idedl v R. (Dokaz: du.)

DEFINicIA 3.3. Neprazdna mnoZina G C R sa nazyva mnozZina generdtorov idedlu
I, ak
(i) G,
(ii) kazdy element a € I sa d& napisat ako kone¢nd kombinécia prvkov z G nad
okruhom R, t.j. existuju r1,7r2,...,7x € R a g1,90,...,9r € G také, ze

a=1r1g91 +rorg + -+ rEgk.

Zapis (G) = I znamen4, ze mnozina G generuje idedl I. Podobne (g1, g2, . . ., gx) oznacuje
idedl generovany prvkami gi,9go,. .., k-

Kazdy idedl ma mnozinu generatorov, napriklad pre idedl I plati, ze I = (I). Zauji-
mayvejsie je prirodzene pre dany idedl najst ¢o najmensiu mnozinu, ktord ho generuje.

PRIKLAD 3.4.
e Ak R = Z, tak mnozina vSetkych parnych celych ¢isel je idedlom: stcet parnych
¢isel je parne ¢islo, a tiez stc¢in parneho ¢isla s lubovolnym celym ¢éislom je parne
¢islo. Tento ideal je generovany c¢islom 2.

e Nech stédle R = Z. Mnozina vsetkych neparnych ¢isel netvori idedl. (Preco?)
e Dalsie idealy v Z st (3), (5), (8),....
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PRIKLAD 3.5. Zoberme v okruhu Z idedl I = (21,15). Pomocou Euklidovho algo-
ritmu zistime, Ze najvac¢sim spoloénym delitefom ¢isel 21 a 15 je ¢islo 3. Z algoritmu
navyse vieme ziskat aj zapis ¢isla 3 ako kominéciu povodnych dvoch ¢isiel:

21=1.1546
15=26+3
6=23+0

Z predposlednej rovnice vyjadrime ¢islo 3 a z predchadzajicich rovic (v nasom pripade
len z jednej) dosadzujeme, az kym nedostame rovnost v pozadovanom tvare:

3=15—-2.6=15—2.(21 —1.15) = 3.15 — 2.21
Vidime teda, ze 3 € (21, 15). Je zrejmé, ze 21 € (3) a tiez 15 € (3), a preto I = (21,15) =
(3).
PRIKLAD 3.6.

e Nech R = k[z]. Vsetky polynémy bez absolitneho ¢lena tvoria idedl v k[x].
Tento idedal je generovany polynémom .

e 7 akych polynémov pozostava ideél (z2)?

e Inym prikladom idealu v tomto okruhu je mnozina vSetkych nasobkov polynému
x—1.1Ide o (z—1), t.j. idedl generovany polynémom z—1. Ide o vSetky polynémy,
pre ktoré je jednym z korenov 1.

e Pre R = k[x,y| je mnozina vsetkych polynémov bez absolitneho ¢lena idedlom,
ktory je generovany mnozinou {x,y}, ide teda o ideél (x,y).

PRIKLAD 3.7. V kazdom okruhu R, kde 0 # 1, st aspon dva ideély: (0) a R.
LEMA 3.8. Pre idedl I C R plati
I =R prdave vtedy, ked 1€ 1.
Doékaz. Zjavné. O

DEFINICIA 3.9. Idedl I v okruhu R sa nazyva
(i) hlavnyg idedl, ak existuje jednoprvkova mnozina, ktord ho generuje,
(ii) mazimdlny idedl, ak neexistuje idedl J taky, ze I C J C R.
(iii) prvoidedl, ak pre kazdé a,b € R také, ze ab € I, plati a € I alebo b € I.

PRIKLAD 3.10. Mnozina vSetkych parnych ¢éisel v okruhu Z je idedlom, ktory je
hlavny, lebo je generovany ¢islom 2, ide teda o ideél (2). Tento idedl je zdroven prvoide-
alom aj maximalnym idealom.

Podobne (3) C Z, ideal obsahujici presne vsetky celé ¢isla delitelné ¢islom 3, je
hlavny, maximalny aj prvoideal.

Idedl (6) C Z cisel delitelnych ¢islom 6 je hlavny, ale nie je maximélny, lebo napriklad
(6) € (2) € Z. Taktiez to nie je prvoidedl: nech a = 2,b = 3, potom a.b = 6 € (6), ale
a ¢ (6), b ¢ (6).

Ideal (21,15), hoci je zadany pomocou dvoch generitorov, je tiez hlavny, lebo ako
sme videli, (21,15) = (3). Vdaka Euklidovmu algoritmu je kazdy idedl v Z hlavnym.

PRIKLAD 3.11. Euklidov algoritmus mozno jednoducho aplikovat aj v okruhu k[z].
Nech napriklad I = (z* + z,22 — 1). Postupnym delenim so zvyskom dostdvame:

=2 +1D).>-1)+ (z+1)
22 —1=(z—1).(x+1)+0
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Najvicsim spoloénym delitelom polynémov z* + z a 22 — 1 je teda z + 1. NavySe hned
z prvej rovnosti mame

z4+1=a2+1).(22 = 1)+ (=1).(z* + 2),
takze (v +1) € I = (% + 2,22 — 1) a preto [ = (z + 1).

DEFINiCIA 3.12. Okruh R sa nazyva okruhom hlavnijch idedlov, ak kazdy idedl v R
je hlavny.

VETA 3.13.
(i) Okruh 7Z celych cisel je okruhom hlavnich idedlov.
(ii) Okruh k[x] polynémov s jednou premennou nad polom je okruhom hlavnich
idedlov.

PRIKLAD 3.14. Nech R = k[z,y]. Idedl I = (z,y) nie je hlavny. (Dokaz: ak by platilo
(z,y) = (f), potom musi platit f | z aj f | y. Tato vlastnost vSak maji len konstantné
polynémy.) Je to ale maximalny idedl, ¢o ukdzeme sporom: nech J je ideél, pre ktory
plati I € J C k[z,y]. Kedze I C J, existuje polyném f taky, ze f € Jale f ¢ I. I je
ideal vsetkych polynémov bez absolitneho Clena, preto f osahuje nenulovy absolutny
¢len, teda

f=a0+ f1, kdeag €k, ap #0, fi obsahuje len ¢leny stupna aspon 1.
Méme preto, ze fi € I (je to polyném bez absolitneho ¢lena). Odtial
l=ay ag=ay"(f — f1)€J lebo feJ f1 €,
a teda podla lemy 3.8 plati J = k[, y].

4. Afinné algebraické variety a idealy

Vratme sa k pozorovaniu, ktoré nas motivovalo k definicii idealu.

PRIKLAD 4.1. Existuje sivis medzi varietami a idedlmi: Nech X = V(f1, f2) C
A%(R), kde f; = 2® +y? — 2, fo =  — v, t.j. algebraicka varieta X pozostéva z dvoch
bodov. Nech I = (f1, f2) = (2% + 3% — 2,2 — y) je idedl. Nech g = x> — 1. Plati, Ze
g = %fl + %ﬂfg Obidva body variety st korenmi f; aj fo, a preto st aj korenmi g.
Vseobecnejsie, ak g € I, ¢ize g(x,y) = hifi + hafe pre nejaké hq, ho € Rlz,y|, potom
pre a = (a1,a2) € V(f) plati g(a) = hi(a)fi(a) + ha(a) f2(a) = 0.

Uz sme sa stretli so situdciou (Priklad 1.3, (iv)), ked jedna algebraicka varieta bola
popisand roéznymi polynémami. Zjavne kazdej skupine polynémov moézeme prirodzene
priradit cely ideal generovany polynémami, ktorymi sme varietu definovali. Taktiez plati,
ze algebraickej variete moézme priradif ideal pozostavajici z polynémov, ktoré st nulové
vo vsetkych bodoch variety (blizsie to budeme skiimat coskoro). Vyvstava ndm nova
otazka: ako je to so vzajomnou jednoznacnostou medzi varietami a idedlmi?

Najprv potrebujeme kritérium pre porovnavanie dvoch idedlov.

LEMA 4.2. V komutativnom okruhu R plati, Ze (f1,..., fr) = (91,- .., gs) prdave vtedy,
ked

(2) fze(ghags) VZ, atzeégje(fl,,fr) V]

Doékaz. Je zrejmé, ze ak (f1,..., fr) = (g1,-..,9s), potom plati (2). Pre opa¢nt implika-
ciu predpokladajme, Ze plati (2). Nech dalej f € (f1,..., fr). To znamend, ze

f=pifi+--+prfr pre nejaké p1,...,pr € k[z1,..., 2]
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Kedze pre vsetky ¢ mame f; € (g1,...,9s), plati aj
fi=dqi1g1 + - - + qisgs pre nejaké q;1, ..., qis € k[r1,..., 2y
Spolu odtial potom dostavame
f=rigi+ - +7rsgs pre nejaké ri,...,rs € klx1, ..., 2],
teda f € (g1,...,9s). Podobne ukdzeme aj (g1,...,9s) C (f1,..., fr)- O

LEMA 4.3. Ak v okruhu k[z1, ..., x,] polynomy fi,..., fr generuji ten isty idedl ako
polynomy g1, ..., gs, potom V(fi,..., fr) =V(g1,...,9s).

Dékaz. Predpokladajme, ze a € V(fi,..., fr), ukidZzeme, ze potom a € V(g1,...,9s)-
Kedze (fi,...,fr) = (91,.-.,9s), pre kazdé j plati, ze g; € (f1,..., fr), teda g; sa da
vyjadrit ako kombindcia polynémov fi,..., f, nad klz1,...,z,]:
g; = pjrfi + -+ pjr fr pre nejaké pji, ..., pjr € k[z1, ..., 0]
Pre bod a € V(fi,..., fr) potom plati, ze
gj(a) = pji(a) fi(a) + -+ pjr(a) fr(a) =0,

ateda a € V(g1,...,9s), ¢ize V(f1,...,fr) C V(g1,...,9s). Analogicky sa ukdze, Ze
V(gl,...,gs)CV(fl,...,fT). O

ZAVER. Algebraickil varietu mozme priradit idedlu, nezévisi od konkrétnych gene-
ratorov:

flv"'afTWI:(fla"'va)Wv(flw"af?")'

Varietu definovani idedlom I budeme oznacovat V(I).

Pri skiimani vztahu variet a idedlov nam stéle ostavaju nevyriesené dva problémy:
(1) Mozno kazdému idedlu priradit varietu? Inak: ma kazdy idedl koneént mnozinu
generatorov?
(2) Ako je to s jednoznacnostou vztahu idedl — varieta?

Rychlu odpoved (nie velmi uspokojivii, no nateraz si s nou vystac¢ime) na druhi
otazku nam poskytni nasledovné priklady.

PRIKLAD 4.4. Obratend implikdcia z Lemy 4.3 neplati: ak V/(f1,..., fr) = V(g1,--.,9s),
eSte to nemusi znamenat, ze (fi,...,fr) = (91,...,9s). Nech f = (x — 1)%(x + 1) a
g=(z—1)(z+1). Vtedy V((f)) = V((9)), avsak (f) # (9): f € (9), ale g ¢ (f). Preto
aj ak chceme overit, ¢i (f1,...,fr) = (g1,...,9s), nestaci overit, ze obe ststavy rovnic
maju to isté riesenie, treba naozaj postupovat podla Lemy 4.2.

PRIKLAD 4.5. Podobne ako v predchadzjicom priklade, majme f; = 3223, fo =
2524, f3 = 22y2%. Na druhej strane nech g; = 22, go = yz. Znovu plati, ze V(f1, fo, f3) =
V(g1,92), hoci zjavne (f1, fa, f3) # (91, 92). Vidime, ze idedlov v k[z1, ..., z,] akoby bolo
viac nez variet v A"(k).

K zodpovedaniu prvej otdazky potrebujeme nejaké vedomosti o struktire idedlov v
k’[iL‘l, ey xn]

LEMA 4.6 (Noetherova). V lubovolnom okruhu R si nasledovné turdenia ekviva-
lentné:

(1) kazdy idedl v R je konecne generovany (t.j. existuje konecnd mnozina prokov z
R, ktord ho generuje),
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(2) kazda rastica retaz idedlov Iy C Iy C Iy C ... je konecnd, cize I, = I4+1 pre
dostatocne velké n.

DEFINiCIA 4.7. Okruh R, v ktorom platia tvrdenia Lemy 4.6, sa nazyva noetherovskij.

Dokaz Lemmy 4.6. Predpokladajme, ze kazdy idedl v R je konecne generovany. Majme
rastucu retaz idealov Iy C I; C I C .... Potom

oo
I = U I;
=0

idedl (dokaz: da). Nech ¢1,...,9, € I su jeho generatory. Pre kazdé j = 1,...,r
existuje n; € N také, Ze g; € I,;. Potom pre N = max{ni,...,n,} plati, ze Iy = I.

Naopak teraz predpokladajme, ze kazda rasttica retaz idedlov je konec¢na. Nech [
je ideal generovany prvkami f, pre a € A. Zostrojme rasticu retaz navzajom rdznych
idedlov

I] - (.fau o '7f0£j) - Ij-‘rl - (fala st 7f0<j+1)7 Q; € A7

teda fo, , ¢ I;. Podla predpokladu musi byt zostrojend retaz idedlov konecn4, teda po
konecnom pocte krokov uz nevieme vybrat f,; , také, ze nepatri [}, a teda idedl I je
generovany konec¢nym poctom prvkov. O

PRIKLAD 4.8. Okruh Z je okruhom hlavnych idedlov: kazdy idedl v Z sa da gene-
rovat jedingm celym ¢islom (vyplyva to z Euklidovho algoritmu). Preto Z je priklad
noetherovského okruhu.

Ak k je pole, k[z] je tiez okruhom hlavnych idedlov, a teda je noetherovsky.

VETA 4.9 (Hilbertova veta o baze). Ak R je noetherovsky okruh, potom aj R|x]
je noetherovsky okruh.

Dokaz. Nech I C RJx] je idedl. Pre kazdé m € Ny uvazujme mnozinu
Im ={am € R | apz™ + am_12™ 1 4+ ag € I pre nejaké ag, ..., am_1 € R},

¢ize Jp, pozostava z veducich koeficientov polynémov v I, ktoré st stupna m, a nuly.
Lahko sa ukaze, ze J,, je idedl v R (da). Taktiez plati, ze Jp, C Jyy1 pre vietky m (da).
Maéame teda rasticu refaz idedlov v R,

J()CJ1CJ2C....

Kedze podla predpokladu je R noetherovsky, existuje N € N, ze J, = Jy pre vsetky
n > N. Dalej z noetherovskosti R mame, ze kazdy z idedlov J,, je kone¢ne generovany:

Jo = (ao1,- - -, Gonyg)
J1 = (a11,...,a1n,)
JN = (an1,-..,aNny)

Pre kazdé a;; (i = 0,...,N,j = 1,...,n;) zvolme polyném f;; € I stupna i, ktorého
vedici ¢len je a;;a'. UkdZeme, Ze I = (fi;).

Postupujeme indukciou na stupen polynému. Nech f € I, je stupna 0. Potom f € Jy
a je teda kombindciou prvkov ag; = fo;, (j = 1,...n9). Nech teda stupen f € I je
d a predpokladajme, ze kazdy polyném z I stupna mensieho ako d sa da napisat ako
kombinécia polynémov f;;. Mame, Ze

f = cqz? + Eleny nizsich stupiiov
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Potom ¢4 € Jg, a preto pre nejaké h; € R
cg=Y hjag; kde d =min{d, N}

Polyném g = f — Zj hjfd/ja:d_d/ mé potom stupen najviac d — 1 a navyse g € 1. Podla
indukéného predpokladu preto g € (fi;), a teda aj f € (fi;). d
DOSLEDOK. Nech k je pole. Potom je okruh k[x1,...,x,] noetherovsky.
Dékaz. Pole k je noetherovsky okruh, lebo mé iba dva idedly, (0) a k = (1), oba kone¢ne
generované. Okruh k[z1,...,z,] napiSeme ako (k[z1,...,2n—1])[zs] a indukciou potom
dostédvame, ze ked k[z1,...,x,_1] je noetherovsky, potom aj k[x1,...,zy] je noetherov-
sky. O
Z Hilbertovej vety o baze vyplyva, ze pre kazdy idedl I je V(I) afinné algebraickd
varieta: kedze k[z1,...,zy] je noetherovsky, I = (f1,...,fr) pre nejaké fi,..., f, €
klxi,...,zy], a teda mame V() =V (f1,..., fr).
PRIKLAD 4.10. Okruh Z[z] je noetherovsky.
DEFINicIA 4.11. Pre lubovolnt podmnozinu F' C k[z1, ..., z,] definujeme
V(F)={ac A"(k)| f(a) =0Vf € F}.

Napriek tomu, ze F' mo6ze byt lubovolnd a nie nutne konend mnozina, je V(F')
algebraicou varietou: ak I = (F'), teda I je idedl generovany polynémami z F', potom
zrejme V (F) = V(I), o ¢om sme sa uz presvedcili, ze je algebraickou varietou.

DEFINicIA 4.12. Pre lubovolnt podmnozinu S C A™(k) definujeme
I(S)={f €k[z1,...,z,] | f(a) =0Va € S}.
Ak X je algebraicka varieta, budeme I(X) ho nazyvat idedlom variety X.
PRIKLAD 4.13. V priklade 1.14 sme o mnozine M = {...,(—1,0),(0,0), (1,0), (2,0),...

ukézali, Ze nie je algebraickou varietou. Idedl I (M) vsak existuje, v spomenutom priklade
sme sa presvedd¢ili, ze I(M) = (y).

PRIKLAD 4.14. Vratme sa zas k monomidlneho idedlu I = (fi, fo, f3), kde f1 =
223, fo = 2°2%, f3 = 2%y22. Plati, ze V(I) = H, Uo, (o éom sme sa uz presved¢ili). Pre
idedl I(V (1)) plati
I(V(I))=I1(H,Uo,) = (zz,yz).
POZOROVANIE.
e [(X) je najvacsi ideal popisujici varietu X.
e V(I(M)) je najmensia varieta obsahujica mnozinu M.

TVRDENIE 4.15. V nasledovnom F,G si podmnoZiny k[z1,...,x,] a S,T zas pod-
mnoziny A" (k). Plati:
(i) Ak F C G, potom V(F) D V(G).
AR S CT, potom I(S) > I(T).
(ii) V(I(S)) >
I(V(F)) D
(iii) V(I(V(F ))) - V(F).
I(V(I(5))) = I(S).
Dokaz. d. O
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5. Nullstellensatz
V tejto ¢asti budeme blizsie skamat sivis medzi idedlmi a algebraickymi varietami.
5.1. Radikal idealu.
PRIKLAD 5.1. V okruhu k[z, y] majme dva ideély:
L=y, L=(z-y?*z+y).
Tieto idedly st rozne (presnejsie vidime, ze Io C Ip), avsak V(I;) = V(I2) - ide o
zjednotenie dvoch priamok.
DEFINicIA 5.2. Nech R je Iubovolny okruh a I C R je ideél. Radikdl idedlu I je
VI ={feR|f*eI pre nejaké d € N}
Ak I = /I, potom I nazjvame radikdlovy idedl (skratene aj radikdl).
Nasledujtice tvrdenie popisuje niektoré zakladné vlastnosti radikélov.

TVRDENIE 5.3. (i) VIDI,

(ii) VT je idedl.

(iii) VVI =1,
Dokaz. (i) Ak f € I, teda f' € I a tak mame, 7e f € V/I.

(ii) du.

(iii) Inktzia ,,D” vyplyva z predchadzajicich dvoch vlastnosti. Pre druhi inkliziu,
nech f € \/ﬁ Takze existuje d € N také, ze f% € /I, ¢o dalej znamend, 7e existuje
e € N také, ze (f1)¢ = fl eI, ateda f € VI. O

PRIKLAD 5.4. Radikdly niektorych idedlov v okruhu Z: /(4) = (2), /(5) = (5),
V(12) = (6), 1/(18) = (6). Ako vo vSeobecnosti ndjdeme radikél idedlu (n),n € N?

PRIKLAD 5.5. Ak uvazujeme len hlavné idedly, d4 sa radikdl idedlu ndjst pomerne
lahko. Uvedieme si tri priklady, pri jednom si aj urobime dékladny dokaz, ze ndjdeny
idedl je naozaj radikdlom daného ideédlu (skiste si podobné dokazy urobit aj v ostatnych
pripadoch!):

(a) Radikél idealu I = (2%) C k[z] je VT = (z).

(b) Radikél idedlu I = ((z — 1)%(z + 1)3) C k[z] je VI = ((z — 1)(z + 1)): pre
(x—1)(z+1) plati, ze ((z —1)(z+1))> € I, a teda ((z —1)(z+1)) € VI. Nech
teraz f € VI, Cize existuje d € N také, ze f¢ € I, teda f¢ = (z — 1)%(x + 1)3g.
Mame tak, 7e (r—1) | f%, a kedze (z—1) je ireducibilny, tak (x—1) | f. Podobne
ukdzeme, ze (x +1) | f, a teda f = (x — 1)(z + 1)h, ¢ize f € ((x — 1)(z + 1)).

(¢) Radikél idedlu I = ((z+y%+3)3(2z—y)°) C klz,y] je VI = ((z4+4>+3)(2z—y)).

PRIKLAD 5.6. Radikal idedlu I = (22,y) C k[z,v] je idedl VI = (z,v).

PRIKLAD 5.7. Vo vSeobecnosti ndjst radikal idedlu je tazka tiloha. Nech napriklad
I = (2* —y?, 22 — y?). Jeho radikal nédjdeme s pomocou vhodného systému pocitacovej
algebry: VI = (—z + 92,2y — y, 2% — z).

PRIKLAD 5.8. (zo zaliatku prednasky:)

L= =), L=(z-y>*z+y)).

nech st idedly v Rz, y]. Plati, ze I) # I, ale V(I;) = V(I;). VSimnime si, ze /I = /1.
Toto je geometrickym zmyslom radikalov.
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PRIKLAD 5.9. p(x) = (z — 1)%(z + 1)3(z — 2) € Rlx]. Plati, ze V(p(x)) je t4 istd
algebraickd varieta ako V(y/(p(x))).

5.2. Tvrdenie vety.
TVRDENIE 5.10. Nech I C k[z1,...,z,] je idedl. Potom /I C I(V(I)).

Doékaz. Nech f € V1, ¢ize f¢ € I pre nejaké d € N. Potom f%(a) = 0 pre vietky
a=(a,...,an) € V(I) a preto aj f(a) =0 pre vSetky a € V(I). Teda f € I(V(I)). O

VETA 5.11 (Hilbertova veta o korenoch, Nullstellensatz, 1). Ak pole k je
algebraicky uzavreté, potom pre idedl I C k[z1,...,x,] plati

I(V(I) =VI

Nullstellensatz dokazovat nebudeme. Namiesto toho si o chvilu uvedieme eSte iné
verzie tejto vety a ukazeme, ze tieto verzie st ekvivalentné.

DOSLEDOK. Nad algebraicky uzavretym polom plati, Ze
V(I)=V(J) prdve vtedy, ked ~T=+J.
Mdme teda bijekciu medzi algebraickymi varietamsi a radikdlovimi idedlms.

Dékaz. Nech V/(I) =V (J), potom I(V(I)) = I(V(J)) a z Nullstellensatz dostdvame, zZe
VI=\1J.

Opacne, nech VI = V/J, odkial mame V(\ﬁ) = V(\/j) Z Nullstellensatz po-
tom V(I(V(I))) = V(I(V(J))), kde Tava strana je rovna V(I) a prava V(J) (Tvrde-
nie 4.15 (iii) z Casti o idealoch a varietach). O

PRIKLAD 5.12. Predpoklad, ze pole k musi byt algebraicky uzavreté, je klucovy.
Nech napriklad ¥ = R a uvazujme dva idedly v Rlz,y]: I = (z,y), J = (22 + 3?).
Tieto idedly st rozne, a obidva st radikdlovymi idedlmi. AvSak V(I) = V(J) — ide o
jednobodov varietu.

VETA 5.13 (Nullstellensatz, 2). Ak pole k je algebraicky uzavreté, potom pre idedl
I C k[zy,...,zy] plati

V(I)=0 prave vtedy ked 1€ 1 (t.j. I =k[z1,...,zs)).
PozZNAMKA 5.14. Implikécia < je trividlna, tvrdenie Nullstellensatz spociva v im-
plikacii =-.
PRIKLAD 5.15. Analogicky s prvou verziou, predpoklad algebraickej uzavretosti je
podstatny: nech I = (22 +y% + 1) C Rz, y]. Zrejme V(I) =0, hoci 1 ¢ 1.

Vsimnime si, ze druhé verzia Nullstellensatz akoby bola ztzenim prvej verzie na
jeden konkrétny ideal a jednu konkrétnu algebraickd varietu. Ukazeme uz spominané

TVRDENIE 5.16. Obe turdenia Nullstellensatz (1 a 2) su ekvivalentné.

Doékaz. Nech plati tvrdenie Nullstellensatz 1. Podla Poznamky 5.14 potrebujeme vo verzii
2 ukazat implikaciu =-.

Nech V(I) = 0, odtial dostavame, ze 1 € I(V(I)). Z 1. verzie Nullstellensatz mozme
usudit, ze 1 € VI, teda 1% € I pre nejaké d € N, ¢o vSak znamend, ze 1 € I.

Opacne, nech teraz plati tvrdenie 2. verzie Nullstellensatz. Majme I = (fi,..., fr) C
klz1,...,zy]. Predpokladajme, Ze nejaky polyném f lezi v I(V(I)), chceme ukazat, ze
f e VI, &ize, 7e existuje d € N také, ze f¢ e I.
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Uvazujme idedl (f1,...,fr,1 —yf) C k[z1,...,2n,y] a skimajme zodpovedajicu
varietu V(f1,...,fr,1 — yf). Nech (a1,...,ans1) je nejaky bod A" skisme zistit,
kedy tento bod patri nasej variete:

e ak ay,...,a, su také, ze fi(a1,...,an) = -+ = fr(ai,...,a,) = 0, potom
aj f(ai,...,an) = 0 (lebo f € I(V(I))), a nasledne 1 — apt1f(ai,...,an) =
1#0. Bod (ay,...,an+1) nevyhovuje poslednej rovnici a preto nepatri variete
V(f17~"7f7"71 _yf)'

e ak aj,...,a, st také, ze fi(ai,...,a,) # 0 pre nejaké i, potom toto je uz rov-
nica, ktorej bod (ay, . .., ap+1) nevyhovuje, a teda nepatri variete V(f1, ..., fr, 1—
yf)-

Zistili sme, ze V(f1,...,fr,1 — yf) = 0. Z Nullstellnsatz 2 potom vyplyva, ze 1 €
(f1,.--s fry 1 —yf), takze existuju polynémy pi,...,p,,p € k[z1,..., Ty, y] také, Ze

L=pifi+-+pfr+p(1l—yf).

Nahradme v tejto rovnosti premennt y raciondlnym vyrazom 1/f. Dostaneme tak rov-
nost racionalnych vyrazov, priCom v menovateloch buda len mocniny f:

1 = pl(xlv"')xna})fl—l_"'—}_pr(ajl)"'axna})f?“ +p(x177xn)}»)(1_}f)
= pl(wlw"?xn’;)fl+"'+p7’(x17"'7xn7})f7’

Po vynasobeni rovnosti dostato¢ne vysokou mocninou f tak dostavame rovnost polyno-
mov:

ff=af+. .t
teda f¢ € I, ¢o sme cheeli dokazat. O

TVRDENIE 5.17. Nechay,...,an € k. Potomm = (z1—a1,...,Tn—a,) C k[z1,..., z,]
je mazximdlny idedl.

Doékaz. Hladajme idedl J D m. Nech f € J. Pomocou polynému z; — a1 zredukujeme f
na f1 taky, ze premennd x; sa v f; nevyskytuje:

fi=[f+p-(x1—a1), p1 € klxy, ..., 2]
Podobne f; “vy¢istime” pomocu z9 — ag od xa:
fo=fi+p2- (x2—a2), p2 € klxa, ..., 2]

Takto pokraCujeme, az ziskame f,, ktory uz neobsahuje ziadne z premennych, ¢ize f,
je konstantny polyném, o ktorom navyse plati, ze f, € J.

Ak pre nejaké f € J plati, ze f, # 0, tak 1 € J a teda J = k[zy,...,z,]. Ak pre
vsetky f € J plati f,, = 0, potom f € m a mame tak J = m. Teda m je maximalny
idedl. O

VETA 5.18 (Nullstellensatz, 3). Ak pole k je algebraicky uzavreté, potom kazdy
mazximdlny idedl v k[z1, ...z, md tvar (x1 —ay, ..., T, —ay) pre nejaké ay, ..., a, € k.

PRIKLAD 5.19. Znovu, ak pole k nie je algebraicky uzavreté, tvrdenie neplati. V
okruhu R[z] je okrem idedlov (z — a), a € R maximalnym napriklad aj idedl (z% + 1).

TVRDENIE 5.20. Twrdenie Nullstellensatz 3 je ekvivalentné turdeniam 1 a 2.
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Dékaz. Nech plati tvrdenie 3. Nech 1 ¢ I. Nech m je maximélny idedl obsahujici I, teda
podla tvrdenia 3
ICcm= (.%'1—@1,...,xn—an).
Odtial
{(a1,...,a,)} =V (m) C V(I),
a teda V(I) # 0.

Nech teraz platia tvrdenia 1 a 2. Nech m je maximalny. KedZze /m D m, tak bud
vm = m alebo v/m = k[z1,...,z,]. Druhtt moZnost moézme vylicit, pretoze ak by na-
stala, znamenalo by to, ze 1 € y/ma teda 1 € m. Nech X = V(m). Podla Nullstellensatz 2
je X neprazdna, Cize existuje (a1,...,a,) € X. Z {(a1,...,a,)} C X = V(m) potom
vyplyva

m=+vm=1I(V(m)) CI({(ay,...,an)}) = (x1 —a,...,x, — ay),

atedam=(x; —ay,...,z, — ay), kedze m je maximdlny. O

5.3. Algebraicko-geometricky “slovnik”.

geometria algebra
algebraické variety radikély
X I(X)
V(I) 1
bod maximélny ideal
XcCcy I(X) D I(Y)
V(I) > V(J) IcJ
xXny VIX)+ 1Y)
V(I)nv({J) vI+J
Xuy IX)NIY)=+I(X)-I(Y)
V(I)uV(J) INnd=+vI-J

PRIKLAD 5.21. V Rlz,y] majme ideal I = (y — 2%,y — ). Chceme néjst V(I) C
A%(R) a \/m Aj ked existuju postupy a algoritmy, ktoré by bolo mozné pouzit na
vyriesenie takéhoto zadania, ¢asto byvaji velmi komplikované, zdlhavé, a niekedy fun-
guju len pri istych typoch idedlov/variet. Preto je velmi vhodné predtym, ako po nich
siahneme, v maximalnej miere vyuzivat vlastni invenciu a medédu pokus/omyl. MoZzny

postup:

(1) nactrnut si obrazok a odhadnut V(I),
(2) overit odhad: vypocitat sistavu rovnic,
(3) odhadnat I(V(I)) = V1,
(4) ukézat, ze odhad bol spravny.



