KAPITOLA 3

Afinné variety

1. Podielové okruhy (opakovanie)

DEFIN{CIA 1.1. Nech Ry, Ry st komutativne okruhy s jednotkou. Zobrazenie ¢: Ry —
Ry sa nazyva homomorfizmus okruhov, ak pre vSetky u,v € Ry plati
o p(u+v) =p(u)+ ¢(v),
o p(u-v)=pu)- p(v),
hd @(1R1) = 1R2'
Nech R je okruh a I C R je idedl. Potom R/I je tiez okruh, v ktorom st dobre
definované operacie + a .

DEFINicIA 1.2. Nech I je idedl v okruhu R. Okruh R/I nazyvame podielovy alebo
faktorovy okruh. Homomorfizmus ¢: R — R/I, u+ [u] = u + I sa nazyva projekcia R
na R/1.

PRIKLAD 1.3. Nech R = Z a nech n € Z. Potom Z/(n) = Z, = {0,1,...,n — 1} je
podielovy okruh, kde operacie 4+ a . sa vykonavaji modulo n.

2. Regularne funkcie na afinnych varietach, regularne zobrazenia variet

Odteraz k bude algebraicky uzavreté pole, a teda plati Hilbertova Nullstellensatz.

2.1. Regularne funkcie.

DEFINicIA 2.1. Nech X C A"(k) je afinnd algebraicka varieta. Funkcia f: X — k
sa nazyva requldrna funkcia na X, ak existuje polyném F € k[xy,...,z,] taky, ze
f(a) = F(a) pre vsetky a € X.

DEFINICIA 2.2. MnozZinu vSetkych reguldrnych funkcii na variete X C A" nazjvame
suradnicovym okruhom variety X a oznacujeme k[X].

PRIKLAD 2.3. Polyném F' v definicii reguldrnej funkcie nie je uréeny jednoznacne.
Napriklad na kruznici X = V(22 +y? — 1) C A? polynémy F; = 1 a F, = 22 + ¢?
popisuju tu istu reguldrnu funkciu.

Pozorovanie z prikladu mézme zovSeobecnit. Nech F' € k[x1, ..., x,] popisuje nejaki
reguldrnu funkciu na variete X a nech G € k[z,...,x,] je taky polyném, ze G(a) = 0
pre vsetky a € X, ¢ize G € I(X). Potom F' + G popisuje na X ti istt regularnu funkciu
ako F.

Algebraicky tak mame zobrazenie, ktoré k[z1, ..., x,| zobrazuje na regularne funkcie
na X, m: k[x1,...,z,] — Ek[X], kde 7 je restrikcia polynému na X. Toto zobrazenie
je zjavne homomorfizmom okruhov. Jeho jadrom st presne funkcie, ktorych hodnota
vSade na X je 0, t.j. je to idedl I(X), idedl variety X. Ak X = V(I), tak z Hilbertovej
Nullstellensatz I(X) = /1.
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24 3. AFINNE VARIETY

7 predchadzajicej diskusie tak mame
E[X] = k[xy,...,z0]/1(X).

Casto sa prave takto stradncovy okruh variety definuje. Aj my budeme odteraz namiesto
izomorfizmu pisat v tomto vyjadreni rovnost.

PRIKLAD 2.4. Na jednotkovej kruznici X = V(22 + y? — 1) C A%(k) je funkcia
f: X—=k (z,9)2°
totozna s funkciou
g: X =k, (z,9)—1—19°
Inak povedané, polynémy z? a 1 — y? st dva rozne reprezentanty ten istej regularnej
funkcie v k[X] = k[z,y]/(2? + % — 1).

PRrIKLAD 2.5. Ak X = A"(k), potom k[X] = k[z1,...,z,], lebo I(A™) = 0.
PRIKLAD 2.6. Ak X je jeden bod, potom k[X] = k.
PRIKLAD 2.7. Nech X = V(zy — 1) C A2, Potom
k[X] = klz,y]/(ay — 1) = kfz, 271,
a teda pozostdva z raciondlnych funkcii tvaru G(z)/z", kde G(x) je polyném v x.

PRIKLAD 2.8. Nech X = V(y? — 23). Potom kazdi funkciu f z k[X] mdZme jedno-
znacne napisat v tvare f = Fy(x) + yFi(x), kde Fy, Fi, € k[z]. Vyplyva to z faktu, ze
polyném Go(z) + yG1(z) reprezentuje nulu v k[X] prave vtedy, ked Gy a G st nulové
polynémy v k[x].

TVRDENIE 2.9. Nech X C A" je algebraickd varieta. Potom jej suradnicovy okruh
k[X] = klz1,...,z,])/I(X) je noetherovsky.

Dékaz. Nech J C k[X] je idedl. Potom 7~ 1(.J) je idedl v klxy,...,z,], kde 7 je ka-
nonickd projekcia k[xi,...,x,] — k[X]. KedZe k[xi,...,2,] je noetherovsky, méme
7 1(J) = (F1,...,F,) pre nejaké Fy...,F, € k[z1,...,x,]. Odtial lahko ukézeme, Ze
J=(f1,-.., fr), kde fi = n(F}): ak f € J, potom f = 7(F) pre nejaké F € 7—*(J), teda
F =G1F1+...G,F, pre nejaké Gy, ...,G, € klxy,...,z,],apreto f = g1 f1+ -+ fror,
kde g; = m(fi). O

PozNAMKA 2.10. Vdaka stradnicovému okruhu variety a faktu, Ze je noetherov-
sky, si m6zme na lubovolnej algebraickej variete definovat Zariskiho topologiu. Uzavreté
mnoziny v nej buda spolo¢né korene danej sady regularnych funkcii na X. Inak pove-
dané, kazdému idedlu J C k[X] priradime uzavreti mnozinu pozostavajicu z takych
bodov a na X, pre ktoré plati, ze f(a) = 0 pre vsetky f € J. Je len uvedomovacim cvi-
¢enim si vSimnut, zZe je to presne ta istd topoldgia, ktort sme ziskali restrikciou Zariskiho
topolégie v A" na varietu X (indukovand topoldgia).

2.2. Regularne zobrazenia afinnych variet.

DEFIN{CIA 2.11. Nech X C A" je afinné algebraicka varieta. Zobrazenie f: X — A™
je requldrne (morfizmus), ak existuje m regularnych funkecii fi,..., f,, na X tak, ze

fla) = (fi(a),..., fm(a)) pre vsetky a € X.

Zjednodusene povedané, zobrazenie X — A" je regularne, ak je na drovni siradnic
popisané polynomicky. Presne ako pri regularnych funkcidch, ani tu neméame bijekciu
medzi morfizmami X — A" a m-ticami polynémov s n premennymi: dve rézne m-tice
polynémov mozu popisovat ten isty morfizmus.
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PRIKLAD 2.12. Afinné zobrazenie A™ — A™ je reguldrnym zobrazenim.
PRIKLAD 2.13. Funkcia na X je zobrazenie X — Al.

PRIKLAD 2.14. Premietanie na prvu suradnicu (a,b) — (a) je reguldrnym zobraze-
nim (= morfizmom), ktoré zobrazi hyperbolu X = V(zy — 1) na afinnt priamku, t.j. ide
o zobrazenie X — Al. Jeho obrazom je priamka bez bodu (0).

DEFINfcIA 2.15. Nech X C A" a Y C A™ su afinné algebraické variety, a nech
f: X — A™ je morfizmus (reguldrne zobrazenie). Ak f(X) C Y (t.j. ak pre vSetky
a€ X je f(a) €Y), tak f je regquldrnym zobrazenim (morfizmom) variety X do variety
Y, f: X =Y.

PRIKLAD 2.16. Uvazujme zobrazenie f : A! — A2 dané predpisom (a) — (a?,a?).
Obrazom tohto zobrazenia je krivka V(y? — 23) € A2. Ide teda aj o zobrazenie A' —
V(y? — 2?).

DEFINfCIA 2.17. Reguldrne zobrazenie f : X — Y je izomorfizmus, ak existuje
regularne zobrazenie g : Y — X také, ze go f = idx a f og =idy. Vtedy hovorime, zZe
X a 'Y su izomorfné.

PRIKLAD 2.18. Parabola X = V(y—x?) a afinnd priamka si izomorfné: f : Al — X
(a) — (a,a?), inverznym zobrazenim je g : X — Al (a,b) — (a).

PRIKLAD 2.19. VSeobecnejsie, graf ITubovolnej polynomickej funkcie je izomorfny s
afinnou pramkou.

PRIKLAD 2.20. Zobrazenie f : Al — X, kde X = V(y? — 23) dané predpisom
(a) — (a?,a®) je sice reguldrne, aj bijekcia, ale nie je to izomorfizmus. Aby sme sa o tom
presved¢ili, pokisime sa néjst inverzné zobrazenie g : X — A'. Podla prikladu 2.8 toto
zobrazenie mézme hladat v tvare g(z,y) = go(x) + ygi1(x), kde fo, f1 € k[z]. KedZze f a
g maji byt navzajom inverzné, musi platit, ze g(f(a)) = a pre vietky a € Al. Ale

9(f(a)) = g(a®,a”) = go(a®) + a’g1 (a?).
Prvy scitanec na pravej strane obsahuje len ¢leny parneho stupna, druhy sc¢itanec obsa-
huje ¢leny neparneho stupna pocnic stupniom 3. Teda g o f # id, inverzny morfizmus
neexistuje.

2.3. Pullback regularnej funkcie na variete. Kazdej afinnej algebraickej variete
sme priradili jej siradnicovy okruh, t.j. okruh vsetkych regularnych funkcii na variete.
Teraz budeme skimat, aky je vztah medzi siradnicovymi okruhmi, pokial mame mor-
fizmus (¢i dokonca izomorfizmus) medzi varietami.

Ak f: X — Y je morfizmus variet, potom vieme néjst zobrazenie aj medzi ich
suradnicovymi okruhmi. Konkrétne, ak u € k[Y], t.j. u: Y — k, potom zlozenim tychto
dostavame fukciu wo f: X — k.

TVRDENIE 2.21. Nech X C A™)Y C A™ si afinné algebraické variety.
e Nech f: X — Y je morfizmus variet. Potom f indukuje homomorfizmus ich
suradnicovych okruhov: f*: Ek[Y] — k[X], f*(u) :=wuo f.
e Pre kaZdy homomorfizmus ¢ suradnicovijch okruhov dvoch algebraickijch variet
kY] — k[X] fixujici pole k existuje morfizmus variet f : X — Y taky, Ze
o =f"
DEFINiCIA 2.22. Homomorfizmus stiradnicovych okruhov f* z tvrdenia prislichajici
morfizmu f: X — Y nazyvame pulbackom morfizmu f.
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Dékaz. Ak u € k[Y], t.j. u je funkcia Y — k dand polynomicky, potom f*(u) =wuo f je
funkcia X — k a zrejme je tiez dand polynomicky, kedze je zlozenim dvoch polynomic-
kych zobrazeni. Rozpisané do detailov, ak f: X — Y je dané

f=0i(xr,.ozn)y ooy (@1, .oy xn)),
kde f; € k[X] au € k[Y], u=u(y1,...,ym), tak

ffu) =u(fi(zr, ...y zn), - oy fm(x1, .-y T0))-

Zobrazenie f* : k[Y] — k[X] je homomorfizmom okruhov (len mechanické rozpisovanie).

Naopak, nech ¢ : k[Y] — k[X] je homomorfizmus okruhov. Najdeme f: X — Y
morfizmus taky, ze o = f*.

Nech y1,...,Yym st funkcie jednotlivych suradnic v A™ (projekcie na prislusni si-
radnicu) chdpané ako prvky okruhu k[Y]. Ozna¢me fi = ©(y1), ..., fm = ©(ym); zrejme
fiy--+y fm € k[X]. Pre zobrazenie f = (f1,..., fm): X — A™ potom plati, ze f* = ¢,
kedze obidva homomorfizmy si zhodné na generatoroch okruhu k[Y]:

[ wi) =yio f=fi= o)
Ostéva ukézat este, ze f(X) C Y.

Nech G € I(Y), t.j. ak G chapeme ako prvok v k[Y], tak G = 0. Preto ¢(G) =0 v
k[X]. Nech teraz a € X. Tento bod sa v zobrazeni f zobrazina f(a) = (fi(a),..., fm(a)).
Potom plati, ze G(f(a)) = (G o f)(a) = (¢(G))(a) = 0. O

DOSLEDOK. Zobrazenie f : X — Y je izomorfizmus afinngjch variet prdve vtedy,
ked f* : k[Y] — k[X] je izomorfizmus okruhov. Variety X, Y st izomorfné prive vtedy,
ked ich suradicové okruhy si izomorfné.

PRIKLAD 2.23. Nie je mozné néjst izomorfizmus X = V(y? — 2?%) a afinnej priamky
Al. Z prikladu 2.8 totiz vyplyva, ze k[X] a k[Al] = k[z] nie s izomorfné.

Méme teda “pekné” zobrazenie X +— k[X] afinnych algebraickych variet do okru-
hov (vnorenie jednej kategérie do druhej): namiesto afinnych variet mézme pracovat
s okruhmi, namiesto morfizmov variet s homomorfizmami okruhov, kde izomorfizmus
variet zodpoveda izomorfizmu okruhov.

DEFINICIA 2.24. Izomorfizmus f: X — X sa nazyva automorfizmom X.

Automorfizmus variety X zodpoveda automorfizmu jeho stradnicového okruhu. Spe-
cidlne mo6zme skiimat napriklad vsetky automorfizmy afinnej priamky:

PRIKLAD 2.25. Nech A! — A! je automorfizmus. Na strane stradnicovych okruhov
mu zodpovedd automorfizmus okruhu k[A'] = k[z], ozna¢me ho o : k[z] — k[z].
Obrazom x v tomto automorfizme je polyném «(z). Potom «(x) musi generovat cely
okruh kx|, $pecidlne z sa musi dat vyjadrit pomocou a(x): z = p(a(x)) = (poa)(x), kde
p je polyném o jednej premennej. Specidlne musi teda platit, Ze deg(p o a) = degz = 1,
kde p o a je polyném, ktory ziskame zlozenim polynémov p a «, a teda deg(p o ) =
degp.dega. Odtial mame, ze dega = 1, a preto vietky automorfizmy A! si tvaru
x +— ax + b, kde a,b € k, a # 0, ide teda o mnozinu bijektivnych afinnych zobrazeni
Al — AL

PRIKLAD 2.26. Afinné rovina A? mé zaujimavejsiu grupu automorfizmov ako afinna
priamka. St to jednak afinné zobrazenia, potom zobrazenia tvaru (z,y) — (x,y+ f(z)),
f € k[x], a nakoniec vSetky ich kombindcie (bez dokazu).
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3. Racionalne funkcie na variete, racionalne zobrazenia

3.1. Racionalne funkcie na variete. RozliSovanie variet podla izomorfizmu je
prilis jemné. Chceme vécsiu triedu zobrazeni nez morfizmy, chceme pripustit aj raci-
onalne zobrazenia.

Bohuzial ale nie je mozné tvorit zlomky z regularnych funkcii na lubovolnej variete:

PRIKLAD 3.1. X = V(22 — 5?) C A% Uvazujme na tejto variete reguldrne funkcie
f=z+yag=x—y. Obe funkcie st nenulové, avsak ich suc¢in je v k[X]| nulovy, ide
o tzv. delitele nuly. Teda tieto funkcie sa nesmi vyskytnif v menovateli, lebo by sme
potom do menovatela dostali aj nulu.

Problém v priklade bol spésobeny faktom, ze varieta X bola reducibilné. Ak by sme
v8ak pripustili len ireducibilné variety, potom problém s delitelmi nuly nenastane (vid
Tvrdenie 2.12 predchadzajicej kapitoly).

DEFINfcIA 3.2. Nech R je obor integrity. Podicloviijm polom oboru R nazyvame
mnozinu
{(u,v) |u,v € R,v# 0}/,
kde (uy,v1) ~ (ug,vy) prave vtedy, ked ujve — ugvy = 0. Nésobenie a sé¢itanie v podie-
lovom poli definujeme:
(u1,v1).-(uz,v2) = (uruz,v1v2)
(u1,v1) + (ug,v2) = (u1v2 + ugv1, v102)
Dvojicu (u,v) tiez zapisujeme u/v.
Zrejme obor integrity R je podmnozinou svojho podielového pola:
R={(a,1) | a € R}.

DEFINiCIA 3.3. Nech X je ireducibilnd varieta. Potom podielové pole stradnicového
okruhu k[X] nazyvame polom raciondlnych funkcii variety X, oznacujeme ho k(X).

Z definicie siradnicového okruhu a podielového pola mame, ze F1 /G a Fy/Go re-
prezentuju ti istd raciondlnu funkciu, ak F1Go — FoGy € I1(X).

Racionélna funkcia na variete nie je vSsadedefinovanym zobrazenim. Nemusi vSak byt
uplne zjavné, kde je dana raciondlna funkcia definovana a kde nie.

PRIKLAD 3.4. Nech X = V(22 +y%*—1) C A%(k). Zistime, v ktorych bodoch kruznice
je definovand funkcia (z 4+ 1)/y. Urcite je definovand v bodoch, kde y # 0, teda vsade
okrem (1,0) a (—1,0). Dalej plati

x+1:y(x+1)_y(:c—|—1) y(x + 1) Y

y y2 1-22  (1-z)(1+4+z) 1-2a
a teda funkcia je definovana aj v bode (—1,0). (Mozte sa tiez priamo z definicie podie-
lového pola stiradnicového okruhu presvedéit, ze (z + 1)/y a y/(1 — x) definuja tu ista
funkciu na X.)

DEFINiciA 3.5. Nech r je raciondlna funkcia na variete X a nech a € X. Funkcia r
sa nazyva reguldrnou v bode x, ak existuju také f,g € k[X], ze r = f/g a g(a) # 0.

TVRDENIE 3.6. Ak r je raciondlna funkcia na X, ktord je requldrna vo vsetkych
bodoch variety X, potom r je requldrna funkcia, t.j. r € k[X].



28 3. AFINNE VARIETY

Dékaz. Z predpokladu tvrdenia pre kazdy bod a € X mame p,, q, € k[X] také, ze r =
Pa/qa, Pricom gqq(a) # 0. Nech I je idedl generovany vsetkymi menovatelmi: I = (¢, | a €
X). Pretoze k[X] je noetherovsky, plati, ze I = (q1,...,qs) pre nejaké qi,...,qs € k[X].
Dalej q1, . . ., gs nemaji spoloény koreti v X, pretoze potom by funkcia r nemala v tomto
bode reguldrnu reprezendciu. Ak X = V(Fy,..., F,) € A", potom v okruhu k[z1, ..., z,]
to podla Nullstellensatz znamend, ze 1 € (Q1,...,Qs, F1,..., F), kde Q; je polyném v
klxi,...,zy] reprezentujici ¢;. Mame tak

1=GiQ1+ - +GQs +HiF1 +---+ H, F,
pre nejaké G;, H; € k[z1,...,x,]. Po premietnuti do okruhu k[X] dostédvame

1=g1q1 + -+ 9s4s

a nasledne po vynasobeni tejto rovnosti funkciou r mame

r=gip1+ -+ grPr,
¢ize r € k[X]. O

3.2. Raciondlne zobrazenia variet.

DEFINfCIA 3.7. Nech X € A", Y C A™ st afinné algebraické variety. Raciondlne
zobrazenie f : X — Y je m-tica raciondlnych funkcii (f1,..., fim), pre ktora plati, ze
ak vSetky f; si regularne v a € X, tak f(a) € Y. Vtedy hovorime, Ze zobrazenie f je
requldrne v bode a a bod f(a) = (fi(a),..., fm(a)) nazyvame obrazom bodu a.

Morfizmy variet X — Y si podla tejto definicie a podla Tvrdenia 3.6 zrejme raci-
ondalne zobrazenia, ktoré si regularne vo vSetkych bodoch variety X.

DEFINicIA 3.8. Raciondlne zobrazenie f : X — Y je dominantné, ak mnozina f(X)
je husta v Y.

DEFINicIA 3.9. Raciondlne zobrazenie f : X — Y je biraciondlne alebo tieZz bi-
raciondlna ekvivalencia, ak je dominantné a existuje dominantné racionalne zobrazenie
g: Y — X také, ze fog=1idy a go f = idx vSade, kde st definované. Variety X a Y
sa vtedy nazyvaju biraciondlne ekvivalntné.

PRIKLAD 3.10. Videli sme uz, ze kubickd krivka s hrotom 2.8 sice nie je izomorfnd s
afinnou priamkou, no je s fiou biracionalna. Inverzné zobrazenie k zobrazeniu f : Al —
X, (a) — (a?,a®) je racionalne zobrazenie (z,y) — y/x.

PRIKLAD 3.11. Projekcia hyperboly V(zy — 1) C A? na afinnii priamku A! (vid
Priklad 2.14) je biracionalny morfizmus: inveznym zobrazenim je racionélne zobrazenie

(a) — (a,1/a).

VETA 3.12. Variety X a Y sd biraciondlne ekvivalentné prdve vtedy, ked ich polia
ractondlnych funkcii st navzdjom izomorfné.

Dékaz. Nech f: X — Y je biracionalna ekvivalencia, teda f(X) je hustd v Y. Pre
kazdu regularnu funkciu v € k[Y] potom mame, ze uo f € k(X) (ide o dosadzovanie
raciondlnych funkcii do f), toto zobrazenie budeme ako pri morfizmoch nazyvat pull-
backom f a oznacovat f*. Zrejme f* je homomorfizmom k[Y]| — k(X). Overime, Ze ide
dokonca o vnorenie kY] do k(X).

Nech f*(u) = 0 pre nejaké u € k[Y], t.j. uo f(a) = 0 pre vietky a € X. Inymi
slovami to znamend, ze funkcia u je nulovd na f(X). Ak w nie je nulovd funkcia na Y,
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potom V'(u) je uzavretd vlastnd podmozina Y obsahujica f(X), ¢o je ale v rozpore s
predpokladom, ze f je dominantné zobrazenie.

Teda f* je vnorenie k[Y] — k(X), a toto sa jednoznane rozSiruje na vnorenie
E(Y) < k(X). Podobne ak g : Y — X je dominantné a fog, go f st identity na svojich
definiénych oboroch, mame tak, ze f*: k(Y) — k(X) je izomorfizmus poli.

Nech teraz naopak « : k(YY) — k(X) je izomorfizmom poli racionalnych funkcii
variet X C A™ a Y C A™. Presne ako v pripade morfizmov pomocou « zostrojime
zobrazenie f: X — Y také, ze a = f*: zobrazenie f bude dané racionalnymi funkciami
fi = a(y:), kde y; € k[Y] je funkcia i-tej siradnice. Tak ako v pripade morfizmov, aj tu
Tahko overime, Ze f* = « a tiez, ze f(X) C Y. Z vlastnosti, Ze « je injektivne zobrazenie,
usudime, Ze f je dominantné. Rovnakym spésobom najdeme racionalne zobrazenie g :
Y — X a nasledne ukazeme, ze f je biracionalna ekvivalencia. U

PRIKLAD 3.13. Stradnicové okruhy hyperboly (vid Priklad 2.7) a afinnej priamky
su rozne, teda tieto variety nie st izomorfné. No ich podielové polia izomorfné su, teda
variety st biraciondlne ekvivalentné, ako sme uz videli v Priklade 3.11.

DEFIN{CIA 3.14. Algebraické varieta, ktora je biraciondlne ekvivalentnd A™ pre ne-
jaké n, sa nazyva raciondlna.

PRIKLAD 3.15. Kruznica X = V(22 +y? — 1) je racionélna krivka. Prislugné zobra-
zenia ziskame pomocou stereografickej projekcie: Nech (a,b) € X je pevne zvoleny bod
na krivke, napr. (a,b) = (0,1). Dalej si pevne zvolime v rovine priamku, napr. z-os.
Bodom (0, 1) budeme prekladat priamky. Kazda taka priamka pretina kruznicu v dvoch
bodoch: jednym z nich je bod (0, 1), druhym je bod, ktory biracionalnou ekvivalenciou
previazeme s bodom na z-osi.

Priamka cez (0,1) a (¢,0) mé rovnicu z+t(y — 1) = 0. Jej prienik s kruznicou je bod
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¢fm méme dané zobrazenie A' — X. Inverzné zobrazenie X — A! nijdeme analogicky:
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