KAPITOLA 5

Rezultanty

1. Definicia a zdkladna vlastnost

LEMA 1.1. Nech f,g € R[z|, kde R je okruh s jednoznacngm rozkladom. Potom f a
g maji spoloéného nekonstantého delitela prdve vtedy, ked existuji p,q € R[z] také, Ze
pf +qg =0 a pre stupne p,q plati degp < degg, degq < deg f.
Dékaz. Nech h je netrividlny spolo¢ny delitel polynémov f, g, teda f = hfi, g = hgi,
kde deg f1 < deg f a deg g1 < degg. Potom sta¢i zobrat p = g1 a ¢ = —f1.

Opacne, nech p, g si polynémy s vlastnostami uvedenymi v tvrdeni lemy. Faktori-
zujme obe strany rovnosti

pf=—qy.

Kazdy ireducibilny faktor polynému ¢ sa musi nachadzat aj na lavej strane, a tak je
delitelom polynému f alebo polynému p. Kedze degp < deggq, niektory z delitelov
polynému g musi byt delitelom polynému f. O

PRIKLAD 1.2. Smerujeme k tomu, najst kritérium, kedy maji dva polynémy v k[z]
(alebo vseobecnejsie v R[z], kde R je okruh s jednozna¢nym rozkladom) spolo¢ny koreri.
Najjednoduchsi priklad dostaneme, ked si zoberieme dva linearne polynémy:

f=fizx+fo, 9g=g1x+go, kde f1,g91 #0.

Linearny polyném ma iba jeden koren, a polynémy f a g budii maf tento koren spolo¢ny
prave vtedy, ked f je konstantnym nésobkom polynému g, ¢ize vtedy, ked

det ( fi fo ) —0
g1 9o
DEFINicIA 1.3. Nech f, g € R[z] st polyndémy stuptiov m a n nad okruhom s jedno-
zna¢nym rozkladom:

f:fmxm++f1$+f01 fm#oa
g= gnt" + -+ g1x+ g0, gn#0.

Stvorcova matica

fm fm—l fo 0 0

0 fm ... fi fo ... O n — krdt
0 0 fmm ...
Syl(f’ g) - dn 9Gn—-1 --. i];() 0 fl ](;O
0O go - g1 g -.- O
- - m — krat
0 ce 0 gn --- g1 9o
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sa nazyva Sylvestrova matica polynémov f a g.
Rezultant polynémov f a g je determinant

Res(f,g) = det Syl(f, g).

PozNAMKA 1.4. Niekedy budeme oznacdovat rezultant polynémov f a g aj Res,(f, g),
a to v pripade, ked budeme chciet zdoraznit, ze f, g st polynémy v premennej x.

VETA 1.5. Polynémy f,g € R[z] maji netrividlneho spolocného delitela prive vtedy,
ked Res(f,g) = 0.

PozNAMKA 1.6. VSimnite si, ze Priklad 1.2 je vlastne dokazom Vety 1.5 pre pripad
m=n=1.

Dokaz Vety 1.5. Podla Lemy 1.1 maju f, g netrividlneho spolo¢ného delitela prave vtedy,
ked existuju polynémy

p= paat" 44 pit + po,
= quat" '+ Fqat+q

také, ze pf + qg = 0. Na lavej strane mame polyném, ktory ma podla rovnosti byt
nulovy. Dostavame tak, ze

fopo +g0q0 = 0
fipo + fop1 + 9190 + gon =

JmPn—1 + gm@n—1 = 0.

Toto je ststava linedrnych rovnic pre nezndme p;, g;, ktord ma netrividlne rieSenie prave

vtedy, ked Res(f,g) = 0. O

P0ozNAMKA 1.7. Sylvestrovu maticu polynémov f a g mdzeme chépat aj ako maticu
zobrazenia linedrnych priestorov (v pripade, ze R = k je pole) ¢i vSeobecnejsie tzv.
modulov (ak R je okruh). Ide o alternativnu formuldciu dokazu Vety 1.5, ktord bude
uzito€né pre neskorsie tvahy.

Pre prehladnost uvazujme situdciu, ked R = k je pole. Analogicky celd tivaha vyzera
aj v pripade, ked ide o moduly nad okruhom R.

Oznac¢me si ako Py mnozinu vSetkych polynémov v k[z], ktorych stupet nie je vac¢si
ako d, potom Py je (d 4 1)-rozmernym vektorovym priestorom nad k. Uvazujme zobra-
zenie

o: (pq) —pf+ag (p.q€klz]).
Ak budeme za p brat len polynémy stupna maximéalne n—1 a za g zas polynémy stupna
maximalne m — 1, mame zobrazenie priestorov

6: Poo1® Pt = Pngn—1,  (p,@) = pf + g9
Oba priestory, P,—1 @& Pn—1 aj Ppin—1 st vektorovymi priestormi dimenzie m + n a
zobrazenie § je linedrnym zobrazenim. Preto po zvoleni béz v oboch priestoroch sa da
takéto zobrazenie popisat Stvorcovou maticou stupna m + n.
V priestore Pp,4n—1 si zvolme Standardni monomialnu bazu

xm«#nfl’ T

m-+n—2
R
v priestore P,_1 ® Pp,_1 zas kombinaciu standardnych baz podpriestorov, ¢ize

("71,0), (z"72,0),...,(x,0),(1,0), (0, 2™ 1), ..., (0,z),(0,1).
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Matica zobrazenia § potom v i-riadku obsahuje siradnice obrazu i-teho bazového vek-
tora priestoru P,_1 @ P,,—1 vzhladom na zvolenti bézu priestoru P,,1,—1 (to plati pre
riadkov konvenciu, ked vektory zapisujeme ako riadky stradnic, pri stipcovej konvencii
bude matica transponovand). Pre bazy priestorov, ktoré sme si zvolili, budi koeficienty
obrazov prvych n bazovych vektorov (z¢,0) tie isté ako koeficienty polynému f, len
»posunuté” dolava podla stupna ¢. Podobne pre zvysnych m béazovych vektorov dosta-
neme prislusné posunutie koeficientov polynému g. Vidime, ze matica nasho zobrazenia
je presne Sylvestrova matica polynémov f a g.

Zobrazenie § mé nenulové jadro prave vtedy, ked existujui nenulové polynémy p €
P, 1aqé€ Py také, ze pf +qg = 0, ¢o je podla Lemy 1.1 ekvivalentné tvrdeniu, ze f
a ¢ su sudelitelné, a na druhej strane je to ekvivalentné faktu, zZe matica zobrazenia ¢,
teda Sylvestrova matica, je singuldrna.

DOSLEDOK. Ak k je pole a f, g € k[t], potom f a g maji spolocny koren nad nejakym
rozsirenim pola k prave vtedy, ked Res(f,g) = 0.

Dékaz. Nech a je spoloény koreni polynémov f a g, o € k. Cize k[a] je okruh obsahujici
koren a tiez obsahuje pole k. Definujme si zobrazenie

: klz] = ko], z— a,

Cize ¢ je dosadzovanie a za . Takto definované zobrazenie ¢ je homomorfizmus okruhov,
jeho jadrom je preto idedl okruhu k[z]. Navyse k[z] je okruh hlavnych idedlov, takze
existuje h € k[x], ze ker o = (h). Pre polynémy f, g mame

o(f) = fla) =0, atiez ¢(g)=g(a)=0,

takze f,g € kerp. Odtial mame, ze h | f a h | g. Navyse, h je ur¢ite nekonstantny
polyném: ak by h € k (h je zrejme nenulové, lebo jadro ¢ je netrividlne), potom méame,
7e 1 = hh™! € (h) a teda (h) = k[z], o vSak nie je pravda, lebo napriklad ¢(1) = 1
a teda 1 ¢ ker . Nasli sme tak nekonstantny spolo¢ny delitel polynémov f a g, a teda
Res(f,g) = 0.

Nech teraz Res(f,g) = 0, ¢ize podla Vety 1.5 existuje spoloény delitel h € k[z]
polynémov f, g, degh > 1. Mézme predpokladat, ze h je ireducibilny. Potom k[z|/(h) je
pole: nech [a] oznacuje triedu ¢(a), kde ¢ je projekcia k[x] — k[z]/(h). Pre Tubovolné
nenulové [a] € k[z]/(h) potrebujeme najst k nemu inverzny prvok. Ak a € (h), potom
[a] = 0. V opa¢nom pripade si polynémy a a h nesidelitelné, a teda existuji u,v € k[z]
také, ze ua + vh = 1. Mame tak

[ulla] = p(u)pla) = p(ua) = p(1 = vh) = (1) = p(v)p(h) =1,
takze [u] je inverzny ku [a], ¢ize k[z]/(h) je pole. Jadrom zobrazenia ¢: k[z]| — k[z]/(h)
je idedl (h). Kedze h je delitelom f aj g, tieto dva polynémy patria do jadra. Na druhej
strane mame, Ze
P(f) = fmp(@)™ +--- + fip(z) + fo,
takze (x) € k[z]/(h) je korefiom polynému f. Analogicky ukazeme, Ze ¢(x) je koretiom
g. Nasli sme spolo¢ny koren polynémov f a g v rozsireni k[x]/(h). O

2. Diskriminant polynému

TVRDENIE 2.1. Polyném f € k[xr] md v k wviacndsobny koreri prdve vtedy, ked

Res(f, f') = 0.
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Dékaz. Nech a € k je aspon dvojnasobny koren, tedd plati, ze
f=(z— a)2f1, kde f1 € k[z].
Pre derivaciu f potom plati
f'=20—a)fi+(x—a)’fi = (z—a)(2fi + (z - Q) f]),

teda a je koremiom polynému f’. B

Naopak teraz predpokladajme, Ze o € k je spoloénym koreniom polynému f aj jeho
derivicie f'. Z f = (z — a) fo dostdvame

ff=@—-a)fs+ fo, ¢ize fo=f —(x—a)f}.
KedZze sme predpokladali, ze (x — «) | f/, plati, ze (x — a) | fo2, a teda fo = (x — ) f3
pre nejaky polyném f3. Takze sme dostali
f=@—a)fa=(z—a)fs,

a «a je dvojnasobny koren polynému f. (|

PRIKLAD 2.2. Nech f = az? 4+ bx + ¢, a # 0. Zistime, kedy mé tento polyném

dvojnasobny koren.
Derivicia f' = 2ax + b, takze rezultant Res(f, f') je

a b c
Res(f,f)=|2a b 0 |=a(4ac—b?).
0 2a b

Plati, Ze f m4 dvojnasobny koren prave vtedy, ked Res(f, f’) = a(4ac — b*) = 0.
Tento priklad nés motivuje k definicii

DEFINiciA 2.3. Nech f € k[z], f = fox™ + -+ fix + fo, fn # 0. Diskriminant

polynému f je
n(n—1)

Discr(f) = (_1)fanes(f, .

Nasledovné tvrdenie je len reformuldciou uz dokazaného.
TVRDENIE 2.4. Polyném f € klx] md viacndsobny koreri nad nejakym rozsirenim k
prave vtedy, ked Discr(f) = 0.
3. Rezultant ako funkcia korenov polynémov

PRIKLAD 3.1. Nech f, g € k[z] st polynémy s faktorizdciou nad vhodnym rozsirenim
pola k:

f = filz—a)= fir - fia,
g = gox—Bi)(x— B2) = g21” + g2(—B1 — B2)x + 921 o,

teda « je korenom polynému f a (31, f2 su korene polynému g. Ich rezultant potom je

fi - fia 0 1 —« 0
Res(f,g)=| 0 fi —fie | = fig2| O 1 —a | = figa(a—p1)(a—pa).
g2 g2(=B1— P2) 928152 1 —p1— P2 Pife

Toto pozorovanie teraz zovseobecnime:
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VETA 3.2. Nech f,g € k[x] si polynémy stupriov m a n. Nech

f - fm(x_al)”'(x_am)a
g = go(x—P51)...(x—Bn)

st uplné faktorizacie nad rozsirenim k. Potom

Res(f,9) = fmon [ [ (i — 8;)-

i=1j=1

Dokaz. Oznac¢me si

o(f,9) = fran TT TT (= 8,

i=1j=1

chceme ukazat, ze Res(f,g) = O(f,9).

Ak f a g maju spolo¢ny koreri, potom je tvrdenie pravdivé, na zdklade Vety 1.5.
Predpokladajme teda, Ze f a g nemaju spolo¢ny koren a tiez bez ujmy na vseobecnosti
predpokladajme, ze deg f > degg. Vetu ukadzeme indukciou vzhladom na dizku po-
stupnosti nenulovych zvyskov v euklidovom algoritme hladania najvécsieho spolo¢ného
delitela f,g.

Nech zvysok po deleni polynému f polynémom g je 0. Z toho vyplyva, ze degg = 0,
kedze podla predpokladu st polynémy f a g nesudelitelné. Polyném ¢ pozostava len z
absolutneho ¢lena gg, matica Syl(f, g) = goln, a plati

Res(f,9) = g5 = g6 fu = O(f9)-
(Indukény krok.) Nech teraz

f=q9+r, kde 1r#0, degr=d<degg, r=rgz®+- 4.
Postupovat budeme tak, ze ndjdeme predpis pre vypocet Res(f,g) pomocou Res(g,r),
podobne predpis pre vypocet O(f, g) pomocou O(g,r), a uvidime, Ze oba vyzeraju rov-
nako.

Zo vztahur = f —qg = f — (311"" qix")g dostdvame, Ze Res(f, g) je determinant

fm fm—1 fo O 0 0 0 rq ro 0 0
0 fm f1 f() 0 0 0 0 rd To 0
0 .. fm [N f1 fo 0 . 0 0 0 Td o
In  Yn—1 g0 O 0 In  In—1 go O 0
0  gn g1 9o 0 0  9gn g1 9o 0
0 9n g1 9o 0 0 ogn g1 9o

Rovnost plati, lebo maticu sme modifikovali tak, ze k riadkom s koeficientami polynému
f sme pripocitali nasobky riadkov s koeficientami g, ¢o je operacia nemeniaca hodnotu
determinantu. Dalej v tejto matici poprehadzujeme riadky (operacia meni znamienko
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determinantu) a dostédvame, Ze predchadzajici determinant je rovny

gn  Gn—1 g 0 ... 0
U co g1 9o 0
nm gn g1 9go | _ _1\ynm m—d
(=) 0 ... 0 74 ... 79 O ... 0O = (=1)"™"gn" "Res(g,7),
0 0 0 Tda .- T0 0
0 0 0 0 rq ... T0

kde poslednti rovnost sme ziskali niekolkonasobnym rozvojom determinanu podla prvého
stlpca. Mame teda vztah

Res(f,g) = (—1)""g" "Res(g, 7).

Pre néjdenie analogického predpisu pre ©(f,¢g) si najprv vSimnine, ze z f = qg +r
vyplyva, ze f(B;) = r(Bi) pre vSetky korene §; polynému g. Pocitajme:

o(f,9) = frar [T -8) = o™ fmar TTTL8 — )

i=1j=1 i=1j=1

= )™ [[Un B — ) = (0™ g T[] £B8) = (0™ g [] r(8)
j=1 j=1 Jj=1

=1
n d
= (=)™ Ta ]85 =) = (=1)""g~O(g,7).
j=1 =1

Takze pre vypocet O(f, g) mame ten isty predpis ako pre vypocet Res(f,g), a z induke-
ného predpokladu tak dostéavame, ze Res(f,g) = O(f, g). O

4. Rezultanty a eliminéacia

PRIKLAD 4.1. Pomocou rezultantov ndjdeme spolocné body dvoch rovinnych kriviek:
hyperboly popisanej polynémom f = xy—1 a kruznice popisanej g = x?+y?—4. Hladdme
teda riesenia sustavy dvoch rovnic o dvoch neznamych.

KTicovym je nasledovné preformulovanie problému: ak f a g chapeme ako polynémy
jednej premennej x nad k[y], kedy maju tieto dva polynémy spoloény koren? Podla
Vety 1.5 je to préve vtedy, ked Res,(f,g) = 0. Polyném f je linedrny v x, polyném g
zas kvadraticky. Mame

-1 0
Y -1 =yt — 4?4+ 1.
0 y?>—4

Resm(f, g) =

_ o

Stistava mé Styri rieSenia: y-stradnica je rieSenim rovnice y* — 4y + 1 = 0. Kazdému
z tychto rieseni zodpoveda jedna hodnota pre z-stradnicu, ¢ize dokopy tak dostaneme
presne $tyri spoloéné korene dvoch polynémov z k[z].

PRIKLAD 4.2. N4jdime prienik kriviek V(f),V(g) C A%(C), kde

fr=ay—-1
g = x2y+y2—4.
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Rezultant polynémov f, g vzhladom na premennu x je

Res;(f,9) = y' —4y® +y = y(y® — 4y + 1).
Pre y = 0 vSak neexistuje ziadna hodnota x taka, aby bod s tymito stiradnicami lezal
na oboch krivkéch.

Skusme teda preskimaft blizsie, ¢o geometricky popisuje rezultant dvoch polynémov
v k[z,y].

VETA 4.3. Nech f,g € k[z1,...,x,]. Potom
Resy, (f,9) € (f,9) Nk[za, ..., x4

Dékaz. Z definicie rezultantu je zrejmé, Ze Res,, (f, g) je polyném, presnejsie Res,, (f,g) €
k[xa,...,xn]. Ze plati aj Resy, (f,9) € (f,9), ukdZeme Cramerovym pravidlom:
Nech A je Iubovolna Stvorcovd matica stupna n, a nech adA oznacuje adjungovant
maticu k matici A, ¢ize o
adA;; = (—1)"7| A5,
kde A;; je podmatica A, ktord ziskame vynechanim j-teho riadku a i-teho stipca).
Potom plati (Cramerovo pravidlo):

A-adA =adA- A= |All,.
Aplikovanim tohto pravidla na Sylvestrovu maticu dostédvame
adSyl(f, g) - Syl(f,g) = Resz, (f,9)In, kde N =deg f + degg.

Po vynésobeni zlava maticou (0 ... 0 1) dostdvame

(0 ... 01)-adSyl(f,g)-Syl(f,g9) = Resz (f,¢9)(0 ... 01), Ccize
(v1 ... vn)-Syl(f,g9) = (0 ... 0Resg (f,9))-

V Poznamke 1.7 sme si vysvetlili, ze Sylvestrova matica je maticou zobrazenia line-
arnych priestorov alebo vseobecnejsie modulov nad R, kde teraz R = k[za,..., xy]:
islo o zobrazenie, ktoré dvojici polynémov (p,q) priradi polyném pf + gg. Vidime, ze
toto zobrazenie vektor so siradnicami vy, ..., vy, ktory reprezentuje dvojicu polynémov
(le?_l + U171+, vn+1a:’1”_1 +---+vn_121+vN), zobrazi na vektor so siradni-
cami0,...,0,Resy, (f, 9), ktory zas reprezentuje polyném Ox{v_l—k- -+4+0x1+Resyz, (f, 9).
Teda nasli sme p, q € k[z1,...,x,] také, ze Res,, (f,9) = pf + qg, a preto Res,, (f,g) €
(f,9)- O

DOSLEDOK.
9) V((f,9) Nklz2,...,24]) € V(Resy, (f,9)),

kde na oboch strandch inklizie si variety priestoru A" 1.
Z Tvrdenia 6.6 v kapitole o Grébnerovych bézach pre premietanie
m: (a1,a2,...,a,) = (ag2,...,ay)
mame, ze

m(V(f,9)) CV((f,9) Nk[zs,...,zn]),
Spolu s (9) tak dostavame

m(V(f,9)) € V(Resz, (f,9))-

Pouzivat rezultanty pri hladani spolo¢nych bodov dvoch kriviek je teda korektny postup:
v Priklade 4.1 polyném Res,(f, g) popisuje varietu, ktora urcite obsahuje vSetky body
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priemetu prieniku V(f) a V(g) na y-os. Potom z-siradnicu mézeme dopocitat bud
dosadenim konkrétnej y-suradnice do f a g, alebo eSte najdeme rezultant

Resy(f,g9) = ot — 42?4 1.

Dostaneme tak styri moznosti pre hodnotu z-siiradnice, tiez mame Styri moznosti pre
hodnotu y-stradnice, dokopy tak otestujeme 16 bodov, spomedzi ktorych tak vyberieme
rieSenia.

Priklad 4.2 zas ukazuje, ze V((f, g) N k[za, ..., z,]) naozaj moéze byt vlastnou pod-
mnozinou V' (Resy, (f,g)), dokonca aj nad algebraicky uzavretym polom, t.j. inklazia
v (9) sa nedéd nahradif rovnostou. Pre porovnanie mozme skusit ndjst Grobnerovu bézu
idealu (f,g), a zistime, ze obsahuje polyném y> — 4y + 1.

PRIKLAD 4.4. N4jdime vSetky racionalne body (t.j. body, ktorych stradnice si ra-
cionélne ¢isla) algebraickej variety V' (f, g), ak

f = $2y—3xy2+x2—3xy
g = ady+a® -4y —3y+1.

Vypocitame rezultanty (aj vypocet rezultantu aj faktorizaciu urobime pomocou ne-
jakého systému pocitacovej algebry):

Res,(f,9) = —108y" —513y% — 929y7 — 738y° — 149y + 112y* + 37y — 149> — 3y + 1

1 4 1
= —108(y +1)°(y — 1)(y3 — 2*73/ + ﬁ)

Priemet variety V(f, g) na y-os teda obsahuje najviac 2 raciondlne body. Podobne néj-
deme mnozinu obsahujtcu priemet V(f, g) na z-os:

Resy,(f,g) = 0.

O tomto priemete tak nevieme povedat ni¢. Nemoézme preto jednoducho zobrat vsetky
moznosti pre z- a y-stradnice a dosadzovanim spomedzi nich vybrat riesenia, ale budeme
rozsirovat ¢iato¢né riesenia ziskané z rovnice Res;(f, g) = 0.

Ak y = —1, potom f(z,—1) = 0 pre vSetky x, podobne g(z, —1) = 0 pre vSetky z.
Varieta V (f, g) teda obsahuje priamku V(y + 1).

Ak y = %, potom ststava f(x, %) = g(=x, i) = 0 m4 rieSenie z = 0, a tak poslednym
raciondlnym bodom V'(f, g) je bod (0, 1).

Sice je rezultant definovany len pre dva polyndémy, mozno ho pouzit aj na hlada-
nie spolo¢nych korenov viacerych polynomickych rovnic. Napriklad, ak chceme najst
body variety V(f,g,h), kde f,g,h € k[z,y, z], mézme konstruovat priemety postupne:
V(Res.(f,g)) € A? obsahuje body priemetu variety V(f,g) do xy-roviny, podobne
V(Res.(f,h)) C A? obsahuje body priemetu V(f,h), takze V(Res,(f,g), Res.(f,h))
obsahuje priemet V' (f, g, h) do zy-roviny. Pomocou rezultantov ndjdeme varietu obsa-
hujicu priemet na z-os, podobne priemet na y-os. Potom este analogickym postupom
nijdeme varietu obsahujicu priemet na z-os. Ak dostaneme len konec¢ne vela moznosti
pre hodnotu kazdej stradnice, jednoducho dosadime vsetky moznosti do pévodnych rov-
nic f = g = h =0, a tak ndjdeme vsetky body variety V(f,g,h).

5. Eliminacia pomocou rezultantov a Grobnerovych baz — zhrnutie

Na prvy pohlad sa medéda pouzivajica rezultanty moze javit ako menej atraktivna.
Teéria spojend s nimi vyzerd omnoho komplikovanejsie, a navyse so slabsimi tvrdeniami
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— uzaver priemetu algebraickej variety je Grobnerovymi bazami popisany presne, no po-
mocou rezultantov najdeme len varietu obsahujticu uzaver priemetu. Tiez sa moze zdat,
ze pomocou rezultantov nevieme dobre uchopit algebraické variety, ktoré maja neko-
neéne vela bodov: Ze sa nam poradilo vyriesit Priklad 4.4, bolo tak trochu Stastie: islo
o Specialnu varietu so Specidlnou polohou. Napriek tomu sa pri mnohych prilezitostiach
velmi Casto pouzivaji prave rezultanty. Dévodov je na to niekolko:

Postupy vyuzivajice rezultanty st podstatne jednoduchsie nez pouzivanie Grob-
nerovych baz. Pomocou Grébnerovych baz sice jednoducho ndjdeme priemet na jednu
suradnicovi os, vyriesime prislusnd rovnicu, ale rozsirovanie ¢iasto¢nych rieseni na uplné
si vyzaduje dost podrobnu analyzu jednotlivych elimina¢nych idedlov — ak by sme tito
metddu cheeli naprogramovat, program by bol pomerne komplikovany.

Dalej u rezultantov mame lepsiu kontrolu nad zloZitostou (¢asovou aj pamétovou)
vypoctu. Pre dané dva polynémy totiz vieme, ako sa konstruuje rezultant, a tak vieme
odhadnit, s akymi velkymi polynémami sa bude pocas vypoc¢tu manipulovat. Naproti
tomu pri hladani Grobnerovej bazy je tazko povedat, ako velké S-polynémy sa budu
musiet vypocitat. Nie je zriedkavosfou, ze priebezné S-polynémy st podstatne kompli-
kovanejsie nez vstupné polynémy (tie, ktorymi ideal definujeme) a vysledna Grébnerova
baza. Preto ak by sme sa chceli vyhnut rozsirovaniu ¢iastoénych rieseni (a teda kompli-
kovanej analyze eliminac¢nych idedlov) tak, ze by sme hladali Grobnerovu bazu viackrat
(t.j. hladali by sme Groébnerovymi bazami priemety na ostatné suradnicové osi), z hla-
diska vypoctovej zlozitosti to rozhodne nie je dobry napad.

Ak hladéame priblizné rieSenia stustavy, pri pouziti rezultantov mame lepsiu kontrolu
nad chybou: v kazdej stradnici ndjdeme dostatocne presnti aproximéaciu, a tak vieme
akd je maximalna vysledna chyba. Ak by sme pouzili Grébnerove bazy a jednu sturad-
nicu vypocitame s chybou, tato chyba vo vSeobecnosti vyrazne narastd v kazdej dalsej
suradnici, ked riesenie rozsirujeme.

Teéria rezultantov je omnoho rozvinutejsia nez sme si uviedli a tento nastroj je
omnoho mocnejsi nez sa méze zdat na zaklade tejto prednésky. Mnohé tvdrenia, ktoré
hovoria o rozsirovani ¢iastoénych rieseni najdenych cez Grobnerove béazy, si dokazované
prave pomocou rezultantov.



