KAPITOLA 6

Realne korene polynomickej rovnice

Pri mnohych tlohach nepotrebujeme ndjst vSetky body nejakej algebraickej variety,
Specialne komplexné korene nas casto nezaujimaji. Vacsinou chceme néjst redlne korene,
¢asto sa dokonca uspokojime aj s ich dostato¢nou aproximéciou. Ukazali sme si, ze prob-
lém hladania rieseni sustavy polynomickych rovnic (v pripade, ze ich je konecne vela)
vieme zredukovat na hladanie korenov jednej polynomickej rovnice s jednou neznadmou.
Stacia nam teda metddy, ktoré ndm pomdzu najst korene takejto rovnice.

Numerickd matematika ponika niekolko postupov hladania koremov (presnejsie ich
aproximécii), kazda z nich ma nejaké obmedzenia. Vseobecnd Newtonova metdda néjde
jeden koren, i to v pripade, ze médme dobry prvy odhad. Metéda Bezierovho orezavania
néajde vSetky korene na vopred zvolenom intervale, funguje ale len pre polynémy (na roz-
diel od Newtonovej metédy, ktord je pouzitelna pri akejkolvek diferencovatelnej funkeii).
Takéto orezavanie je pomerne spolahlivé, problémy sa mézu vyskytnit pri nestabilnych
situdcidch (viacndsobny koren). V pripade, ze mame korene rovnice vopred separované,
¢ize mame zoznam intervalov taky, ze v kazdom intervale sa nachadza prave jeden koren,
pouzitelnd metdéda na najdenie korena je aj jednoduché bindrne delenie intervalu.

V tejto kapitole si uvedieme tvrdenia a postupy na predspracovanie polynomickej
rovnice, takze potom bude mozné korene dohladat numerickymi metodami.

1. Ohranicenie korenov

VETA 1.1. Nech f € Rlz|, f = fmz™ + -+ fiz + fo, fm #0. Ak

(10) la| > 22 |f“

potom f(a) a fma™ maji rovnaké znamienko.

Dékaz. Najprv si vSimnime, ze z (10) vyplyva, Ze |a| > 2. Odtial ukdZzeme, ze podiel
f(a)/ fma™ je kladny.
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56 6. REALNE KORENE POLYNOMICKEJ ROVNICE

DOSLEDOK. Vsetky redlne korene rovnice fpx™ + -+ fix + fo =0, (fm #0) sa

nachddzaji v intervale
|fil | fil
(5t S

Existuje viacej ohraniceni pre realne korene, aj omnoho lepsie, pre nas vsak staci
takéto jednoduché. Podstatné je, zZe vieme explicitne napisat interval obsahujici vsetky
redlne korene.

2. Sturmova veta

Vo zvysku kapitoly budeme pouzivat nasledovné oznacenie: ak f, g su polynémy z
k[x], tak rem(f, g) oznacuje zvySok po deleni polynému f polynémom g, t.j. jediny taky
polyném r € k[x], ze

f=qg+r, kde degr <degg.

DEFINICIA 2.1. Sturmova postupnost polynému p € R[z| je postupnost (pg, p1, - - ., Dk)
polynémov, kde
Po = D,
n o= 7,
pi = -—rem(pi—2,pi—1), Pprei>2,

kde py je posledny nenulovy clen tejto postupnosti zvyskov (t.j. px | pr—1)-

V Sturmovej postupnosti zrejme plati

(11) Pi—1 = Gi—1Di — Pi+1-
DEFINicIA 2.2. Nech a = (ay, . .., a) je postupnost nenulovych redlnych ¢isel. Pocet
znamienkovych zmien var(a) v postupnosti a je definovany
var(ag) = 0
IR A N
Ak a = (ag,...,ar) je postupnost redlnych ¢isel, potom var(a) definujeme ako pocet

znamienkovych zmien v postupnosti, ktort ziskame z a vynechanim vsetkych nul.
PRrIKLAD 2.3. var(1,-2,2,0,0,3,4,—5,—2,0,3) =
DErINiciA 2.4. Nech p = (po,p1,- .-, pk) je postupnost polynémov v R[z] a nech a

je realne cislo. Potom oznacujeme
varp(a) = var(po(a),pi(a), ..., pr(a)).

VETA 2.5 (Sturm). Nech p € R[z] a nech p = (p;)¥_, je jeho Sturmova postupnost.
Nech a,b € R si také, Ze a < b, p(a) # 0, p(b) # 0. Pocet redlnych koreriov polynému p
na intervale (a,b) je rovny cislu

varp(a) — varp(b).
Dokaz Sturmovej vety rozdelime na viacero tvrdeni.

DEFINiCIA 2.6. Nech p € R[z] a nech p = (p;)E_, je jeho Sturmova postupnost.
Nech a,b € R, a < b. Interval (a,b) sa nazyva fundamentdlny interval polynému p, ak
p(a) # 0,p(b) # 0, a existuje také vo € (a,b), ze pre vSetky v € (a,b), v # o plati
pi(7y) # 0 pre vseky p;, i =0,..., k.
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Neformélne, (a, b) je fundamentalnym intervalom polynému p, ak kazdy z polynémov
Sturmovej postupnosti mé na (a, b) najviac jeden koren, a ten je rovnaky pre vsetky ¢leny
postupnosti.

TVRDENIE 2.7. Nech (a,b) je fundamentdlny interval polynému p € R[z]. Ak p nemd
redlny koreni na {(a,b), potom varp(a) = varp(b).

Dékaz. Predpokladajme najprv, ze ziaden z polynémov p; Sturmovej postupnosti nema
koren na (a,b). Potom graf kazdého polynému je bud cely nad osou x alebo pod tiou,
takze sgn(pi(a)) = sgn(pi(b)), a preto varp(a) = varp(b).

Nech teraz existuje i také, ze p;(70) = 0 pre nejaké v € (a,b). Z (11) vyplyva, Ze po
sebe idtice polynémy v Sturmovej postupnosti nemaji koren v =g, lebo inak by ~g bol ko-
renom vsetkych polynémov postupnosti, aj pg = p, ¢o by bol spor s predpokladom. Teda
pi—1(70) # 0 a tiez piy1(70) # 0, a navyse z (11) dostdvame aj p;i+1(70) = —pi—1(70)-
Kedze (a,b) je fundamentalny interval, p;+1 a p;—1 na nom ziaden koren nemaju, a tak

sgn(pi+1(a)) = sgn(pit1(b)) = —sgn(pi-1(a)) = —sgn(pi-1(b)).
V oboch podpostupnostiach
(pi-1(a),pi(a), pir1(a))
(Pi—1(b), pi(b), Pit1(D))

tak dochédza presne k jednej znamienkovej zmene. Tym sme ukdazali, Ze pocet znamien-

kovych zmien v oboch postupnostiach (p;(a))¥_, a (pi(b))E_, je rovnaky. O

TVRDENIE 2.8. Nech (a,b) je fundamentdlny interval polynému p € Rlz]. Ak p md
jeden redlny korent na (a,b), potom varp(a) = varp(b) + 1.

Dékaz. Nech vq je jednoduchy koren polynému p, ¢ize p'(7y9) # 0. Tak ako v dokaze pred-
chadzajuceho tvrdenia potom zistime, Ze ziadne dva za sebou idiice polynémy Sturmovej
postupnosti nemaju koren v g, a tiez odtial analogicky usidime, ze

var(pi(a),...,pr(a)) = var(pi(b),...,pr(D)).

Rozdiel medzi poc¢tom znamienkovych zmien tak méze nastat iba medzi prvymi dvoma
¢lenmi postupnosti.

KedZze p/'(v9) # 0, p’ nemé koreti na (a,b) (ide o fundamentdlny interval), je p’ na
celom intervale bud kladny (a p rastie na (a,b)), alebo zaporny (a p klesd). Moznosti
pre znamienka prvych dvoch ¢lenov postupnosti tak si

p(a) p'(a) | p(b) p'(b)
— + + +
+ — — —

a tak v tomto pripade dostavame varp(a) = varp + 1.

Nech p(v9) = p'(70) = 0, teda g je viacndsobny korernl polynému p. Ak jeho ndsob-
nost v p je r, potom jeho ndsobnost v p’ je r — 1. NavySe p, je najviacsim spoloénym
delitelom p a p’ (Sturmova postupnost je az na znamienka postupnostou zvyskov v
euklidovom algoritme), takze g je (r — 1)-ndsobny koren aj v py.

Uvazujme postupnost polynémov

ﬁ:(ﬁ(]:ﬁl’"'?ﬁk:l)? kdeﬁZ:&
Pk
(Toto uz nie je Sturmova postupnost, lebo p; nie je deriviciou py). Pre pocty znamien-
kovych zmien plati
varg(a) = varp(a), varp(b) = varp(b).
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Taktiez ostava v platnosti vztah
Di—1 = ¢i—1Pi — Di+1-
V postupnosti p uz 7p je len jednoduchym koreniom polynému pg, a nie je korenom pj.
Podobne ako v prvej casti dokazu tak dostdvame, ze
var(pi(a),...,pr(a)) = var(pi(b),...,pr(b)),
rozdiel v poc¢te znamienkovych zmien tak znovu mdze nastat len medzi prvymi dvoma
¢lenmi postupnosti. Kedze p; nie je deriviaciou pg, médme tak viacej moznosti:
po(a) pi(a) | po(b) pi(b)
+ o+ | -+

Potrebujeme ukazat, ze moznosti v prvom a stvrtom riadku nenastant. Pre tento tcel
potrebujeme rozlisit, ¢i ndsobnost r korena =y v p je parna alebo neparna.
Ak r je neparne ¢islo, potom plati

sgn(p(a)) = —sgn(p(b))
sgn(p’(a)) = sgn(p'(b))
sgn(pk(a)) = sgn(pk(b)).
Z tabulky pre znamienka p a p’

tak dostavame tabulku pre pg a pi:

po(a) Pi(a) | Po(b) p1(b)
-+ [+ =

_|._ — — —
_|._ — — —_
— + + +
V pripade, ked r je parne, sa postupuje analogicky. O

Dokaz Vety 2.5. Dve predchadzajice tvrdenia st vlasne dokazom Sturmovej vety v
pripade, Ze interval (a,b) je fundamentalny. Ak (a,b) nie je fundamentdlny, tak ho roz-
delime na fundamentalne intervaly: Nech vg < 1 < --+ < v st vSetky korene vSetkych
polynémov Sturmovej postupnosti na intervale (a,b). Zvolime o, i = 1,...,k tak, ze

a<yw<a <y <ag<- - <ap <y <b.
Potom (a;_1,a;) si fundamentalne intervaly polynému p a pre pocty korenov tak mame
#korenov na (a,b) = #korenov na (a,a;) + #koretiov na (ay,ag) + - - - + #korenov na (a, b)
— (varp(a) — varp(a1)) + (varp(a1) — varp(az)) + - + (varp(ag) — vary(b))
= varp(a) — varp(bh)).
O
PRIKLAD 2.9. Separujeme realne korene polynému

f=a3—42® + 3z +1.



2. STURMOVA VETA 59

Pomocou Vety 1.1 najprv ndjdeme interval obsahujici vsetky redlne korene polynému:

| f3

takze vSetky redlne korene si v intervale (—18,18). Sturmova postupnost polynému f
je

3
M=2)" il =2(14+4+3+1) =18,
=0

po = f = 2% —42* + 32 +1,
p1 = f = 32> -8z +3,

14

P2 = —rem(f,f') = gm_gv
9

p3 = —rem(py,p2) = 1

Pomocou Sturmovej vety zistime pocet redlnych korenov:
varp(—18) = var(po(—18), p1(—18),p2(—18),p3(—18)) = 3
varp(—18) = var(po(18),p1(18),p2(18),p3(18)) = 0

takze polyném f ma tri redlne korene. Z

79
3
vieme, ze dva z korenov sa nachadzaji v intervale (0, 18) a jeden je v intervale (—18,0).
Nakoniec 7 g

—1. - =
7974)

varp(0) = var(l, 3, ) = 2

varp(2) = var(—1, =1,

nam hovori, Ze jeden z kladnych korenov je na intervale (0,2) a druhy na intervale
(2,18). Vsetky korene st jednoduchymi korenmi, takze ich lahko dohladdme Tubovolnou
numerickou metédou (napr. aj jednoduchou bisekciou intervalu).



