KAPITOLA 2
Zariskiho topolégia

1. Zariskiho topolégia na A"

DEFINicIA 1.1. Nech X je mnozina a 7 je systém podmnozin X, pre ktory plati:
(i) Xer,ber,
(ii) ak Uy,Uz € T, potom Uy NU;y € T,
(iii) ak U; € 7,1 € Z, potom | J;c7 Us € 7.
Potom 7 je topoldgia na X a (X, T) je topologicky priestor. Mnoziny U € T nazyvame
otvorenymi mnozinami. Naopak mnozina V C X je uzavretd, ak X \ V je otvorena.

PozNAMKA 1.2. Ako byva zvykom, budeme v oznaceni uptistat od zdoéraziovania,
ze topologicky priestor je dvojica (X, 7). Ked je z kontextu zrejmé, akd topolégiu na
mnozine X uvazujeme, budeme prislusny topologicky priestor oznacovat jednoducho X.

Budeme definovat specidlnu topoldgiu v afinnom priestore A" (k), nazyvani Zariskiho
topoldgia. V nej uzavreté mnoziny budui presne vsetky algebraické variety v A"(k), a
otvorené mnoziny teda doplnky k algberaickym varietdm. Treba vsSak overif, ze takto
definovany systém mnozin naozaj tvori topologiu. Potrebujeme ukazat

(1) 0 je otvorend mnozina,

(2) A™ je otvorend mnozina,

(3) ak Uy, Us su otvorené, tak aj U; N Uz je otvorena,
(4) ak {U;}iez st otvorené, tak aj U;ezU; je otvorend.

Preverme teda tieto axiémy:

(1) A™ je algebraickd varieta (A™ = V(0)), ¢ize podla nasej definicie je to uzavreta
mnozina, preto prazdna mnozina patri medzi otvorené mnoziny.

(2) 0 je algebraické varieta () = V(1)), preto podobne aj A™ patri medzi otvorené
mnoziny.

(3) Nech Uy, Us st otvorené mnoziny, chceme ukazat, ze potom aj Uy NUs je otvorena.
Ze Uy, Uy st otvorené, znamend, ze U = A™\ X1, kde X je algebraickd varieta, podobne
Uy = A™\ Xo, kde X je algebraickd varieta. Prienik

UiNU;y = (An\Xl)ﬂ(An\Xg) :An\Xl U Xo.

Z tvrdenia 1.13 v kapitole o varietach a idedoch (vid aj dosledok tohto tvrdenia) vieme,
7ze X1 U Xo je algebraicka varieta, a teda U; N Us je otvorena mnozina.

(4) Nech {U; }ie7 st otvorené mnoziny, ¢ize pre vSetky i € Z plati U; = A™\ X;, kde
X, su algebraické variety. Pre zjednotenie mame

Uiez Ui = Uiez(An \ Xi) =A" \ (ﬂieI Xi)~
Bod a € A" zrejme patri prieniku (1,7 X; prave vtedy, ked f(a) = 0 pre vietky f €
Uiez Lis teda (U;ez 1i) je idedl popisujici algebraickii varietu X = (1,7 X;, a teda
A"\ (Niez Xi) = A"\ V(Uiez L)
17
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je naozaj otvorena mnozina.
PopiSeme si teraz tito topoldégiu na afinnej priamke a v afinnej rovine.

1.1. Zariskiho topolégia na Al(k). Algebraicka varieta v A'(k) je mnozina spo-
loénych rieseni niekolkych polynomickych rovnic: X = V(f1,..., fr), fi € klz]. Kedze
vsak je k[x] okruhom hlavnych ideédlov, urcite existuje f € k[x] tak, ze (f1,..., fr) = (f),
a teda X = V(f). Mame len dva zasadne rozne pripady:

(a) Nech f je nulovy polyném, vtedy méame, ze X = V(0) = Al.
(b) Nech f nie je nulovy polyném, vtedy V(f) je konecna (mozno i prazdna) pod-
mnozina Al

Vidime, Ze vietky neprizdne otvorené mnoziny v Zariskiho topolégii na A! st dopl-
nky konecnych mnozin.

1.2. Zariskiho topolégia na A?(k). Popisat otvorené mnoziny v afinnej rovine
je v porovnani s priamkou omnoho komplikovanejSie. Musime najprv trochu studovat
polynémy v k[z,y]. V k[x,y] hlavny idedl zodpovedd rovinnej algebraicej krivke. Okruh
klz,y] vsak uz nie je okruhom hlavnych idedlov, preto musime preskimat dokladnejsie
pripad, ked je idedl generovany viacerymi polyndémami.

LEMA 1.3. Nech f,g € k[z,y], f,g # 0, nech f je ireducibilng a nech g nie je delitelns
polynomom f. Potom f a g maji len konecne vela spolocnych koreriov.

Dékaz. Nech f obsahuje premennt z, t.j. f ¢ k[y]. Polynémy f a g mézme chapat ako
prvky k(y)[z], teda ako polynémy jednej premennej nad polom k(y) vSetkych racionél-
nych funkcii nad k.

Plati, Ze f je ireducibilny aj v k(y)[z]: sporom predpokladajme, 7e naopak f = fi fa,
kde fi,f2 € k(y)[z], degfi > 1, degfo > 1 (mysli sa stupeii v z). Po vynasobeni
rovnosti najmensim spolo¢nym nasobkom menovatelov d dostaneme rovnost polynémov
v klz,y]: df = fifs, kde d € k[y], 1 < deg, f1 < deg, f, 1 < deg, fo < deg, f. Kedze f
je ireducibilny, musi platit f|fi alebo f|f2, ¢o je vzhladom na stupne tychto polynémov
pri « spor.

Dalej rovnakym sposobom ukazeme, Ze g nie je delitelny polynémom f ani v k(y)[z]
(dua).

Polynémy f a g st preto aj v k(y)[z] nestdelitelné. Kedze k(y)[z]| je euklidovsky
okruh, z Euklidovho algoritmu dostaneme vyjadrenie pf 4+ gg = 1, kde p,q € k(y)[z].
Znovu po vynasobeni rovnosti najmensim spoloé¢nym niasobkom menovatelov mame rov-
nost polynémov

pf+ag=d,
kde p,q € klz,y] a d € k[y]. Ak (a1,a2) je spolo¢ny koren f a g, potom as je koreiom
polynému d. Teda mame len konecne vela moznosti, akil hodnotu moéze nadobidat druha
sturadnica spolo¢ného korena.

Tak isto ukazeme, Ze existuje len kone¢ne vela moznosti pre hodnotu prvej siradnice
spolo¢ného korena, ¢im je tvdrenie lemy dokdzané. O

TVRDENIE 1.4. Nech f,g € klz,y] si (nenulové) nesidelitelné polyndmy. Potom
V(f,9) =V(f)NV(g) je konecnd mnoZina.

Dékaz. Nech f = fi* ... f¢" je ireducibilny rozklad polynému f. Zrejme
VIO =V ) =V(fi-.. fr)=V(fi)U---UV(f).

Teraz uz len staci aplikovat predchadzajicu lemu na dvojice f;,g prei=1,...,7. (|
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Teraz si uz moézme popisat Zariskiho topolégiu na A2(k). Algebraicka varieta v A%(k)

je mnozina definovand niekolkymi polynémami: X = V(f1,..., fr), fi € k[z,y].
(a) Ak vSetky f; st konstanty 0, potom X = V(0) = A2
(b) Nech fi,..., f; nie si nulové polynémy. Mézme potom predpokladat, ze zia-

den z polynémov nie je nulovy (po vynechani nulového polynému sa varieta
nezmeni). Predpokladajme, Ze tieto polynémy si nestdelitelné. Potom podla
Tvrdenia 1.4 existuje len konecéne vela bodov (a1, as) takych, ze fi(ai,as) =
- = fr(ay,a2) = 0, ¢ize varieta X pozostava z kone¢ného (mozno aj nulového)
poctu bodov.

(¢) Nech d € k[z] je najvacsi spolocény delitel polynémov fi,..., fr, stupen d >
0. Potom mame polynémy f1,..., f| také, ze f1 = dff,..., fr = df}, pricom
nsd(f1,..., fl) = 1. Skimajme ideél generovany polynémami f1,..., f:

(fi,-- fr) = (dfy, ... df)) = (d)(f1, -, f}).

Preto X = X1UXy, kde X1 =V(d) a Xo = V(f{,..., f}). Varieta X je rovinnd
krivka a varieta X9 pozostdava z kone¢ného poctu bodov (vid pripad (b)).

PozNAMKA 1.5. Tak ako vidno v pripade A! a A2 aj v A" plati, Ze neprizdne
otvorené mnoziny v Zariskiho topolégii si velmi velké. Dokonca plati, ze kazdé dve
neprazdne otvorené mnoziny maji neprazdny prienik. Inymi slovami, Zariskiho topologia
nie je Hausdorffovska.

PozNAMKA 1.6. Zariskiho topoldgia je “najhrubsia” topoldgia (t.j. obsahuje najme-
nej otvorenych mnozin), v ktorej si polynomické funkcie spojité (vid Tvrdenie 1.15 v
kapitole o varietach a ideédloch).

2. Rozklad variety na ireducibilné komponenty

Zariskiho topologiu mézme definovat aj na algebraickej variete, ide o tzv. indukovani
topoldgiu. V tejto topoldgii je mnozina U C X (C A™) je otvorend, ak U = U’ N X, kde
U’ je otvorend mnozina v A™. Uzavreté mnoziny na variete X su teda jej podvariety.
Takze kazdu afinnt algebraickd varietu mdézme vnimat ako topologicky priestor.

DEFINfCIA 2.1. Algebraickd varieta X sa nazyva reducibilnd, ak existuju algebraické
variety X1, Xo také, ze X7, Xo C X a Xj U Xy = X. V opacnom pripade sa varieta X
nazyva ireducibilnou.

Definiciu reducibilnej a ireducibilnej variety je mozné jednoducho prelozit do jazyka
topologie:

DEFINfCIA 2.2. Hovorime, Ze topologicky priestor X je reducibilny, ak existuju
X1, Xy € X uzavreté také, ze X = X; U Xa. V opacnom pripade sa priestor X na-
zyva treducibilym.

DEFINicIA 2.3. Hovorime, Ze topologicky priestor X je nestvisly, ak existuja X, Xo C
X uzavreté také, ze X1 N Xy = 0 a X = X; U Xs. V opa¢nom pripade sa priestor X
nazyva suvislgm.

Ina charakterizacia nesivislého topologického priestoru je, ze ide o priestor, ktory
sa da napisat ako zjednotenie dvoch neprazdnych disjunktnych otvorenych mnozin. Je
uzitoéné si uvedomit, Ze ide o ekvivalentné charakterizécie: aby mnoziny X, Xo spliali
podmienky Definicie 2.3, musia byt obe sicCasne uzavreté aj otvorené.
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PozZNAMKA 2.4. V topoldgii ste sa zrejme uz stretli s pojmom sivislého/nesivislého
topologického priestoru, no mozno uz nie s pojmom reducibilného/ireducibilného. Pre
ireducibilitu ste mozno nemali dostato¢ne zaujimavy model. Skutocne, ak by sme na
A™(R) ¢i A"(C) (n > 1) uvazovali Standardni euklidovsku topoldgiu, pojem reducibi-
lity je dost nezaujimavy: afinny priestor je reducibilny, stac¢i ho lubovolnou nadrovinou
rozdelif na dva polpriestory a ku kazdému pridat i hranicu. Toto vSak nie je pripad
Zariskiho topologie, ako ¢oskoro uvidime.

Zjavne ireducibilny priestor je aj suvisly. Naopak to platit nemusi.

PRIKLAD 2.5.

o X = V(22—y?) C A? je stivisly reducibilny priestor: X = V (z—y)UV (z+y), kde
obe podmnoziny V(z —y) aj V(z + y) st ireducibilné. (Désledné dokazovanie,
ze varieta je ireducibilnd, zvladneme coskoro.)

o X =V(z—ay,y —y?) C A3 je nestivisly reducibilny priestor.

e X =V(zy,yz) C A3 je stvisly reducibilny priestor. V&imnime si, Ze na strane
variet plati V(zy,yz) = V(z,2) U V(y), a na strane idedlov zas (zy,yz) =
(@, 2) N (y).

e V Specidlnom pripade, ked X je konecnd mnozina, tak ako topologicky priestor
je X ireducibilnd prave vtedy, ked je suvisla.

o X =V (y? — 23 — 1) C A? je suvisly ireducibilny priestor.

VETA 2.6. KaZdd afinnd algebraickd varieta je zjednotenim konecného poctu iredu-
cibilngch variet.

Doékaz. Nech X je varieta, pre ktort tvrdenie vety neplati. Teda X sa da napisat ako
X7 U X], pricom tvrdenie neplati pre niektort z tychto podvariet, nech je to X;. Potom
aj X1 sa d4 napisat ako Xy U X/, kde zas pre niektori z podvariet tvrdenie neplati.
Takto dostdvame nekonecnii postupnost variet

XOX12Xe2....
Tejto postupnosti zodpoveda postupnost idedlov
I(X) € I(X)) € I(X2) S ...
¢o je ale v spore s faktom, ze k[x1,...,z,] je noetherovsky okruh. O
DEFINfCIA 2.7. Rozklad variety X na ireducibilné podvariety
(3) X=X1UXoU---UX,

sa nazyva iredundantng alebo neskratitelng, minimdlny, ak pre Ziadne ,j, i # j ne-
plati X; C X;. V takomto rozklade potom nazyvame jednotlivé ireducibilné podvariety
komponentami variety X.

Inymi slovami, rozklad variety je neskrétitelny, ak ziadnu podvarietu nemozeme zo
zépisu (3) vynechat.

VETA 2.8. Iredundantny rozklad variety na konecné zjednotenie ireducibilnych pod-
variet je jednoznacny.
Dékaz. Nech X = X; UXoU---UX, atiez X = X{U X, U---U X/ st neskrititelné
rozklady variety V. Plati

S
X;=X;NnX=X;n(Xjuxyu---uX)) = J&x;nx).
i=1
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Kedze X; je ireducibilng, tak X; = (X; N X/) pre nejaké i, a teda X; C X/. Podobne
ukdzeme, ze X] C X; pre nejaké . Odtial potom X; C X;. Z neskratitelnosti rozkladu
potom méme X; = X; a teda aj X; = X;. Takto ukdzeme pre kazdi komponentu, zZe sa
nachddza v oboch rozkladoch. Odtial potom uz vyplyva tvrdenie vety. O

Teraz chceme sktimat, ako sa reducibilnost ¢i ireducibilnost algebraickej variety od-
razi na strane ideédlov.

Pripomenime, ze idedl I C R v okruhu R sa nazyva prvoidedlom, ak pre vsetky
f,9 € R také, ze fg € R plati, ze f € R alebo g € R.

PRIKLAD 2.9. V okruhu Z je (p) prvoidedlom préave vtedy, ked je p prvocislo.

PRIKLAD 2.10. V okruhu C[z] mame:
e (22 — 1) nie je prvoidedl,
e (r — 1) je prvoidedl.

TVRDENIE 2.11. V okruhu k[z1, 22, ..., 2] je (f) prvoidedlom prdve vtedy, ked je f
ireductbilngm polynomom.

Dékaz. Nech f nie je ireducibilny: f = fi fo, deg fi > 1. Vtedy fif2 € (f), ale f1 ¢ (f),
fo & (f): keby platilo fi € (f), teda fi = gf pre nejaké g € klxy,x2,...,z,]. Vtedy
fi=gf =gfife = (9f2)f1, teda gfs je konstanta, ¢o vSak nie je mozné, lebo deg fo > 1.
Nech f je ireducibilny a nech f1 fo € (f), teda fi fo = hf pre nejaké h € k[z1,z2, ..., xy).
Z ireducibility f potom ale mame, ze f | fi alebo f | fa, Co ale znamend, ze f1 € (f)
alebo fo € (f), teda (f) je prvoideal. O

TVRDENIE 2.12. Nech X C A™(k) Nasledovné tvrdenia su ekvivalentné:
(i) X je ireducibilnd varieta.

(if) I(X) je prvoidedl.

(iii) k[z1,...,2,)/I1(X) je oborom integrity (okruhom bez delitelov nuly).

Dokaz. (i)=(ii) Nech X je ireducibilna varieta a nech fg € I(X). Oznacme
X;=XnV(f) a Xy=XnV(g).

Potom zrejme X7 U X9 C X. Tiez plati, ze X C X; U Xg lebo fg € I(X): kedze
(fg)(a) = 0 pre a € X, tak plati f(a) = 0 (a teda a € X;) alebo g(a) = 0 (a teda
a € X3). Dalej z faktu, ze X je ireducibilné, musi platit, ze X = X; alebo X = X»; nech
X =X1 =XnNnV(f), teda X C V(f), odtial f € I(X), a teda I(X) je prvoideal.

(ii)=(i) Nech I(X) je prvoidedl a nech X = X; U Xs. Nech X; # X, teda existuje
felI(Xy), f¢I(X). Nech g € I(X3) je Iubovolny. Potom fg € I(X) a teda f € I(X)
alebo g € I(X), ¢ize g € I(X). Takze I(X) = I(X2) a preto X = Xo, ¢ize X je
ireducibilna.

(iii) je v podstate len preformulovanim tvrdenia (ii): Nech (X)) nie je prvoidedl, t.j.
existuju f, g také, ze f ¢ I[(X),g ¢ I(X) a fg € I(X). Potom f,g chdpané ako prvky
k[X] st nenulové, a s nulovym sic¢inom. Naopak, nech f,g € k[X] si delitele nuly, t.j.
frg¢ I1(X)a fgeI(X), o vsak znamend, ze I(X) nie je prvoideal. O

PRIKLAD 2.13. Pre ireducibilné variety v Priklade 2.5 teraz uz vieme ukézat, Ze
su naozaj ireducibilné. Podobne o redicibilnych varietdch, ze komponenty v rozklade st
naozaj ireducibilné.

PRIKLAD 2.14. Afinny priestor A” je ireducibilny. Pre A' a A? to vypljva uz z nasej
znalosti Zariskiho topolégie. VSeobecne pre A" z faktu, ze I(A™) = (0), a vieme, Ze (0)
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je prvoidedl. Ekvivalentne (vid Tvrdenie 2.12):
Elxi,...,zp]/I(A") = k[x1,...,2,]/(0) = k[z1, ..., 2]
nema delitele nuly.

PRIKLAD 2.15. Prienik ireducibilnych variet nemusi byt ireducibilné varieta. Teda
ireducibilné polynémy nemusia urcovat ireducibilni varietu: V (zy— 22, 2) je reducibilna.



