KAPITOLA 4

Grobnerove bazy

1. Usporiadanie monémov

Pracujeme v okruhu polynémov k[zi,...,x,]. Pripomefime si oznacenie: ak a €
(No)™, ¢ize a = (a1, . .., ) kde a; € Ny, potom z® oznacuje moném
wa:x?l mg"

DEFINiCIA 1.1. Reldciu > budeme nazyvat usporiadanie monémov, ak

e > je linedrne usporiadanie monémov (méa vlastnost trichotémie),
e > je kompatibilné s ndsobenim (ak z¢ > z8 potom z%zY > 2Pz pre lubovolné

a, 57 v E (NO)n)v

e > je dobré usporiadanie (kazd4 mnozina monémov mé najmensi prvok).

Bude uzitocéné si uvedomit, ze podmienka, aby usporiadanie bolo dobré, je ekviva-
lentnd podmienke, ze kazda klesajica postupnost monémov

(4) 2>zl >0 > ..

je konecna. Naozaj, majme klesajicu postupnost monémov (4). Ak této postupnost je
nekone¢nd, potom mnozina {z, % 27, ...} nema najmensi prvok, ¢ize usporiadanie >
nie je dobré. Opacne, nech usporiadanie > nie je dobré, ¢ize existuje mnozina M =
{x“}aeq, ktord nemd najmensi prvok, teda pre kazdy prvok z® € M (a € A) existuje
v M prvok z* (o/ € A), ktory je od neho mensi. Takto sme ale zostrojili nekone¢ni
klesajicu postupnost.

Uvedieme si teraz najdodlezitejsie priklady usporiadani monémov.

Lexikografické usporiadanie. Pre monémy 2%, 2° (o = (a1, ..., o), 8= (B1,...,Bn) €
(No)™) plati, ze £® >, 2°, ak pre prvy index i taky, ze oy # f3;, plati oy > ;. Tiez inak
povedané, prvé nenulové ¢islo v o — 8 = (a1 — B1,...,an — By) je kladné.

PRIKLAD 1.2. V lexikografickom usporiadani méme

T1 Zlex T2 Zlex T3 Zlex - - -

3 100
T1 Zlex To lex T2XL3 Zlex T3

TVRDENIE 1.3. Lezikografické usporiadanie je usporiadanie mondomov.

Dékaz. Kazdé dva rézne monémy vieme porovnat: ak z® # xf, ¢ize a # B, potom
existuje i € {1,...,n} také, ze a; # B;, a o poradi tychto dvoch monémov rozhodneme
podla prvého takého exponentu.

Nech teraz z® >, 2, teda existuje také i, ze oy > [, a pre vietky j < i plati
a; = (. Potom plati aj o; +v; = B +vj pre j <4, a a; +7; > B; + 74, €o je presne
podmienka pre %z >, 2027,

Pre vlastnost dobrého usporiadania, nech {z%},c4 je Iubovolnd mnozina monémov,
ukdzeme, ze ma najmensi prvok. Nech My = {2%},c4 je celd mnozina, a nech

M; = {z% € M;_1 | @; je minimélne vyskytujice sa v monémoch v M;_1}, j=1,...,n.
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32 4. GROBNEROVE BAZY

Pre kazdt mnozinu M; potom plati, Ze vSetky jej prvky st mensie ako fubovolny prvok
z Mj_1\Mj, a teda aj Iubovolny prvok z M\ M;. Navyse plati, ze M,, obsahuje jediny
monoém, ¢ize sme nasli najmensi prvok mnoziny M. O

Graduované lexikografické usporiadanie. Pre monémy =2, z” plati, ze 2 > glex P,
ak degz® > degz”®, alebo ak degz® = dega® a 2% >, zP.

Graduované reverzné lexikografické usporiadanie. Pre monémy z®, z” plati, 7e
T > greviex P, ak degz® > deg 28, alebo ak degz® = deg 28 a x® <oy 2P

PRIKLAD 1.4. V graduovanych usporiadaniach mame

2.2 7 2.2 7
10525 <glex Tox3 T12923 <greviex T2T3,
2.2 4 2.2 4
T1T5X3 > glex ToX3 T12923 <greviex ToT3,
DErINiciA 1.5. Majme v k[z1,...,x,] zvolené usporiadanie monémov a uvazujme

polyném

f= anxo‘ € klx, ..., xp].

Vedici moném polynému f (oznacovat ho budeme LM(f)) je najvacsi taky moném
x®, pre ktory ¢, # 0. Clen coz® sa potom nazyva vedici ¢len (oznacovany LT(f)) a
koeficient ¢, zas vedici koeficient polynému f (oznacovany LC(f)).

PRIKLAD 1.6. Majme polyném f = 5x129+725+19217 € k[z1, 72, v3]. Ak uvazujeme
lexikografické usporiadanie, tak vedicim ¢lenom je bxixo. Ak by sme vsak uvazovali
niektoré z graduovanych usporiadani, tak vedicim ¢lenom je 19x§7.

2. Algoritmus delenia

Uvedieme si teraz algoritmus delenia polynému kone¢nou mnozinou polynémov v
okruhu s viacerymi premennymi. Nasou motivaciou je pre dany polyném g a polynémy
fi,..., fr zistit, ¢i g patri idedlu, ktory je generovany polynémami fi, ..., fir. Budeme sa
snazit polyném g zredukovat pomocou fi,..., fr na ¢o najjednoduchsi tvar, a nasledne
rozhodnut tento problém. Algoritmus by mohol vyzerat takto:

VSTUP: polyném g a polynémy fi,..., fx z k[z1,...,2z,] so zvolenym usporiadanim
monémov.
VYsTUP: polyném r taky, ze g = > h;f; + r, kde r = 0 alebo LM(f;)  LM(r) V ;.
ALGORIMUS:
e inicializacia: gy := g.
e iterdcia (cez i): Ak g; = 0, potom r := 0, a ukonc¢i delenie.
Ak pre nejaké j plati, ze LM(f;) | LM(g;), tak

giv1 = gi — (LT (g:) /LT(f5)) ;-
Inak (vedici moném ziadneho polynému spomedzi fi,. .., fi nedeli vedici ko-
eficient g;) 7 := g;, ukonci delenie.

PRIKLAD 2.1. Predvedme algoritmus delenia pre f; = zy+1, fo = y+1ag = zy’>+1.
Uvazujeme k[x,y] s lexikografickym usporiadanim.
® Jgo=9,
*g1=g9 —yh=-y+1,
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° gzzgl+f2:2.
Nie je to ale jediny mozny postup: mohli by sme hned na zaciatku zacat redukovat
polyném g polynémom fy (vyskusajte si to!).

TVRDENIE 2.2. Vipocet pomocou algoritmu delenia skonci po konecnom pocte krokov.
Navyse, ak g; = 0 pre nejaké i, potom g € (f1,..., fr).

Dokaz. Skimajme vediice monémy polynémov g;. Pri konstrukcii polynému g;11 sa ve-
dici ¢len g; vykrati s vedicim ¢lenom polynému (LT(g;)/LT(f;))f; a namiesto neho
pribudni ostatné ¢leny tohoto polynému. Z kompatibility usporiadania monémov s na-
sobenim vsak vidime, Ze tieto nové monémy uz budii mensie (v nasom zvolenom uspo-
riadani), preto LM(g;+1) < LM(g;). Takze mdme klesajiicu postupnost monémov

LM(go) = LM(g) > LM(g1) > LM(gs) > ...

7Z vlastnosti dobrého usporiadania vyplyva, ze tato postupnost je konecna, ¢ize sa po-
cas vypoctu vykond len konecne vela redukcii. Na konci ndm ostane bud g; = 0 alebo
také nenulové g;, ktorého vedtci koeficient nie je delitelny vedicim koeficientom ziad-
neho f;. V prvom pripade spatnym dosadzovanim (ako v pripade Euklidovho algoritmu)
dostavame

g=hifi+-+hife,

teda vidime, ze g € (f1,..., fx)- O

Bohuzial to, ze deliacim algoritmom sa ndm podari g zredukovat na 0, je len po-
staCujlca, a nie aj nutnd podmienka pre g € (fi,..., fx), ako uvidime v nasledujticich
prikladoch.

PRIKLAD 2.3. Nech fi = zy + 1, fo = y?> — 1 a g = xy? — x, uvazujme lexikografické
usporiadanie. Delme dvoma spdsobmi, pricom volime vzdy iné poradie polynémov, kto-
rymi redukujeme g. Jednym sposobom tak dostaneme vysledok —z —y, druhym sa nam
podari zredukovat g na 0. Teda g € (f1, f2).

PRIKLAD 2.4. V domadcej tlohe ste si overili, ze
(z=1(x=3),(z=1)(y—4),(y—2)(z=3),(y —2)(y —4)) = (e = )(z = 3),z —y+1).
Nasim algoritmom delenia sa ndm vsak podari ukézat iba o polynéme (x —1)(z — 3), ze
patri do oboch idedlov.

3. Monomialne idealy

DEFINiciA 3.1. Idedl J C k[x1,...,x,] sa nazyva monomidlny, ak je generovany
nejakou (nie nutne koneénou) mnozinou monémov.

TVRDENIE 3.2. Nech J = (2° | B € B) je monomidiny idedl. Potom kaZdyj moném v
J je delitelng niektorym z generdtorov xP.

Dékaz. (Ide viac o uvedomovacie cvi¢enie nez o nejaké pocitanie.)
Kedze 2 € J, kde J = (2% | B € B), existujii polynémy hy, ..., hy také, Ze

k/
% = Zhixﬁi, Bi € B.
=1
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Kazdy z polynémov h; rozdelme na sicet jednotlivych élenov, mame teda rovnost
k
;UOé:Zmixﬁi’ ﬁiEBa
i=1

kde m; s len konstantné nasobky mondémov. Je zrejmé, ze moném z® z lavej strany
rovnosti sa musi nachadzat spolu s nejakymi nenulovymi koeficientami aj na pravej

strane; nech milxﬁil RN 2% s1 vietky tieto vyskyty, ¢ize mame, ze
l
¢ = E mijxﬁij,
j=1
2 | z%. O

TVRDENIE 3.3. Nech J je monomidlny idedl a f =) cqx® € J. Potom kazdy clen
Ccax® € J.

Dékaz. (Velmi podobny dékazu Tvrdenia 3.2) Nech f € J, a preto

k
anma = Zmix'gi, Bi € B,
i=1

kde m; st polynémy pozostavajice len z jedného ¢lena. Kazdy z monémov pri nenulovom
koeficiente na lavej strane rovnosti (t.j. kazdé z%, pre ktoré ¢, # 0) sa musi nachddzat
spolu s nejakymi nenulovymi koeficientami aj na pravej strane; nech milwﬂil sy MY, Bl
su vsetky tieto vyskyty, ¢ize mame, ze

l
Cox® = E mijwﬁij,
j=1

a teda cox® € J. O
DOSLEDOK. Monomidlny idedl je generovany konecnou mmnozinou mondémov.

Dokaz. Nech J je monomidlny idedl. Z Hilbertovej vety o baze vieme, ze idedl J je
koneéne generovany, t.j. existuja fi,...,fr € klxi,...,zn], 2 J = (f1,..., fx). Nech
{%}aca je mnozina vsetkych monémov, ktoré sa vyskytuju v fi,..., fr s nenulovym
koeficientom, teda je to koneénd mnozina. Potom J = (z® | @ € A). Jedna inklizia je
zrejma z vlastnosti idedlov, druha vyplyva z Tvrdenia 3.3, pretoze J je monomialny. [

7 uvedenych vlastnosti vyplyva, ze monomialne idealy st vypoctovo velmi jedno-
duché: vieme Tahko rozhodntt, ¢i nejaky polyném patri danému monomidlnemu idealu,
lebo algoritmus delenia nam v tomto pripade dé vzdy spravnu odpoved, staci redukovat
mondémami, ktoré generuju ideal: ak g € J, J monomidlny, potom podla Tvrdenia 3.3
kazdy ¢len polynému g parti do J, $pecidlne, LT(g) € J. Z Tvrdenia 3.2 potom vidime,
ze LT(g) je delitelny niektorym generdtorom, a teda g mézme redukovat, az dostaneme
gi = 0 pre nejaké q.

Tiez pre monomialny ideal vieme Tahko najst prislusni algebraickt varietu:

PRIKLAD 3.4. V A3 je V(xy,yz,x2) zjednotenim stiradnicovych osi. Algebraické
varieta V(zz,yz) je zas zjednotenim suradnicovej roviny z = 0 a z-osi.

DEriNiciA 3.5. V k[z1,...,2,] majme zvolené usporiadanie monémov. Nech I C
klx1,...,xy,] je idedl. Idedl vedicich ¢lenov idedlu I je

LT(I) = (LT(f) [ f € I).
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DEFINiCIA 3.6. V k[z1,...,2,] majme zvolené usporiadanie monémov a nech I C
klx1,...,zy] je idedl. Grébnerova bdza idedlu I je mnozina polynémov
{fi.....fut CI

takd, ze LT(I) = (LT(f1),...,LT(fx)).

Je zrejmé, ze ak {f1,..., fr} je Grobnerova baza idedlu I, potom (f1,..., fr) C I,
ale zatial nie je jasné, ¢i tieto dva idedly sa rovnaju, t.j. ¢i Grobnerova baza generuje
cely ideal I.

VETA 3.7. Vk[xy,...,x,] majme zvolené usporiadanie mondmov. Nech I C klz1,. .., xy]
je idedl a nech {fi,..., fx} je jeho Grébnerova biza. Potom algoritmom delenia, ked re-
dukujeme polynomamsi f1,..., fr, vieme vZdy sprdvne rozhodnit, ¢i dany polynom patri
1. Presnejsie, ak g € I, tak delenim polynomami f1, ..., fr zredukujeme g na 0.

DOSLEDOK. Grébnerova bdza idedlu je jeho mnoZinou generdtorov.

Dokaz. Vieme, ze ak {f1,..., fr} je Grobnerova baza idedlu I, potom (f1,..., fr) C I.
Nech teraz g € I. Podla Vety 3.7 algoritmus delenia tento polyném zredukuje do 0 a
preto podla Tvrdenia 2.2 g € (f1,..., fx)- O

Dokaz Vety 3.7. Nech g € I. Pri aplikovani deliaceho algoritmu vypocitame g; ako
g1 = go —mfj, kde m je podiel veducich ¢lenov gg a f;. KedZe go = g € I, potom zrejme
aj g1 € I. Indukciou takto dostavame, ze g; € I pre vsetky g; v priebehu vypoctu.
Predpokladajme, ze v algoritme dospejeme k takému g;, ze g; # 0, ale g; sa uz neda
redukovat dalej. Ze sa neda redukovat znamend, ze vedici ¢len g; uz nie je delitelny
vedicim ¢lenom ziadneho z polynémov fi, ..., fr. Podla Tvrdenia 3.2 to znamena, ze

LT(g:) ¢ (LT(f1,),---,LT(fx))-

Avsak toto je ideal vedicich clenov idedlu I, a preto potom g; ¢ I, ¢o je spor. Polyném
g sa preto v kazdom kroku algoritmu dé redukovat, az kym nezostane 0. 0

PRIKLAD 3.8. Nech f; = 22 —4x+3, fo = v —y+1 € k[z, y], uvazujme lexikografické
usporiadanie. Zoberme idedl dvojbodovej algebraickej variety I = (f1, fo) C k[z,y]. Uz
v Priklade 2.4 sme sa presvedcili, ze pomocou tychto dvoch generatorov nie je mozné
deliacim algoritmom zredukovat kazdy polyném idedlu I na nulu. Z Vety 3.7 potom uz
vyplyva, ze {f1, f2} nie je Grobnerova béaza idedlu I. Bude ale poucné tento fakt overit
aj priamo pomocou definicie Grébnerovej bazy.

Ideal generovany vedicimi ¢lenmi nasich generatorov je

(LT(f1), LT(f2)) = (%, 2) = (2).

Polyném g = (y—2)(y—4) = y? —6y+8 patri idedlu I, lebo g = f1+(—x—y+5)f2. Jeho
vedici ¢len je LT(g) = y? a zrejme y? ¢ (x), teda mame, ze LT(I) # (LT(f1), LT(f2)),
a preto podla definicie {f1, fo} nie je Grébnerovou bézou.

PRIKLAD 3.9. Nech I C k[x1,...,x,] je hlavny idedl, teda I = (f), f € klx1,...,zy).
Kazdy polyném g € I je ndsobkom polynému f, t.j. ¢ = hf pre nejaké h € klz1,...,xy).
Kedze akékolvek usporiadanie monémov je kompatibilné s nasobenim, plati LT (g) =
LT(h)LT(f),atedaLT(g) € (LT(f)). V tomto pripade teda mame, ze LT(I) = (LT(f)),
preto generator hlavného idedlu je aj jeho Grobnerovou béazou vzhladom na ktorékolvek
usporiadanie monémov.
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PRIKLAD 3.10. Majme idedl I = (y— 22,z —23) C R[z, y, 2], uvazujme lexikografické
usporiadanie také, ze z > y > x. Ukdzeme, ze {y — 22, 2 — 23} je Grobnerova baza idealu
I

Plati, ze (LT(y — 22),LT(z — 23)) = (y, 2). Nech g je nenulovy polyném taky, ze
LT(g) ¢ (y,z). Z lexikografického usporiadania dostavame, ze g neobsahuje premenni
y ani z, teda g je polyném iba v premennej x: ¢ = 2" + ap_12" ' + -+ + ag. Ak by
platilo, ze g € I, znamenalo by to (g) C I, a teda V(I) C V(g). Mnozina V(I) je krivka
(t,t2,1%), mnozina V (g) je zas zjednotenim rovin (x — b;), kde b; st rieSenia polynému
g. Kedze vsak pole R je nekonecné, vidime, ze V(I) ¢ V(g): nech a € R je také, ze
g(a) # 0, potom (a,a?,a®) € V(I), ale (a,a?,a®) ¢ V(g).

4. Vypocet Grobnerovej bazy

Videli, ze overovat z definicie, ¢i dand mnozina polynémov tvori Grébnerovu bazu
idealu, ktory generuje, si v kazdom konkrétnom priklade vyzaduje dost invencie. Uve-
dieme si teraz kritérium, pomocou ktorého budeme moct takyto test urobit pre kazdua
zadani mnozinu generatorov. Jeho zédkladnd myslienka je ilustrovana nasledovnym pri-

kladom.

PRIKLAD 4.1. Uvazujme f; = zy?+x+1, fo = 2%y —1 € k[z, y], usporiadanie lexiko-
grafické. Ak chceme zistit, ¢i {f1, fo} je Grobnerova béza idedlu I = (f1, f2), snazime sa
najprv najst polyném g € I taky, aby LT(g) ¢ (LT(f1),LT(f2)) = (232, #%y). Skiisme
vytvorit taki kombinaciu fi a fa, aby sa vedice ¢leny oboch polynémov navzijom eli-
minovali:

gi=zfi—yfo=a(@y’ +z+1)—y@’y—1) =2 +z+y.
Plati, ze
LT(g) = 2* ¢ (2”y,zy°),

a teda nejde o Grobnerovu bazu.

DEFINicIA 4.2. Nech 2%, 2% € k[zy,...,2,] st monémy. Najmensim spolocngm nd-
sobkom monémov x, 27 nazyvame moném x € k[x1, ..., z,], kde v; = max{a;, B;}.

DEFINICIA 4.3. S-polyndmom polynémov f,g € klx1,...,x,] nazgvame polyném

z” x7
= f - 9,
LT(f)" LT(g)

kde z7 je najmensi spolo¢ny nasobok monémov LM(f), LM(g).

S(f,9)

PRIKLAD 4.4. Nech f = 2%y% — 22y + 2, g = 3z%y + y?. Najmensim spoloénym
nasobkom vedicich monémov je z%y?. Teda

4,2 4,2 3
Y Ty ) 3,3 2 Y
S ) = - =] ——-g=—x + 7 — =.
(f,9) x3y2f 3019 f=39 y 3
VETA 4.5 (Buchbergerovo kritérium). V okruhu k[xy, ..., z,] so zvolengm uspo-
riadanim mondmov majme polynomy fi,..., fr. Tieto polynomy tvoria Gréobnerovu bdzu

idedlu (fi1,. .., fx) prave vtedy, ked algoritmus delenia (polynémami f1,..., fi) redukuje
kazdy S-polynom S(fi, f;) (i,5 =1,...,k) do nuly.

Dokaz. 7 Vety 3.7 vyplyva, ze ak {fi1,..., fr} je Grobnerova baza, tak kazdy S-polyném
je algoritmom delenia zredukovany do nuly, lebo S(f;, f;) € (f1,. .., fx) pre vSetky i, j.
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Pre opa¢ni implikaciu nech sa vsetky S-polynémy algoritmom delenia zredukuja

do 0. Predpokladajme, ze {fi,..., fx} nie je Grobnerova baza, teda existuje polyném
g€ (fl?'-'afk) taky7 ze

(5) LT(g) ¢ (LT(f1),..-,LT(fk))-

Nech

(6) g=gfr+ - +afk

je reprezentdcia polynému ¢ pomocou generatorov idedlu, ktord spliia nasledovné pod-
mienky:

(1) 2° = max{LM(g;f;) | i =1,...,k} je minimalny,

(2) pocet takych i, ze LM(g;f;) = 2° je minimélny.
Po vhodnom preusporiadani fi,..., fr m6zme predpokladat, ze

2° = LM(g1f1) = LM(gaf2) = --- =LM(gsfs) a LM(gifi) < 2° pre i > s.

Z (5) vyplyva, ze LM(g) # 2%, teda 2% na pravej strane rovnosti (6) sa musi vykra-
tit, preto existuju aspon dva séitance, ktorych vedici moném je x5, teda LM(g1f1) =
LM(ggfg) = x‘;.

Zoberme si teraz S-polyném S(f1, f2):

. e 7 27
kde z7 je najmensim spoloénym nasobkom monémov LM(f1), LM(f2), a preto 27 | 29.
Kedze tento polyném sa deliacim algoritmom pomocou {fi,..., fr} zredukuje do 0,

spatnym dosadzovanim dostaneme vyjadrenie

k
(®8)  S(fifa) =) hifi, priom LM(hifi)) <LM(S(f1, f2), i=1,...,k
=1

(Rozpiste si to, aby ste si overili tvdenie o vedicich monémoch!) Z (7) a (8) dostdvame
rovnost

x’y

x7 b
LT(fl)fl - LT(f2)f2 - ;hifi =0

Tito rovnost prendsobime monémom z° /x7, vhodnou konstantou a pripoé¢itame k (6).
Takto dostaneme nové vyjadrenie

g=ag1fi+- -+ grfr,

kde LM(ga2f2) < 2%, vediici moném v §; fi nevzrastol a vediice monémy v ostatnych séi-
tancoch ostali mensie ako °, ¢o je spor s minimalitou vo vyjadreni (6). Preto {f1,..., fx}
je Grobnerova baza. O

PRIKLAD 4.6. VyrieSme Priklad 3.10 pomocou Buchbergerovho kritéria. Ideal je
generovany dvoma polynémami, f; =y — 22, fo = z — 23, preto potrebujeme overit len
jeden S-polyném:

S(f1, fa) = 2f1 — yfa = —za® + yz®.
Aplikujme na tento polyném deliaci algoritmus:
e go = S(f1, fo) = —zx? 4+ ya?,
e g1 =go+afp = yx* — 1,
e gp=g1—2°f1 =0.
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DOSLEDOK (Buchbergerov algoritmus). V okruhu klzi,...,z,] so zvolengm
usporiadanim mondmov majme polynomy fi, ..., fr. Grobnerovu bizu idedlu (fi,. .., fi)
ziskame nasledovnym sposobom.:

VsTup: polynémy fi,..., fx z k[z1,...,2s] so zvolengm usporiadanim mondmov.
VYSTUP: Grébnerova biza G idedlu (fi,..., fi)-
ALGORIMUS:

e inicializicia: G := {f1,..., frx}

e iterdcia:

— Prevsetkyi,j =1,...,|G|, i # j nech ri; je zvysok po aplikovani algorimu
delenia na polynom S(fi, f;) (t.j. LT (rij) nie je delitelny Ziadnym vedicim
¢lenom spomedzi polynomov fi,..., fi).

— Ak vsetky r;j = 0, potom G je Grobnerova bdza, koniec algoritmu.

— Inak G := GU{fig|41;- - - fig|+s} Je novd mnoZina generdtorov idedlu, kde
figi+1s -+ -5 figj+s st nenulové rij.

— Opakuj iterdciu pre tuto novd mnoZinu generdtorov.

Dékaz. Z Buchbergerovho kritéria vyplyva, Ze ak sa algoritmus zastavi, na konci do-
staneme Grobnerovu béazu idedlu (f1,..., fi). Treba len ukazat, ze algoritmus naozaj
zastane po konec¢nom pocte krokov.

Ozna¢me G; = {fi,..., fr} (mnozina generatorov), J; = (LM(f1),...,LM(fx))
(idedl generovany vedicimi monémami generatorov). Ak sa niektory z S-polynémov
nedd pomocou Gy zredukovat na 0, znamena to, LT(r;;) ¢ J; pre prislusny S-polyném.
V dalsom kroku algoritmu potom dostavame

GZ = {fb .. '7fkafk+17 cee 7f/€+8} a J2 = (LM(fl)a cee aLM(fk‘)aLM(fk’-i-l)a cee 7LM(fk’+s))>

pricom plati J; € Jo. Ku kazdej iteracii algoritmu teda mézme skonstruovat monomialny
idedl (generovany vedicimi monémami mnoZiny generatorov), pri¢om plati

JCHCJC....

Okruh k[z1,...,x,] je ale noetherovsky (désledok Hilbertovej vety o béze), a preto této
postupnost idedlov musi byt konec¢na. Posledny idedl Jy potom zodpovedd mnozine
generatorov Gy, ktord je uz Grébnerovou bazou idedlu (fi, ..., fi). O

PRIKLAD 4.7. N4jdime Grobnerovu bazu idedlu (22 — y, 2> — 2) v lexikografickom
usporiadani (z >y > z).

Ozna¢me f; = 2 3

_yan =T —Z.
S(fi, fo) =xfr — fo=—ay + 2.

Tento polyném sa neda redukovat pomocou { f1, f2}. Preto ho priddme do mnoziny gene-
ratorov: f3 = —xy + z. Pre dalsiu iterdciu programu méme teraz generatory { f1, fa2, f3}.
S-polyném polynémov fi, fo uz nemusime uvazovat, lebo touto novou mnozinou ge-
neratorov sa uréite dd redukovat do 0 (vyskusajte si to, ak VAm to nie je zrejmél!).
Potrebujeme teraz preskisat

S(fi, f3) = yfi+axfs=zz—y°,
S(fa, f3) = yfo+2’fs = 2%z — yz.
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Polyném S(f1, f3) sa pomocou {f1, f2, f3} nedd redukovat, teda oznacime fy = zz — y.

Polyném S(fa, f3) deliacim algoritmom pomocou {f1, fa, f3} zredukujeme do 0. Nova
mnozina generatorov je {f1, fa, f3, fa}.

V dalsej iteracii zistime, ze okrem S(f2, f1) = y*> — 22 sa nam vsetky S-polynémy
podarf zredukovat, preto novd mnozina generatorov je {f1, f2, f3, f1, fs 1, s f5 = y° — 2°.
V tejto sa uz vietky S-polynémy redukuji, takze Grobnerova baza idealu (22 —y, 23 — 2)

.je {f17f27f3af47f5}'

PozNAMKA 4.8. Ak {f1,..., fr} je Grobnerova baza idedlu I = (fi,..., f;) a ak
f € 1, potom zrejme aj {f1,..., fr, f} je Grobnerova béaza I.

2

ZAVER. Vyriesili sme problém, ktory sme si v tejto kapitole sformulovali: pre dané
polynémy g a f1,..., fx z k[z1,...,x,] vieme rozhodntt, ¢i g € (f1,..., fr):
e Zvolime si usporiadanie monémov (najvhodnejsie je spravidla graduované re-
verzné lexikografické, vtedy je vypocet Grobnerovej bazy najrychlejsi).
e Najdeme Grobnerovu bazu {hy,...,h,} idedlu (f1,..., fx).
e Aplikujeme deliaci algoritmus, kde g redukujeme polynémami hq, ..., h,.
e g€ (f1,...,fr) prave vtedy, ked sa ndm ho podari zredukovat do 0.

5. Systémy pocitacovej algebry (CAS, computer algebra systems)

Grébnerove bazy st velmi uzitoénym nastrojom pri manipulécii s polynémami, no
na druhej strane ich vypocet je velmi pracny. Prirodzene preto si prislusné algoritmy
implementované v Specidlnych tzv. systémoch pocitacovej algebry a neustale optimali-
zované. Medzi tieto systémy patria:

e Komercné:
— Magma, Maple, Mathematica,...
e Volne dostupné:
— Macaulay2 (macaulay2.com, web.macaulay2.com), Specidlne zamerany na
algebraicki geometriu,
— Singular (www.singular.uni-kl.de) - asi sa uz nevyvija (7),
— Sage (www.sagemath.org) - ambiciézny projekt, alternativa k Magme,
— Maxima,

— CoCoa,

6. Grobnerove bazy a eliminacia

Podstatou teodrie eliminacie je snaha zredukovat ststavu rovnic s vela premennymi
na sistavu s menej premennymi. Existuje viacero pristupov k tomuto problému. V tejto
casti si uvedieme pristup pomocou Grébnerovych béz, v nasledujicej cez rezultanty.

PRIKLAD 6.1. Chceme ndjst vSetky rieSenia stustavy rovnic v Clz, y, z|:

P ty+z = 1
x+y2+z =1
r+y+22 = 1,

Cize chceme vymenovat vsetky body algebraickej variety
X=V(@?+y+z—lz+y’+z—Laz+y+22-1).

Postupovat budeme nasledovne:
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(1) Premietneme X na z-os a ndjdeme body tohto priemetu. Algebraicky potre-
bujeme najst polyném f(z), ktorého korene budi presne body priemetu X do
2-08l.

(2) Néjdeme riesenia rovnice f(z) =0 (tzv. ¢iastocné riesenia).

(3) Budeme sa snazit rozsirovat ¢iastofné riesenia na uplné riesenia, teda skisime
postupne dopocitat druhi a prva siradnicu.

S tazkostami sa stretdvame hned pri prvom kroku, pretoze priemet algebraickej va-
riety nemusi byt algebraickd varieta:

PRIKLAD 6.2. Nech X = V(2y — 1) C A% Nech 7 je priemietanie na os y:
m: A2 5 AL (z,9) — .
Potom 7 (X)) pozostava zo vSetkych bodov na y-osi, okrem pociatku (0, 0), ¢o podla nasej
definicie nie je afinnd algebraicka varieta.
7 tohto prikladu vidime, ze ¢o sa tyka popisu priemetu algebraickej variety, najlepsie,
v ¢o mozme dufat, je ndjst rovnice najmensej algebraickej variety, ktora tento priemet
obsahuje.

Ak S C A" je Iubovolnd mnoZina, symbolom S oznacujeme uzdver mnoziny S v
Zariskiho topologii, teda je to najmensia algebraickd varieta obsahujica S.

LEMA 6.3. Nech S C A", potom V(I(S)) = S.
Doékaz. Plati, ze V(I(S)) D S, a odtial potom méme, ze V (I(S)) D S. Navyse plati, Ze
V(I(S)) =V(I(S)), a jednu inkliziu sme ukézali.

Pre opac¢nti inkltziu, zrejme S C S, a kedZe S je algebraicka varieta, tak S = V(J)
pre nejaky ideal J. Z S C V(J) potom mdme V(I(S)) c V(I(V(J))=V(J)=S. O

VETA 6.4 (o projekcii). Nech X C A"(k) je algebraickd varieta a nech J = I(X).
Nech dalej 7 je premietanie

m: A" 5 A" (21, xn) = (Tpg1, - D).
Potom
(X)) =V(JNk[zri1,...,2n]).
Dékaz. Ak f € kl[xy41,...,xy), tak pullback 7* f v tomto pripade znamen4 len tolko, Ze
polyném f uvazujeme ako polyném v okruhu k[zq,..., z,].
Ukézeme najprv inklaziu 7(X) € V(J N k[zy41,...,2s]), z nej uz potom vyplyva
inklazia m(X) C V(J Nk[zr41,...,24)). Nech o' = (ap41,...,ay,) € w(X), Cize existuju
ai,...,a, € k také, ze a = (ay,...,a,) € X. Dalej nech f € JNk[z,11,...,2,]. Potom

fd) = flars1, ... an) = (7" f)(ay,...,a,) = (7" f)(a) = 0,
lebo * f € J, pricom 7* f je ten isty polyném ako f.

Pre dokaz opacnej iklizie V(J N k[zri1,...,2,]) C ©(X) zoberme f € I(n(X)),
ukdzeme, ze f € JNk[xyy1,. .., 2, KedZe f € k[zy41,. .., 2], stadi ukdzat f € J. Plati,
ze f(a') = 0 pre vetky a’ € 7(X), a teda (7* f)(a) = 0 pre vSetky a € X (ako v dokaze
prvej inklazie). Preto 7* f € I(X) = J. Ukézali sme, ze I(w(X)) C J Nk[zr41,...,2n],
a tak

V(JINk[xry1,...,20]) C VI (7(X))) = m(X).
U

V predpokladoch vety sme museli uvazovat idedl I(X) algebraickej variety, nie lu-
bovolny idedl, ktory ju definuje. Ak by sme chceeli oslabit tento predpoklad (teda mali
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by sme nejaky idedl, ktorym je varieta X popisand), potom musime na druhej strane
predpokladat, ze pole k je algebraicky uzavreté. Nasa veta potom vyzera nasledovne:

VETA 6.5 (o projekcii). Nech pole k je algebraicky uzavreté (napr. k = C). Nech
J C kl[z1,...,x,] je idedl, X = V(J) C A™(k) a m: A" — A" je premietanie na
poslednyjch n — r sdradnic. Potom

(X)) =V({INk[zrt1,...,20))-
Dékaz. Nech k je teda algebraicky uzavreté, J C k[xi,...,x,]| je nejaky idedl a X =
V(J) C A™. Overime najprv, ze
VINE@e1, . xn) = /T O[T, ..., 2.
Nech f € VJ N k[z,41,...,2,]. Lahko overime, Ze to je ekvivalentné s tvrdnim f¢ €
JNk[xy41,...,2,] pre nejaké d € N (preverte si detailne obe implikacie!), ¢o je uz zrejme

ekvivalentné s tvrdenim, ze [ € \/J Nk[zri1,..., Ty
Takze mozme pisat

m(X) = VI(X)NE[zri1,...,20]) = VIV () NE[xrst, ..., 20])
= V(VINk[Zrs1, .. an)) = V(I N E[@rg1, ... 20))
= V(JNE[Zri1,- .. 20]),

kde prva rovnost vyplyva z dokdzanej Vety 6.4 o projekcii, tretia z Nullstellensatz, stvrta
z prave ukédzanej rovnosti idedlov a piata rovnost z tvrdenia, ktoré ste si dokazovali na
tilohu (pre ideély I, J také, ze v/I = /J plati V(I) = V(J)). O

Ak X = V(J), kde J je lubovolny idedl, a pole, nad ktorym pracujeme, nie je
algebraicky uzavreté, moézeme vyslovit len slabsie tvrdenie:

TVRDENIE 6.6. Nech J C k[xy,...,xz,] je ideql, X = V(J) C A" a nech 7 je
premietanie

m A" = A" (21, xn) = (Tpg1, - Tn)-
Potom

m(X) S V(I NE[zryr, ... @n]).
Dokaz. Dokaz prislusnej inklizie vo Vete 6.4 bezo zmien plati aj v tomto pripade. [

PRIKLAD 6.7. Majme idedl J = (y — 1,22 + 1) C R[z,y] a ozna¢me X = V(J) C
A%(R). Plati, ze X = (), preto aj m(X) = 0 a 7(X) = 0 (7 je projekcia za druhi stradicu:
(z,y) — (y)). Naproti tomu, J NR[y] = (y — 1) (bude vysvetlené v nasledujiicej vete),
teda V(JNR[y]) = {(1)} # 0.

Ani jedna verzia Vety 6.4 sa neda v tomto pripade aplikovat, lebo jednak pole R nie
je algebraicky uzavreté, a tiez I(X) # J, lebo I(X) = (1) = R[z, y].

VETA 6.8 (o eliminécii). V okruhu k[x1,...,x,] waZujme lexikografické usporia-
danie (r1 > x9 > -+ > x,). Nech J C k[z1,...,xy] je idedl a G jeho Grobnerova bdza.
Potom

JNE[Tri1,. .., 20 = (GOE[Try1, ..., T0)).

Dékaz. Zrejme plati, ze (G N k[xyy1,...,25]) C J N k[xr41,...,2,]. Potrebujeme teda
este dokazat, ze ak f € J N k[zy41,...,2,], potom f je generovany polynémami z
G N k[xyy1,...,2,]. Toto ukdZzeme pomocou algoritmu delenia. Kedze f € J a G je
Grobnerova baza idealu J, algoritmom sa nam f podari zredukovat na 0, a f napiSeme



42 4. GROBNEROVE BAZY

ako kombindciu polynémov z G, ktoré sme pri redukcii pouzili. Uvazujeme lexikografické

usporiadanie, a preto G N k[x,41,...,Ty] st presne tie polynémy z G, ktorych veduci
moném obsahuje len z,41,...,2,. KedZe aj f € k[x,41,...,2,], pri redukcii budeme
pouzivat len polynémy z G N k[x,41, ..., Ty, preto

f= thfu kde f; € GN k[a:rH, R ,xn] ah; € k[IL’r_i_l, .. ,xn].

DEFINICIA 6.9. Nech J € k[z1,...,z,] je idedl. Ideal
JNk[xry1, ..., zy)]
nazyvame r-ty eliminacny idedl idedlu J.
PRIKLAD (dokonéenie prikladu 6.1). N4djdeme Grébnerovu bazu idedlu I = (22 +

y+z—1,24+y>+2—1,2+y+2%2—1) pri lexikografickom usporiadani (ide o redukovant
bazu, najdenti pomocou Sage):

go = x+y+z2-1,
go=y-y-2+z
1 1

g2 = yz* + 524 - 5,22,

g3 = 25 —dzt 4423 — 22
7 predchédzajicej vety vyplyva, ze uzéver priemetu variety do z-osi je popisany idedlom

Tk[z] = (25 — 428 + 423 = 2%).
Riesenia rovnice gg = 0 ndjdeme pomocou faktorizdcie polynému gz (tiez pouzijeme
Sage):
g3 = 2z — 12( + 22— 1),

teda mame z € {0,1, —1 £ v/2}. Stiradnicu y dopoéitame k tymto ¢iastoénym rieSeniam
pomocou g2 a ¢g;, a napokon suradnicu x pomocou gg. Dostavame spolu péat rieseni

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),
(—1+V2,-1+V2,-1+V2),
(-1 -v2,-1-V2,—-1-V2).
PRIKLAD 6.10. Hladajme pomocou elimindcie (nad algebraicky uzavretym polom)
rieSenia ststavy
zy =1
rz = 1.
Grobnerova baza prislusného idedlu pri lexikografickom usporiadani je
G={y—zuzz—1}.
Druhy eliminac¢ny ideal je
J N k2] = (GNEk[z]) = (0),

teda Iubovolnd hodnota z je ¢iastoénym riesenim. Geometricky (Veta 6.4) to znamena,
ze uzaverom priemetu tejto algebraickej variety na os z je celd os. V druhom kroku
uvazujeme prvy eliminacny ideal

JOkly,z] = (GNkly,2]) = (y — 2).



6. GROBNEROVE BAZY A ELIMINACIA 43

Vidime, ze kazdé ¢iastocné riesenie vieme jednoznacéne rozsirit na ,,dvojstradnicové”,
a sice rieSeniami su dvojice (y,z) = (a,a) pre lubovolné a € k. Znova si vSimnime
geometricky vyznam tychto rieseni: uzaverom priemetu algebraickej variety do roviny
yz je priamka definovand rovnicou y = z. Nakoniec, pri hladan{ tplnych rieseni (teda s
troma stradnicami) pouzijeme zostavajuci polyném zz — 1 z Grobnerovej bazy. Okrem
rieSenia (y, z) = (0,0) vieme vsSetky rozsirit. Toto presne zodpovedd geometrickej situ-
acii: bod (0,0) € w(X), ale (0,0) ¢ w(X). Teda rieSenia pociatocnej stistavy s tvaru
(a™',a,a), a #0.

Videli sme, ze nie kazdé ciastoéné riesenie sa dé rozsirit na tplné. Nie je lahké
charakterizovat situdciu, kedy sa rieSenie rozsirovat d4 a kedy nie. Analyza podmienok
pre moznost rozsirenia je predmetom Stidia tedrie eliminacie.

ZAVER. Grobnerove bézy su nastrojom na rieSenie sustavy algebraickych rovnic.
Pomdéhaji nam zodpovedat o danej ststave otazky, ¢i je tato sdstava riesitelna, ¢i ma
koneéne vela rieseni (pozor, nestaci len pozriet na pocet rovnic ako v pripade linearnych
variet!), a v pripade, Ze d4no, vieme pomocou Grobnerovych baz nédjst vsetky riesenia.



