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Uvod

,Konecné je nas obzor zase volny, byt ne jasny, koneéné sméji nase lodé zase vyplout,
vstiic jakémukoli nebezpeci, a poznavajici se zase mize odvazit vseho;
mofie, nase mofe se tu zase prostira oteviené,

s s viw

Friedrich Nietzsche

Na zakladnich a stfednich skolach se u¢ime pracovat s geometrii, ktera se zabyva ge-
ometricky hladkymi a pravidelnymi atvary, avSak prevazna vétsina ttvari kolem nas
je nepravidelna. Jak bychom naptiklad popsali mraky? Fraktalni geometrie je geo-
metrii tohoto realného svéta. Na rozdil od euklidovské geometrie, vyuzivajici primky
a roviny, kruhy a koule, trojuhelniky a kuzely, je zakladem fraktalni geometrie slozi-
tost a Clenitost. Jednotlivé objekty jiz nejsou variacemi nékolika idealnich forem, ale
detaily odhalujeme. Cilem této prace je pravé odhalit nékteré z téchto zajimavych
detailii. Predevsim tedy seznamit ¢tenare s pojmy a fakty z této oblasti matema-
tiky a také pokusit se pojmy korektné matematicky zavést. Aby byl vysledny text
srozumitelny i lidem bez hlubsich matematickych znalosti, avsak se zdjmem o tento
obor, snazil jsem se kazdy pojem jak matematicky zadefinovat, tak vysvétlit obecnou
mluvou. Vzhledem k tomu, ze studuji obor ucitelstvi, doufam v uplatnéni této prace
pri pripadném zajmu stredoskolskych studenti o problematiku fraktalt. Mé samot-
ného tento smér vzdy vzrusoval, ale nikdy jsem si nevyclenil dostatek volného Casu,
abych se s nim seznamil podrobnéji. Proto, kdyz jsem se rozhodoval mezi sbirkou
prikladt pro stifedni skoly a fraktalni geometrii, nemusel jsem dlouho premyslet.

Cela prace je rozdélena do kapitol, logicky podle obsahu. Po historickém vyvoji
jsou zavedeny a vysvétleny zékladni pojmy a pojmy potfebné k dalsim definicim.
Néasledujici kapitola je vénovana rozdéleni fraktali a podrobnéji jejich jednotlivym
typtim. Posledni pak popisuje, kde vSude v praxi mizeme uz dnes fraktaly najit.
Byl bych rad, kdyby se mi podafilo ¢tenafe neposkvrnéného matematikou alespon
zaujmout a ¢tenafi se zdjmem nabidnout a doplnit informace.
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1.1 K teorii chaosu

»Na Boha budu mit dvé otazky: pro¢ relativita a pro¢ turbulence.
Opravdu si myslim, Ze by na prvni otdzku mohl mit odpovéd.“
Werner Heisenberg na smrtelné posteli

Pod pojmem chaos si vétsina lidi pfedstavi néco naprosto neusporadaného a neor-
ganizovaného ¢i amorfniho. Tradi¢né je chaos definovan jako nepotradek, viava nebo
uplny zmatek. Chaos znamena neexistenci struktury ¢i radu. Jako ptiklad chaosu by
¢lovék patrné uvedl pocasi nebo vodopad. OvSem neni chaos jako chaos. Za¢neme-li
uvazovat o chaotickych systémech, bude mit tato definice ponékud jiny vyznam.
Misto naprosté neusporadanosti nalezneme strukturu. Zda se, ze naptiklad vodo-
pady nejsou vibec neusporadané, jsou zcela deterministické, ale enormné slozité.
Podobné i predvidani pocasi, i kdyz je snad deterministické, zahrnuje tolik slozi-
tych vzorci, Ze je musime povazovat za dlouhodobé nepiedpovéditelné. A presto
jak hydrodynamika, tak i meteorologie diky teorii chaosu pokrocily. Pomoci ni byly
v téchto systémech, povazovanych za zcela ndhodné, objeveny mnohdy velmi pre-
kvapivé struktury a vzorce chovani.

Teorie chaosu obecné popisuje systémy, které jsou charakterizovany nelinear-
nimi diferencidlnimi rovnicemi. Proto se nékdy oznacuji také jako ,nelinearni sys-
témy“. V této souvislosti se Casto hovori i o kognitivnich systémech (tedy o po-
znévacich nebo evoluénich systémech) nebo o disipativnich strukturach (¢ili sys-
tém, udrzujici svou strukturu diky ¢erpéani energie z okoli). Samotna teorie chaosu
stoji v prvni fadé na nedokonalosti lidského méfeni. Néco podobného je samoziejmé
znamo i v kvantové fyzice, zde se vSak cely problém ptrenasi do zcela jinych métitek.
Receno trochu jinak - i malé nepfesnost v méfeni vstupnich hodnot mfize znamenat,
ze nasSe predpovéd bude naprosto rozdilna od skutecnosti. A pravé tato citlivost na
vstupni podminky se projevuje u naprosté vétsiny chaotickych systémi. S absolutni
presnosti nemiizeme mérit nic, a proto se nékteré jevy vzpiraji nasim predpovédim.
Tyto jevy se nazyvaji jevy chaotické.

Dalsi zajimavosti této teorie je jeji navrat do ,lidské” dimenze. Z divodu, Ze sou-
casné deterministické modely svéta nejsou sto implikovat spravné chovani ani vyvoj
i jednoduchych dynamickych systémii, mé tato teorie velky vyznam pro mnohd od-
vétvi védy, matematiky i inzenyrstvi. Zatimco fyzika dnes zkouméa bud vlastnosti
galaxii nebo naopak elementarnich c¢astic, teorie chaosu se soustiedi spiSe na jevy
spojené s nasi kazdodenni zkusenosti, jako jsou pochody v atmosféfe, chovani che-
mikalii v reakéni nddobé, vodopad, vir, vyvoj cen na burze nebo tieba ekologicka
rovnovaha. Vyzkum chaosu zménil nase chapani zdklada fyziky (Newtonovy za-
kony) a mnohych jinych obort. Tento fakt vnesl nové svétlo do vyzkumu proudéni,
extrémné namahanych konstrukci, zemétfeseni, chemickych procesti, ale prispél i
k pochopeni vzniku pfirodnich struktur a pribéhu jejich utvareni.
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Nova definice chaosu tedy fika, ze neuspofadanost mtze byt jednoduse vyssim
rfadem slozitosti, kterda vznika ze zcela deterministickych procesti. To znamena, ze
v ramci chaosu existuje soucasné jakasi podivna organizovanost. I tato definice cha-
osu by ale byla pomérné nudna, kdyby jejim jedinym zavérem byl fakt, Ze néco je
nahodné a nic nejde poradné zmétit a uz vibec ne predpovidat. Paradoxné vsak
vede také k tomu, ze chaotické jevy v sobé ukryvaji urcité prvky radu.

Pocatky teorie chaosu nachézime uz v roce 1827, kdy skotsky botanik Robert
Brown (1773-1858) pozoroval mikroskopem néhodny pohyb pylovych zrn v kapce
vody. Budeme-li pozorovat malé ¢astice pylu rozptylené ve vodé, zjistime, ze konaji
chaoticky pohyb. Tento pohyb vysvétlil o néco pozdéji Albert Einstein jako vliv
ndhodnych naraz molekul vody. Browniiv pohyb ve své dobé nevzbudil velkou
pozornost, pro nas je to vsak historicky prvni popsany chaoticky systém.

Neméné zajimavou tlohu hraje v teorii chaosu problém t¥i téles. Je definovan
tak, ze mame ve vesmiru tii télesa a dané pocate¢ni podminky. Za tikol méame ana-
lyticky vypocitat polohu téles v libovolném okamziku. Timto problémem se zabyval
jak Euler, tak pfed nim i Newton (,,...tento problém ptekracuje moznosti lidského
kézal Jules Henri Poincaré (1854-1912), ktery v roce 1889 Sokoval tvrzenim, ze
presné Teseni tohoto problému je analytickymi metodami zcela nemozné. Uvédomil
si, ze nepravidelnost pohybu je vlastnosti vSech systému a jako viibec prvni védec
zacal zkoumat chaos a provedl podrobnou analyzu chaotického chovani dynamic-
kych systému. Tim svou dobu ale prili§ predbéhl a az v Sedesatych letech 20. stoleti
se objevili Poincarého nasledovnici. Dnes je jeho teorie v moderni védé mezi témi
nejzivejsimi.

Vice nez klasickym problémem je méFeni délky pobtezi ostrova (délky hra-
jehoz znepokojovaly rozdilné idaje o délce hranic a pobfezi v rtuznych encyklope-
diich. Jak lze tedy co nejpresnéji zmérit délku pobiezi? Jedna z moznych metod
je ,obejit* ostrov s métridlem o néjaké délce. Vyslednd hodnota vsak bude pouhou
aproximaci skutecné délky ostrova. Pokud cely proces zopakujete s mensi délkou mé-
fidla, zjistite, ze vysledek je vzdy o néco vétsi. Richardson ale narazil na podivnou
véc. Na rozdil od ,rozumnych“ kiivek (jako t¥eba kruznice) aproximace délky zis-
kana pro stale kratsi méritko nesmérovala k urcité hodnoté, ale stale rostla. To by se
koneckoncii dalo vysvétlit tim, Ze se zmenSovanim méritka zahrnujeme do nasi délky
pobfezi stale vice detaili, které jsme predtim prosté zanedbavali. Zajimavéjsi vsak
bylo to, ze kdyz Richardson vynesl do grafu hodnoty logaritmi namétrenych délek
proti pouzitym meéritktim, dostal pomérné presnou primku. Namérena primka se
vyznacovala urc¢itym sklonem, smérnici, ktery byl pro dané pobtezi charakteristicky.
Jinymi slovy, smysluplnou charakteristikou ¢lenitosti pobrezi neni jeho délka, ktera
roste s klesajicim méritkem k nekonec¢nu, ale smérnice vyse uvedené logaritmické
zavislosti. O mnoho let pozdéji si otec fraktalni geometrie B. Mandelbrot vs§iml, ze
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tento tvar zavislosti je charakteristicky pro fraktalni kiivky a vysvétlil tuto podivnou
zakonitost v ramci fraktalni geometrie.
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Obr. Méréni délky pobtezi

Turbulence je néco jako kdmen mudrcti pro fyziky a patfi k nejdramatictéjsim
manifestacim chaotického chovani. Fyzika méla do sedmdesatych let teorii turbu-
lence, jejimz autorem byl rusky fyzik Lev D. Landau. Nikdo ji vSak nedokazal ex-
perimentalné potvrdit a také se podle ni nedalo nic spocitat. Pfesto s ni fyzikové
mlcky souhlasili. V roce 1973 ji vyvratili badatelé Swiney a Gollub, ktefi ovsem
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sami nedokézali vytvorit spravnou teorii. Nicméné vétime, ze vcelku tekutiny vy-
hovuji Navierovym-Stokesovym rovnicim, coz jsou diferencidlni rovnice popisujici
prumeérné chovani pohybu ¢astic, z nichz se tekutina sestava. Tato skutecnost je
podpofena numericky, ackoliv bychom méli mit na paméti, ze feseni v turbulentnim
rezimu pro tfirozmérné toky tekutin jsou stézi ziskana i pomoci téch nejvykonnéjsich
pocitact. Tato oblast fyziky neni jen médni, ale je také duilezita a z pohledu chovani
dynamickych systém jde o problém tak obtizny, ze az hrani¢i s absurditou. Bohuzel
nase chapani rozvinuté turbulence zatim pfili§ rozvinuté neni.

1.2 K fraktalni geometrie

- - -odvratil jsem se s hrtizou a osklivosti od toho politovanihodného zla,
jimz jsou funkce bez derivaci. ..
Charles Hermite roku 1893

Fraktalni geometrie je v dnesni dobé jiz vSeobecné uznavanou védni disciplinou,
ale jeji historie je pomérné kratka. Vznik této discipliny spada zhruba do 70. let
dvacatého stoleti, i kdyz urcita setkani s touto problematikou probihala uz drive.

Za jakousi prehistorii fraktald bychom mohli oznacit snahy o nalezeni funkci,
které jsou spojité, ale nejsou diferencovatelné, které probihaly uz koncem devate-
nactého stoleti. Roku 1872 ve své prednasce v Kralovské akademii véd v Berliné
ukazal Karl Weierstrass (1815-1897) funkci, ktera je v celém svém oboru spojita,
ale v zddném bodé nema derivaci. Jednalo se o funkci

Za” cos(mb"z),0 < a < 1l,ab>1+ 3;
n=0
Mnoho matematikii se pustilo do zkoumani problému spojitych funkci bez de-
rivace a dalsi zajimavé funkce objevil napiiklad Charles Cellérier (1945-1948).
V roce 1930 zapric¢inil cesky matematik Karel Rychlik historickou senzaci tim, ze
uverejnil souc¢ast matematické poztistalosti Bernarda Bolzana (1781-1848), kde
je popsana konstrukce funkce spojité na intervalu, ktera neni v zadném bodé dife-
rencovatelna. Bolzano tak Weierstrasse o mnoho let predesel.
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Obr. Cantorovo discontinuum

Koncem devatenactého a pocatkem dvacatého stoleti se také zacaly objevovat
konstrukce rtznych podivnych atvari. Prvni z nich popsal roku 1883 tvirce teo-
rie mnozin Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918). Cantorovo
diskontinuum (Cantorovo mrac¢no, Cantoruv prach) je tsecka délky 1, kterou roz-
délime na t1i stejné dlouhé ¢asti, prostiedni dil vyjmeme a stejny postup opakujeme
na zbyvajicich dvou tseckach nekonecné mnohokrat. Vysledkem nekone¢ného poctu
iteraci bude mnozina nekone¢né mnoha navzajem izolovanych bodi a celkova délka
vypusténych intervald bude

1.2 4 8
39 27 8l 12

W=

=1.

To ptipadne vSem jako docela prirozené. Pokud se ovSsem budeme zabyvat otaz-
kou mohutnosti Cantorova mrac¢na, mizeme byt docela pirekvapeni. Mohutnost je
totiz uplné stejné jako mohutnost ptivodniho intervalu < 0,1 >, potazmo jako celé
mnoziny realnych ¢isel. Pozdé€ji diky Cantorovu mrac¢nu pry Benoit Mandelbrot od-
stranil Sum na telekomunikac¢nich linkach firmy IBM.

Podobné utvary v roviné i v prostoru pozdéji sestrojili polsky matematik Wac-
law Sierpinski (1882-1969) a rakousky matematik Karl Menger (1902-1985).
Sierpinského trojahelnik se d4 nejjednoduseji generovat tak, Ze na kazdé strané
trojuhelniku najdeme stied a tyto stiedy spojime tseckami. Timto zptisobem nam
vzniknou Ctyii stejné trojuhelnikové Casti a prostfedni z nich vyjmeme. V novych
tiech trojihelnicich postup opakujeme. Nejlépe nekoneéné mnohokrat.!

IExistuje i jednodussi zptisob jeho generovani, p¥i kterém ale nejsou vidét jednotlivé iterace.
Tento zpusob se nazyva ,,Chaotickd hra“. Uréime t¥i vrcholy trojihelniku ABC a libovolny bod
Z. Od tohoto bodu vedeme pomyslnou tsecku k ndhodné vybranému vrcholu a v jeji poloviné
vykreslime bod Z;. Z tohoto nové vzniklého bodu opét vedeme tsecku k nahodnému vrcholu a
v poloviné vykreslime dalsi bod. Takto pokracujeme pro dostateény pocet bodi. Vznikly obrazec
(Sierpinského trojihelnik) je atraktorem tohoto postupu.
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Obr. Sierpinského trojuhelnik

Obr. Obarveny Pascaltiv trojihelnik

Sierpinského koberec predstavuje v podstaté preneseni Cantorova diskonti-
nua, s nimz jsme se uz seznamili, do roviny. Vychazime tak misto z jednotkového
intervalu, ze ¢tverce o jednotkové strané, ten rozdélime na devét stejnych malych
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¢tvercll a odstranime prostiedni z nich. Tak pokracujeme az do nekonecna. Zaji-
mavou, az znepokojivou vlastnosti téchto objekti je jejich nulovy obsah ve spojeni
s nekonec¢nym obvodem. Rovnéz velmi zajimava je podobnost Sierpinského a Pasca-
lova trojuhelniku, ve kterém jsou obarvena suda ¢isla jinou barvou nez licha.

Obr. Iterace Sierpinského koberce

Pokud budeme provadét podobné operace na t¥irozmérné objekty, vzniknou také
velice pekné utvary. Prikladem je Mengerova houba, trojrozmérna mrizka s ne-
konecné velkym povrchem, ale nekonecné malym objemem. Mengerova houba je
zobecnénim Sierpinského koberce a predstavuje tak univerzalni objekt, obsahujici
ekvivalenty vSech myslitelnych kiivek v prostoru. To znamena, Zze kazda krivka,
vhodné deformovéna, je identickd s néjakou ¢asti houby a tak pfedstavuje Menge-
rova houba superobjekt pro vSechny kfivky.

Obr. Sierpinského koberec Obr. Mengerova houba

V roce 1904 popsal §védsky matematik Niels Fabian Helge von Koch (1870-
1924) takovouto kiivku: predstavte si rovnostranny trojuhelnik, k jehoz kazdé strané
pridame k prostiedni tfetiné dalsi trojihelnik o tfetinu mensi a tento postup bu-
deme opakovat i na tento trojihelni¢ek. Po nekonec¢né mnoha opakovanich vznikne
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kiivka s nékolika velice zajimavymi vlastnostmi. Naptiklad neobsahuje zadné tsecky
nebo hladké segmenty a nemé derivaci v zadném bodé. Tato kiivka také nikdy ne-
protne sebe sama, nebot nové trojtihelniky jsou prilis malé, nez aby si , prekazely*.
Kazda iterace kiivku o maly kousek prodlouzi, ale plocha ztistava narozdil od kiivky
konec¢na. Nekonec¢né dlouha kiivka tedy evidentné ohranic¢uje plochu o kone¢ném ob-
sahu. Tento paradoxni vysledek znepokojoval mnoho matematikt 19. stoleti, kteri
se jim zabyvali. Kochova kfivka pro né byla nehoraznosti ignorujici jakoukoliv
rozumnou intuici a také v podstaté vse, co by se dalo nalézt bézné v piirodeé.

AN
LIRS

Obr. Iterace Kochovy krivky

Dalsi zname utvary v roviné jsou napiiklad Peanova krivka nebo Hilbertova
krivka. Kazda pojmenovana podle objevitele, tedy Giuseppe Peana (1858-1932)
a Davida Hilberta (1862-1943). Kazda z téchto kiivek po nekoneéném poctu iteraci
vyplni celou plochu vykreslovaného utvaru a tak tyto kiivky maji vétsi dimenzi, nez
na jakou jsme u ktivek zvykli. Zpiisob generovani jisté dostatecné ukazuji obrazky.

|
[ |

Obr. Iterace Hilbertovy kiivky Obr. Iterace Peanovy kiivky

Vyznamnym védcem, ktery mél lvi podil na vzniku fraktalni geometrie, byl Ed-
ward N. Lorenz. Na prelomu padesatych a Sedesatych let se mnoho védct zabyvalo
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predpovédi pocasi. Edward Lorenz nebyl sice meteorolog, ale pocasi ho velice zaji-
malo a pokousel se vymyslet rovnice popisujici chovani atmosféry. Byl jednim z mala
védci, kteri méli ke své praci pocitac. V té dobé byly i vypocty jednoduchych rovnic
velmi pomalé a tak si jednou zkratil ¢as vypoctem pouze poloviny grafu. Pocatecni
hodnoty zvolil dle pfedchoziho vypoctu a nechal pocitac kreslit graf. Kdyz byl graf
hotov, srovnal jeho ¢ast s jiz dfive spocitanym grafem a zjistil, ze se po chvili grafy
rozchazeji a odlisuji se. Ptivodné si myslel, Ze je to chyba pocitace, ale i po opétov-
ném vypoctu se dostavil stejny efekt. Po néjaké dobé zjistil, ze pocitac pocita s osmi
desetinnymi misty, ale on jich zadal pouze Sest. Tehdy si uvédomil, ze predpovidat
pocasi neni tak jednoduché, jak se zdalo. Jakkoliv mald nepfesnost pfi vyjadieni
pocatecnich podminek znamena velkou odchylku od skutec¢nosti. Psal se rok 1960.

v v v

W

Obr. Lorenzovo vodni kolo

Dalsi Lorenzova prace, oznacovana jako ,zazracny ¢lanek®, popsala prvni slavny
chaoticky systém. Pocatkem 60. let dvacatého stoleti sestavil a zjednodusil Lorenz
soustavu tfi diferencialnich rovnic, které popisuji tok tekutiny vlivem teplotniho
gradientu. V sedmdesatych letech Willem Malkus a Lou Howard z MIT vy-
mysleli pfesny mechanicky model Lorenzovych rovnic. Nejjednodussi verzi je vodni
kolo s déravymi kelimky pfipevnénymi k otacivému kruhovému ramu. Voda pfitéka
rovnomeérné na vodni kolo ze shora. Jestlize je pritok prilis§ pomaly, pak se horni
kelimky nikdy nenaplni natolik, aby prekonaly tfeni a vodni kolo se nebude pohybo-
vat. Jestlize pfitok bude vydatnéjsi, pak horni kelimek bude dostatecné tézky, aby
se vodni kolo pocalo otacet. Takto se bude vodni kolo rovnomeérné otacet jednim
¢i druhym smérem. Diky symetrii je otaceni pro oba sméry stejné pravdépodobné,
takze vysledny smér otaceni zavisi na pocatecnich podminkach. V pripadé, ze bude
pritok nartistat, mizeme destabilizovat rovnomérné otaceni a pohyb vodniho kola
se stava chaotickym, tj. kolo provede nékolik otacek jednim smérem, pak nékteré
kelimky budou pfili§ plné a kolo nema dostatek setrvacnosti, aby kelimky pfeneslo
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pres vrchol, kolo se timto zpomali a miize dokonce zménit smér otaceni. Poté se
chvili otaci jinym smérem. Ke zméné sméru dochazi nepravidelné, takze pozorova-
telé mohou uzavirat sazky ohledné sméru otaceni kola.

Na néjakou dobu zistal Lorenz zapomenut a mezi védci nepochopen. AZ v roce
1972 objevil jeden matematik jeho ¢lanek a vénoval jej Jamesi Yorkemu. Yorke
si uvédomil, Ze neni mozné na vSechny véci nahlizet jako na linearni. Clanek na néj
udélal velky dojem a tak jeho fotokopie rozdaval svym prateltim. Jednu kopii vénoval
také Stevu Smaleovi z Univerzity v Berkeley a na papir napsal své jméno, aby mu
ji vratil. Smale podobné jako Yorke objevil v ¢lanku velmi zajimavé a revolué¢ni
myslenky a situace se opakovala - fotokopii vénoval kazdému, kdo byl ochoten si
ji vzit. Jenze na fotokopiich bylo Yorkeho jméno a adresa, takze vznikl dojem, Ze
Lorenze objevil Yorke. Yorke se ovsem neproslavil pouze touto pfihodou. Byl a je
jednim z nejvyznamnéjsich védci zabyvajicich se chaosem a dynamickymi systémy.

O zajimavé objevy se postarali béhem prvni svétové valky Gaston Julia (1893—
1978) a Pierre Fatou (1878-1929) pfi zkoumani iteraci funkce komplexni paraboly:

2
Zn4l = 2, T C

kde proménné z, a c lezi v komplexni roviné. Poc¢atecni hodnota z, v pfipadé
Juliovych mnozin reprezentuje pozici bodu v komplexni roviné. Komplexni hodnota
¢ je zvolena libovolné a pro vSechny pocitané body v jednom obrazci ziistava kon-
stantni.

Juliova mnozina J je definovana jako mnozina vsech komplexnich ¢isel zg, pro
které posloupnost z, nediverguje, tzn.:

J={z € C| lim z, # oo},

kde z, je samoziejmné posloupnost 2,1 = 22 + c.

Pfi pocitacovém generovani Juliovych mnozin méame k dispozici pouze konec¢ny
pocet iteraci, ze kterych musime usoudit, zda posloupnost z, konverguje ¢i nikoliv.
Existuje ¢islo r(c) zavislé na konstanté ¢ takové, ze pokud pro néjaké n € Ny je
|zn| > 7(c), pak posloupnost diverguje. Plati, ze

r(c) = max{|c|, 2}.

Pripadné zajemce o dtikaz téchto tvrzeni si dovolim odkézat na [05].

Juliovy mnoziny 1ze rozdélit na dva druhy, na souvislé a na nesouvislé. Mnozinu
nazveme souvislou pravé tehdy, kdyz ji nelze rozdélit na dvé disjunktni oteviené
mnoziny. Jednoduse feceno, kdyz je mnozina jako jeden kus, pak je souvisla. Sou-
vislost mnoziny nam dale poslouzi pro definici Mandelbrotovy mnoziny.

Na nésledujicich obrazcich jsou piiklady Juliovych mnozin. Juliova mnozina je
vzdy zobrazena ¢ernou barvou, ostatni barvy urcuji, kolik iteraci je tieba vypocitat,
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abychom rozhodli, zda posloupnost jde k nekone¢nu. Cim svétlejsi barva, tim je
tfeba vice iteraci.

Obr. Ukazky Juliovych mnozin
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Kolem roku 1950 se chaosem zacal zabyvat také Benoit B. Mandelbrot. Tento
velice ctizadostivy a sebevédomy védec se narodil roku 1924 ve Varsavé, v roce 1936
se prestéhoval do PaifZe a pozdéji do Tully. Studoval na Ecole Normale a Ecole
Politechnique. Zabyval se matematikou, vyucoval fyziku a filozofii. Poprvé se setkal
s fraktaly pfi studiu vyvoje cen baviny nebo pii problému odstranovani sumu pri
datovych pfenosech. Cena bavlny byla sice nepredvidatelna, ale stejna posloupnost
zmén se dala vysledovat v riiznych méritcich. Podobny problém odhalil i pti sledovani
poruch na telekomunikac¢nich linkach. Inzenyii z IBM se potykali s problémem Sumu
na telefonnich linkdch mezi po¢itaci. Sum se objevoval zcela ndhodné a stejné i mizel.
Vétsinou se problém snazili Tesit opravou kabelaze, ale to nepomahalo. Mandelbrot
si nechal vytisknout grafy datovych prenost a Sumu zptsobujicich chyby. Po néjaké
dobé nasel zajimavou podobnost mezi Cantorovym diskontinuem a Sumem, jak uz
je uvedeno vyse.

Benoit Mandelbrot ve svych jednadvaceti letech narazil na zapadlou praci Julia
a Fatoua. Zacal se zabyvat Juliovymi mnozinami a pokousel se je zobecnit. Dlouhou
dobu hledal, kterak popsat tyto mnoziny a sjednotit je, az v roce 1979 objevil jakysi
ykatalog® Juliovych mnozin. Tim katalogem byla dal$i mnozina v komplexni rovin€,
ktera popisovala v kazdém svém bodé urcitou Juliovu mnozinu. Tato mnozina se
nazyva dle svého objevitele Mandelbrotova mnozina. Je velice zajimavé, ze tyto
dvé mnoziny jsou spolu propojeny tak, ze kazdy bod v Mandelbrotové mnoziné
urcuje vzhled mnoziny Juliovy, kterd ke zvolenému bodu patii.

Mandelbrotova mnozina je narozdil od Juliovych mnozin jen jedna. Je opét vy-
tvarena pomoci iterace funkce komplexni paraboly:

2
Zny1 = 2, tC

Kde proménné z, a c lezi v komplexni roviné. Mandelbrotovu mnozinu lze defi-
novat jako mnozinu

M ={c€Clc— ¢ +c— ...je omezena},

coz je puvodni Mandelbrotova definice z roku 1979. Lze ovSem také definovat
jako mnozina vSech komlexnich ¢isel ¢, kdy je Juliova mnozina J. souvisla, tj.

M = {c € C|J.je souvisla}.

Mandelbrotova mnozina je souvisla. Toto tvrzeni dokazali roku 1982 A. Douady
a J. H. Hubbard. Pti zkouméani Mandelbrotovy mnoziny zjistime, Ze po obvodu jsou
mnoziny stejného tvaru. Tyto mnoziny nejsou pouze po obvodu, ale i ,osamoceny*
v okoli. OvSem vzdy jsou spojeny s hlavni ¢asti, M je souvisla.
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Obr. Souvislost Mandelbrotovy mnoziny a Juliovych mnozin
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Obr. Mandelbrotova mnozina v komplexni roviné

Vypocet Mandelbrotovy mnoziny je velice jednoduchy. Zkouméme pro kazdy
bod komplexni roviny, zda jeho neustalym umocnovanim se vzdaluje od nuly a blizi
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k nekoneénu. Na kazdy bod nékolikrat aplikujeme rovnici 2, = 22| + ¢. Vezmeme
komplexni ¢islo a pficteme k nému jeho druhou mocninu. Vysledek zase umocnime
a pricteme k nému ptvodni ¢islo. Tento proces opakujeme, dokud vysledek vypoctu
nepresahne hodnotu 2 nebo dokud nedosdhneme dostate¢ného, predem stanoveného
poc¢tu opakovani. Pokud vysledek hodnotu 2 presdhne, bod do mnoziny nepatii.
Pokud ne, bod do mnoziny patii.

Tyto kfivky a nediferencovatelné funkce jsou priklady toho, ¢emu dnes fikame
fraktaly. Tento pojem definoval jako prvni pravé Benoit B. Mandelbrot v roce 1975
(fraktal pochézi z latinského slova ,fractus®). Proslavil se ale az diky Mandelbrotové
mnoziné, mnoziné kterou jako prvni popsal. Znaméa byla jeho prednaskova turné,
kde vystavoval své slavné obrazky umélych krajinek, mrackd a umélych stromkit
rasicich z umeélé pudy. Prestoze mél ke své praci uz daleko rychlejsi pocitac, kresleni
Mandelbrotovy mnoziny bylo ¢asové narocné. Prvni ¢ernobilé obrazky se objevovaly
velice pomalu, ale nastartovaly novou védni disciplinu, ktera se vyvijela a vyviji
velice bourlivé a chaoticky.

Obr. Mandelbrotova mnoZina
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2.1 Dimenze

»Jsem kapitdn Rimmer. Arnold Rimmer. Pféatelé mi fikaj ,,Eso“. Pfiletél jsem z jiné dimenze.
Vysvétlim to pozdéji. Ted vas vytdhnu z té bryndy.“
Arnold ,,Eso“ Rimmer, serial Cerveny trpaslik

Prvnim pojmem, ktery musime pii popisovani fraktali zavést, je sobépodob-
nost (matematicky invariance vici zméné méfitka). Sobépodobnost je takova vlast-
nost objektu, kdy objekt vypada podobné pii pohledu v rizném zvétseni, tj. pii
rozdilnych méritkach. Sobépodobnost je hlavnim znakem fraktalnich utvari a byva
také povazovana za jejich definici, coz vSak neni zcela korektni, protoze to vylucuje
nékteré ndhodné (stochastické) fraktaly. Pomahd ndm ale pfi vyhledavéni fraktélnich
utvart v prirodé. Sobépodobny je napiiklad kamen, hory, mraky, stromy, rostliny,
ale i kratery atd., tedy objekty zivé i nezivé prirody.

Sobépodobnou mnozinu 1ze matematicky definovat nasledujicim zptisobem: sobé-
podobna mnozina A z n-dimenzionalniho Euklidovského prostoru, dédle oznacova-
ného E™, je takova mnozina, pro kterou existuje kone¢né mnoho kontrahujicich
zobrazeni @1,9,, ... P, (jednd se o takové zobrazeni z E, do E,, které zmensuje
vzdalenost mezi dvéma body lezicimi v prostoru F, a presné ho budeme definovat
v kapitole o iterovanych systémech funkci) takovych, Ze A vznikne jako:

Mnozina definovand pomoci predchoziho vztahu ma nékolik velmi zajimavych
vlastnosti, které jsou typické pro velkou vétsinu fraktalnich objekti:

1. Sobépodobna mnozina vznikd opakovanim sebe sama pri urcité transformaci.
Transformaci v tomto kontextu rozumime naptiklad zménu métitka, rotaci,
posunuti ¢i zkoseni. VSechny tyto transformace (které jsou linedrni) jsou defi-
novany nad prostorem En. Kromé linearnich transformaci se samoziejmé po-
uzivaji i transformace nelinearni, vzdy vSak musi jit o transformace kontrahu-
jici, tj. vzdalenost libovolnych dvou bodt, které nejsou pevné se po aplikaci
transformace musi zmensit.

2. Sobépodobné mnoziny jsou invariantni vici zméné meéritka. Pii libovolném
zvétSeni ¢i naopak zmenseni vypadaji stejné (pro ndhodné fraktéaly spise po-
dobné). Tato vlastnost z velké ¢asti vyplyva uz ze samotné definice sobépo-
dobné mnoziny, ktera se sklada ze zmensenych kopii sebe sama.

3. Sobépodobnd mnozina vznikd sama ze sebe, respektive vznika opakovanim
téhoz zakladniho motivu. Blize viz. predchozi vlastnost.
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Princip opakovani podobnych tvari ve zmensené podobé je vidét prakticky u ja-
kékoliv komplexni, slozité struktury, ktera je vytvarena i pomoci velmi jednodu-
chych pravidel. Zptisob, jakym probiha vétveni stromt ¢i cév v télech zivocicht
nebo hromadéni baktérii a fas v koloniich, se d4 matematicky uspokojivé popsat
pouze fraktalni geometrii.

Pti pouzivani pojmu sobépodobnosti si musime uvédomit, ze se jedna o podob-
nost objektu pouze pii zméné méritka. Existuje mnoho geometrickych utvart, které
jsou podobné (nebo dokonce shodné) pfi aplikaci jiné transformace. Napiiklad ¢tve-
rec je invariantni viaci stfedovému zrcadleni, kruh je invariantni vici stranovému i
stfedovému zrcadleni a pfimka je invariantni vii¢i posunu ve sméru jejiho vektoru (a
také vuci zrcadleni). Tato invariance, pokud neni doprovazena invarianci vi¢i zméné
méritka, v zadném pripadé nedefinuje fraktal, ale ,,obycejny“ objekt Euklidovské ge-
ometrie.

Ustiedni pojem pii zkoumani fraktalii viak hraje jejich dimenze, a to jak di-
menze topologicka, tak i dimenze fraktalni, nazyvana také dimenze Hausdorffova-
Besicovitchova. Jejimi objeviteli byli Felix Hausdorff (1868-1942) a Abram Sa-
moilovitch Besicovitch (1891-1970). Zajimavé je, ze Hausdorffova dimenze byla
znama dlouho pred definovanim pojmu fraktal, jen neméla zadné praktické vyuziti.

Topologicka dimenze je dimenze znama z klasické Eukleidovské geometrie. Po-
kud si celou problematiku zjednodusime, miizeme fici, Ze topologickda dimenze ur-
¢uje pocet nezavislych proménnych, kterym lze dané téleso popsat. Napriklad bod
mé nulovou dimenzi a pfimka ma dimenzi rovnu jedné, nebot ji lze popsat vzta-
hem z = ay + t, kde t je jediny parametr (nezavisla proménnd) a pozici kazdého
bodu leziciho na tsecce lze vyjadiit vyse uvedenym vztahem. To, Ze ma néjaka
kiivka dimenzi rovnu jedné, jesté nutné neznamena, ze je zobrazovana pouze v jed-
norozmérném prostoru. Dimenze udava jen pocet parametri, které jsou nutné pro
jednoznacné definovani bodu na krivce. Také mtzeme uvazovat v tom smyslu, Ze
pro kiivky, které maji topologickou dimenzi rovnu jedné, je definovana jejich délka
(kterd muze byt i nekonecnd), ale jejich plocha je nulova (jsou nekone¢né tenké).
Jakékoliv hladka plocha ma dimenzi rovnu dvéma, to znamend, ze poloha bodu
musi byt urc¢ena pomoci dvou parametrii. Takto definované plochy maji urcity ob-
sah, ale jejich objem je nulovy, protoZze maji nulovou tloustku. Krychle, koule, valec
nebo cely bézny prostor kolem nés maji dimenzi rovnu tfem, protoze poloha jaké-
hokoli bodu je v nich jednozna¢né urcena tfemi parametry. Naznacenym zptisobem
je samoziejmé mozno pokracovat dale, ale v redlném svété za obvyklych podminek
dalsi dimenze prakticky neexistuji (az na ¢as). Z matematického hlediska vSak neni
velkym problémem definovat naptiklad ¢tyirozmérnou kouli.

Pro vyse popisované funkce a télesa, ktera mtizeme oznacit jako ,,norméalni“ nebo
,bézné“, plati, ze vSechny jejich parametry mohou byt zadany v libovolné jednotce,
aniz by se zménily vlastnosti télesa. Tedy bereme jako samoziejmost, ze vysledek je
vzdy stejny, i kdyz poc¢itame v libovolném métitku. Je naptiklad nepodstatné, zda je
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polomér koule zadany v milimetrech ¢i kilometrech; objem koule ¢i jeji povrch vyjde
vzdy stejny (samoziejmé pii piepoctu na stejné jednotky). To znamend, Ze nezalezi
na méritku, se kterym se na téleso divame a vysledky jsou nezavislé na pouzitych
jednotkach.

Ve vSech predchozich pfipadech jsme mluvili o dimenzi, ktera je specifikovana
celym ¢islem a pred zkoumanim fraktalt si védci s touto dimenzi vystacili. Geome-
trické objekty, které je mozné popsat klasickou Euklidovskou geometrii, maji celo-
¢iselnou dimenzi a dale je budeme nazyvat geometricky hladké objekty. Bylo
pomérné velkym prekvapenim, kdyz byly objeveny zvlastni geometrické utvary, pro
které toto rozdéleni na celociselné dimenze neni dostatecné. Nékteré tyto utvary
nejsou jen abstraktni objekty vzniklé diky fantazii matematik® ¢i umélct, ale maji
své vzory primo v okolni prirodé.

Klasicky priklad takového utvaru je bfeh néjaké feky ¢i potoka nebo pobrezi né-
jakého realného ostrova. Obvod ostrova Korsiky méfil Richardson (viz vyse), ktery
také jako prvni zjistil, ze obvod ostrova je zavisly na délce tyce, kterou se méri. Se
zmensujicim se méritkem délka roste a pri délce méfeni blizici se limitné k nule by
délka rostla az do nekonecna. Tato vlastnost se nazyva Richardsontuv efekt. Vy-
plyva z toho zajimavy fakt, ze ostrov o kone¢né plose ma nekonecnou délku pobiezi.
Také plocha nékterych objektti v ptirodé, které maji koneény objem, muze byt ne-
konec¢na. Naptiklad povrch planety je teoreticky nekonec¢ny. Zdalky vypada planeta
jako dokonala koule. Pti urc¢itém priblizeni rozezname vrcholky hor a velka udoli.
Pti dalsim priblizeni zjistime, Ze kazda hora je velmi ¢lenita a jeji plocha je obdobné
¢lenita jako povrch celé planety. Kazdy kamen potom vypada jako cela hora, ale
je mnohem mensi. S touto zménou méritka mizeme pokracovat dale az do subato-
marnich struktur. Obrovska je i plocha plic ¢i lidského mozku pii relativné malém
objemu a ve vSech téchto ptfipadech jde o praktickou aplikaci fraktalt v prirodeé.

Objekty popisované fraktalni geometrii maji dimenzi neceloc¢iselnou. Dimenzi
fraktalnich objekti nazyvame fraktalni dimenzi ¢i Hausdorffovou dimenzi.
Hodnota této dimenze potom udéava droven clenitosti daného objektu, respektive
mira rozdilu mezi fraktalni dimenzi a dimenzi topologickou ukazuje, s jakou rych-
losti délka (¢i odpovidajici veliina pfi vétSim poctu rozméri) téchto Gtvart roste
do nekonecna. Jestlize se bude Hausdorffova dimenze a topologickd dimenze lisit
velmi malo, bude takovy objekt malo ¢lenity. Mezni hodnotou je pak pripad, kdy je
Hausdorffova dimenze o jednicku vétsi nez dimenze topologicka - tuto vlastnost ma
napiiklad hranice Mandelbrotovy mnoziny.

Jednim ze zptisobt urceni fraktalnosti objektu je pouziti metody miizkové di-
menze, anglicky box-counting dimension. Vyhodou mrizkové dimenze je jeji snadna
realizace na vypocetni technice a predevsim to, Ze ji lze pouzit i na utvary bez sobé-
podobnosti. Zjistovani dimenze probiha tak, Ze se zadany utvar umisti na m¥izku
s velikosti bunék s a spocita se, kolik bune¢k obsahuje alespon cast utvaru. Tim
se ziska c¢islo N, které samoziejmé zavisi na volbé s. Dale se postupné voli mensi
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s a pocitd se N(y. Potom se hodnoty vynesou do log/log diagramu (pfesnéji do
log(N(5))/ log(2) digramu) a ziskané body se aproximuji pfimkou. Box-counting
dimenze je smérnice této primky. Z praktického hlediska je vhodné volit miizku
dvakrat hustsi nez v predchozim kroku. Tim ziskdme posloupnost N(27%), k =
0,1,2,.... Smérnice z log/log diagramu je potom ddna vzorcem

log N(2=%+1) —1og N(27F)
log 2k+1 — log 2k ’
ktery pri volbé logaritmu o zakladu 2 prejde na

N(2f(k+1))
N(27F)

Takto ziskdme smérnici vzdy mezi dvéma métrenimi. Pokud se pocet zapocitanych
bunék N(,) mezi dvéma po sobé jdoucimi méfenimi znasobi ¢islem 2P kde D je stale
stejné, pak box-counting dimenze je D.

Nyni si uvedeme definici Hausdorffovy dimenze, pomoci které nasledovné
nadefinujeme pojem fraktal. Pro tuto definici dimenze se omezime pouze na mnoziny
A, které jsou c¢asti euklidovského prostoru

log,

R"={z|x = (x1,...,2,),2; € R}

pro n prirozené. Déle je tireba zavést vzdalenost dvou bodi

a definujme jesté primeér mnoziny A jako

diamA = sup{d(z,y)|z,y € A}.

Jako posledni pojem zavedeme spocetné oteviené pokryti mnoziny A C R"™. Spo-
Cetny systém {Uy, Us, Us, . . . } otevienych podmnozin R" nazveme oteviené spocetné
pokryti mnoziny A, pokud

A C G Us.
i=1

Definice Hausdorffovy dimenze: Necht s a e jsou redlna kladna cisla. Potom
definujeme

hi(A) = inf {Z diam(U;)*|{Uy, Ua, . . . }je oteviené pokrytiA, Vi € Ndiam(U; < e} :
i=1
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Se snizujicim se € se mira moznych pokryti zuzuje, a proto se infimum zvysuje.
To ndm dovoluje psat

he(A) = lim h3(A)

Toto ¢islo se nazyva s-dimenzionalni Hausdorffova mira mnoziny A. Hausdorff
dokézal, Ze existuje ¢islo Dy (A) takové, ze

B (A) = oo pro s< Dy(A)
10 pro s> Dgy(A)

Toto ¢islo Dy (A) se nazyva Hausdorffova dimenze mnoziny A. Lze ho ziskat
pomoci predpisu

Dy (A) = inf{s|hs(A) = 0} = sup{s|hs(A) = co}.

Jinak je mozné Hausdorffovu dimenzi definovat i takto:
Necht K znaci délku celkového poctu N tseCek nutnych k aproximaci dané
kiivky. Pro délku K plati vztah:

K = N(E)ED ; kde D je Hausdorffova dimenze
Kdyz budeme délku tisecky € neustale zkracovat, potom plati:

ED

K = limN(e)e(D) = lim —
€

Pro D > 1 je délka K nekonec¢nd, jestlize je D < 1 potom K = 0.
Predstavte si, ze mate rozdeélit tisecku o délce jedné jednotky na pét stejnych
dilkd. Délka jednoho dilku bude tedy € = é Po zobecnéni to bude € = ﬁ Kdyz

budeme misto tisecky délit ¢tverec na 25 dilki, vzorecek bude vypadat stejné e =

%. Zde po zobecnéni je oviem € = ——. Podobné u krychle bude obecny vzorec
(©
1

vypadat € = Yo% Je mozné zapsat obecny vyraz:

1
€= W; kde D je dimenze objektu.

Po vyjadieni D:

log N(.
p - 108N

log %

kde N oznacujeme faktor zmény délky a % faktor zmény meétitka.
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2.2 Definice

»Neni vSechno zlato, co se tipyti®
lidové prislovi

Nejjednoduseji miuzeme definovat fraktéal jako nekonecné ¢lenity utvar, coz je
opak geometricky hladkého utvaru. Mimo této definice existuje i tzv. obecna definice
vyuzivajici sobépodobnosti:

,Fraktal je takovy utvar, pii jehoz zvétseni dostaneme opét stejny obraz, bez
ohledu na méritko.“

Jestlize vime, co je to topologickd dimenze a Hausdorffova dimenze, mtzeme
zde uvést definici fraktalu B. Mandelbrota, ktera je skutecnosti nejblize. Nutno
poznamenat, ze matematickd definice tohoto pojmu zatim neexistuje a ne vsichni
matematici se s touto definici ztotoznuji. Pro nase ucely je vsak dostatecna.

,Fraktal je mnozina, jejiz Hausdorffova dimenze je vétsi, nez dimenze
topologicka.*

2.3 Meéreni dimenze

,Cim vice je experiment vzdalen od teorie, tim blize je k Nobelové cené.“
Fréderic Jolliot-Curie

Nyni si ukazeme, jakym zptsobem je mozné spocitat Hausdorffovu dimenzi na
nékterych jednoduchych tutvarech, abychom lépe objasnili rozdil mezi topologickou
dimenzi a dimenzi Hausdorffovou. Nejprve za¢neme dimenze vyjadifovat pro objekty
znamé z klasické Euklidovské geometrie a pozdéji spocitame Hausdorffovu dimenzi
Kochovy vlocky.

Nejjednodussim netrivialnim prikladem bude ziejmé tisecka. Vytvorime tsecku,
ktera ma jednotkovou délku. Nyni tuto tisecku rozdélime na N dilt. To odpovida
tomu, jako bychom se na tsecku podivali s N-nasobnym zvétsenim. Métitko nové
usecky se tedy vypocita nasledujicim zptisobem:

1
N

kde s znac¢i méfitko a NV je pocet dili, na které se téleso (v nasem pripadé usecka)
rozdéli. Pro Hausdorffovu dimenzi obecné plati nasledujici podminka:

S =

NsP? =1

7 toho vyplyva, ze Hausdorffova dimenze se pro dané déleni N a dané méritko
s vypocita pomoci postupu:
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NsP =1
log NsP =1log 1
log N + logs” =0
log N + Dlogs =0
Dlogs = —log N

D= log N
log s
log N
D=2
log <
Po dosazeni vyse uvedeného vztahu s = % do vzorce D = % ziskame vysledek:
_logN  logN
~ logl  logN

Topologickou dimenzi tsecky samoziejmé zndme z Euklidovské geometrie: je
rovna jedné. Hausdorffovu dimenzi jsme nyni vypocitali a je také rovna jedné.
Hausdorffova dimenze se tedy rovna dimenzi topologické. Z vyse uvedené definice
fraktélu tedy vyplyva, Ze tsecka neni fraktal (pro fraktal musi byt Hausdorffova
dimenze ostie vétsi nez dimenze topologickd).

Dalsim typickym a soucasné velmi jednoduchym tvarem, jehoz Hausdorffovu
dimenzi budeme zkoumat, je ¢tverec. Zkonstruujeme c¢tverec, jehoz hrany budou mit
jednotkovou délku. Tento ¢tverec ma plochu taktéz jednotkovou. Po dvojnasobném
zjemnéni ¢tverec vypada tak, jako by mél ¢tyrnasobnou plochu. Méritko se tedy
musi zménit podle tohoto vztahu:

1
5= —
Nz
Hausdorffova dimenze ¢tverce se vypocita dle vzorce:

logN  logN 1
log:  logN2 5

Topologickd dimenze ¢tverce je rovna dvéma, nebot se jednd o plo$ny utvar
z Euklidovské geometrie. Hausdorffova dimenze ¢tverce je taktéz rovna dvéma, proto
¢tverec opét neni, za pouziti predchozi definice, fraktalem.

Pro vyssi dimenze vypada vypocet obdobné, napriklad pro krychli vytvorenou
v prostoru E3. S rozdélenim krychle na dily se vysledné krychlicky zmensi o tfeti
odmocninu z N. Méfitko se poté vypocita ze vztahu:
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1
N
Hausdorffovu dimenzi krychle je mozné vyjadrit nasledovne:

S

log N log N 1
p- 8 M. g B
log:  logNs 3
Topologické dimenze krychle je rovna tfem, nebot se jedna o tutvar v prostoru
E3. Hausdorffova dimenze krychle je taktéz rovna tiem, krychle tedy, podobné jako
usecka a ¢tverec, také neni fraktalem.

i

Obr. Iterace Kochovy kiivky Obr. Kochova kfivka trochu jinak

Nyni zkusime v nasem experimentu pokracovat a vypocitat Hausdorffovu di-
menzi Gtvaru, jehoz zjemnéni o jeden krok spociva v tom, ze se kazda tsecka pred-
choziho ttvaru nahradi dvéma tiseCkami se tfetinovou délkou a rovnostrannym troj-
thelnikem sestrojenym uprostfed mezi dvéma novymi tseckami. Tento objekt se
nazyva podle svého objevitele vlocka ¢i kiivka Helge von Kocha.

Pfi trojnasobném zjemnéni se délka kiivky zvétsi ¢tytikrat, proto Hausdorffova
dimenze neni celé ¢islo. Pro N = 4 se tedy méfitko musi zmensit na tfetinu:



KAPITOLA 2. TAK TROCHU JINA 31

N =4
Hausdorffova dimenze kiivky Helge von Kocha se vypocita jako:

D log N log4

= = >~ 1.262
log % log 3

Topologicka dimenze této kiivky je rovna jedné, Hausdorffova dimenze je vsak
vétsi nez jedna. Z toho vyplyva, ze kiivka Helge von Kocha je fraktalem.

—lW
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s=1/8 N(s) =48 s=1/16 N(s) = 140
Obr. Ukazka pouziti mrizky

Nyni si na prikladu ukazeme vypocet miizkové dimenze. Objekt, jehoz dimenzi
se snazime zjistit, umistime na m¥izku se 64 policky, pficemz 16 policek ndm ziistane
volnych a do 48 objekt zasdhne. Tedy mame prvni dvé hodnoty:

1

log— =1log8 a
s

log N(5) = log 48

Zjisténé hodnoty logaritmil zaneseme pro nazornost do grafu a potom hustotu
miizky zdvojnasobime. Sledovany objekt pak zasahne do 140 policek z celkovych
256. Dalsi hodnoty pro vypocet smérnice jsou tedy:

1
log — =log1l6 a
s
log N(s) = log 140
Smeérnice primky je tedy:

log 140 — log 48 _, 0.465

= = 1.55
log 16 — log 8 0.3
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log N(s)
F

I/
e

.6 /

1.4

-
0,7 09 1.1 1.3  log(1/s)

Obr. Graf k mfizkové dimenzi

V nasledujici tabulce je pro zajimavost uveden odhad Hausdorffovy dimenze
nékterych prirodnich utvari.

prirodni objekt | odhad fraktdlni dimeze
Sierpinského trojahelnik | 1.5850
Sierpinského koberec | 1.8928
Cantorovo diskontinuum | 0.6309
Kochova vlocka | 1.2618595
Hilbertova kiivka | 2
pobtezi | 1.26
povrch mozku cloveka | 2.76
neerodované skaly | 2.2 - 2.3
obvod 2D primétu oblaku | 1.33
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Typy a generovani

Tuhle ti ddm ten hrneéek. KdyZz ho doma postavi$ na stil a feknes: , Hrnecku, vai!“
navafi ti tolik kase, co budes chtit.
K. J. Erben, Hrnecku, var!
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Podobné jako v ostatnich védnich disciplinach se i ve fraktalni geometrii zacaly po
uréitém case rozliSovat jednotlivé typy fraktali, pricemz fraktaly stejného typu maji
shodné své nejvyznamnéjsi charakteristiky. Toto rozliSovani neni zavedeno pouze
kvili systematicnosti, ale i proto, ze jednotlivé typy fraktalt jsou vhodné pro feseni
pouze urcitého okruhu problémt. Také vlastni zptisob generovani fraktald se lisi
podle typu fraktalu, pricemz fraktaly stejného typu se vétsinou generuji s vyuzitim
podobnych algoritmi.

o L-systémy
e IFS
e Dynamické systémy s fraktalni strukturou

e Nahodné fraktaly

3.1 L-systémy

Néazev L-systémy vznikl budto z anglického souslovi LOGO-like turtle, nebo podle
botanika Aristida Lindenmayera, ktery je pouzil jiz v roce 1968 pro simulaci vy-
voje mnohobunécénych organismiti. Takze v nékteré literatufe jsou také oznacovany
terminem Lindenmayerovy systémy. Pro L-systémy se nékdy pouziva i ozna-
¢eni fraktalni krivky. Nicméné LOGO je programovaci jazyk, ve kterém se pomoci
jednoduchych ptikazii daji pomoci zelvy kreslit rtizné obrazce. Podstatou tvorby
L-systémi je prepisovani fetézci podle uréitych pravidel (gramatik). Kazdému ter-
minalnimu symbolu (znaku, jez se nepfepisuje) v Fetézci je pfifazen jisty geomet-
ricky vyznam, napiiklad transformace ¢i generovani objektu. Z toho, jak se fraktal
generuje, je ziejmé, ze jde o deterministicky postup a vysledny fraktal je tedy téz
deterministicky. Podivejme se nyni, jak se L-systém generuje.
Deterministicky bezkontextovy L-systém je usporadana trojice:

G = [V, P, 5], kde

e U/ je konecna abeceda symboli

e P je konefnd mnozina pravidel tvaru A — B; A € V; B € V* tj. mnoziné
vSech Tetézci

e S je axiom: neprazdnd posloupnost symbolt S € V1 tj. mnoziné vSech ne-
prazdnych fetézct
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Determinismus tohoto L-systému prameni z podminky, ze v mnoziné P nesméji byt
dvé pravidla se stejnou levou stranou. Pti prepisovani tedy vzdy presné vime, které
pravidlo pro prepis vybrat.

Derivace (—) fetézce A € V* znamena paralelni pfepsani vsech symbola X € A
fetézce V' z pravé strany pravidel z mnoziny P.

Naptiklad prvni dvé derivace L-systému G:

G=[{AF - +},{A>F—-—F—-—-FF—>F+F——F+F+—+,—— —} A

s axiomem A maji podobu:

A—>F-—F——-F—F+F——F+F——F+F——F+F——F+F——F+F.

Posledni posloupnost symbolti ziskana v posledni derivaci se ve druhém kroku ge-
ometricky interpretuje. K tomu se pouzivé takzvana Zelvi grafika (turtle graphics),
ve které Zelva reprezentuje pomyslné kreslici zafizeni.

Zelva je definovana svym stavem a tabulkou akci. Stav se sklada ze dvou prvki,
z polohy Zelvy a z jeji orientace. Zelva ¢te sekvenéné Fetézec a pomoci tabulky
akci interpretuje jednotlivé symboly jako pfikazy. Pro uplné zadani tedy musime
pritadit kazdému symbolu jeho vyznam. Oproti pfedchozimu systému mame ptridany
symboly ().

symbol | vyznam

F' | posun zelvy dopredu

B | posun zelvy dozadu

+ | natoceni zelvy doleva

— | natoceni zelvy doprava
(| uschovani stavu zelvy do zasobniku
) | obnoveni stavu zelvy ze zasobniku

Pomoci téchto prikazi dovede zelva kreslit riizné rostliny, stromy, feky atd. Za-
lezi jen na vhodné volbé startovaciho symbolu a prepisovacich pravidlech. Zajimavé
obrazce s fraktalni strukturou se zacnou tvorit, jestlize v jazyce LOGO pouzijeme
rekurzi, coz odpovidé iteraci v gramatice (na pravé strané prepisovaciho pravidla
gramatiky je nontermindlni symbol shodny se symbolem na levé strané pravidla).
Jednou z moznosti, jak klasické L-systémy rozsitit, je pouziti vice zelv a zavedeni
novych symboli pro soubézné nebo samostatné tizeni téchto zelv. Za pomoci L-
systémil lze generovat fraktaly, které se podobaji rostlinam, stromtim a dalsim pri-

vvvvvv

plosnych i prostorovych textur.



KAPITOLA 3. TYPY A GENEROVANI 36

Obr. Ukazka struktur generovanych pomoci L-systémi

Samoziejmeé zZe existuje vice druhti L-systémi, ale obecna klasifikace nebyla do-
sud zavedena. Pokusy o ni stale vychazeji z konkrétnich oborti, kde jsou L-systémy
pouzivany. Za nejpresnéjsi a nejobecnéjsi metodu jejich tiidéni mtizeme povazovat
rozdéleni podle zptisobu jejich generovani. Podrobné rozdéleni téchto systémi véetné
jejich pfesnych definici 1ze nalézt v [09], kam si dovolim ¢tenafe odkazat, nebot se
domnivam, ze pro tuto praci neni nadefinovani podskupin L-systémt stézejni. Ty-
pickym pfikladem L-systému je Peanova a Hilbertova kfivka nebo Kochova vlocka.
Tento druh fraktélu je vyuzivan v biologii, geologii a podobnych ptirodnich védach.
Jejich plnému vyuziti zatim brani nedostatek tidaji presné popisujicich morfolo-
gii prirodnich objektti. To se projevuje zejména tehdy, kdyz vyzkum vedeme ,do
hloubky* a nestaci nam jen prosté zobrazeni.

Obr. Struktury generované parametrickym L-systémem s odlisnymi hodnotami
parametri

3.2 1IFS

Nazev IFS systémi je odvozen z ptivodniho anglického oznaceni Iterated Function
System, Cesky lze tento nazev pielozit jako systém iterovanych funkci. Prvni pu-
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blikace, které se tykaly IF'S systémi, vydali v roce 1985 Demko a nasledné pak v roce
1987 Barnsley. Tvorba obrazkid pomoci IFS systémil patii mezi generativni metody
vytvareni fraktali, kterou fadime mezi metody deterministické. Algoritmus pro ge-
nerovani IFS fraktald vSsak mutze byt jak deterministicky, tak nedeterministicky.
Oboje paradoxné vede ke stejnému vyslednému fraktalu, pouzijeme-li dostatecny
pocet iteraci. Prace se systémy IFS predstavuje jednu z ¢asto pouzivanych aplikaci
proceduralniho modelovani téles. Ve velkém mnozstvi ptipadi se vSak jedna o pouhy
podptirny nastroj bez dalsi navaznosti na celé trojrozmérné scény.

Obr. Fraktaly vytvorené pomoci IFS

Pti definici IFS se vychazi z teorie pevnych bodi, ktera je aplikaci Banachovy
véty o pevném bodu:
Necht U je metricky prostor s metrikou d a f je funkce:
f+A —U pricemzA €U

Jestlize méa funkce f bod x( takovy, ze plati:

f(wo) = Zo,

pak se xg nazyva pevny bod.
Jestlize je A C U a funkce f : A — A, pficemz existuje urcitd konstanta ¢
(nazyvana kontrakéni faktor), pro kterou plati 0 < § < 1, potom:

d[f(z), f(y)] < éd[z,y] a funkce f se nazyva kontrakce.
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Proména d v naSem piipadé znamend vzdalenost, at uz jakkoliv definovanou.
Z toho vyplyva, ze IFS mohou byt definovany nad jakymkoliv prostorem, ktery ma
definovan pojem vzdalenosti. Naptiklad pro Euklidovu metriku plati:

d= /22 +y2,Vn inN

Po k iteracich potom plati:

d[f(k) (), zo < 6Fd[z, 2]

Jestlize vezmeme v ivahu tu skutecnost, ze kontrakéni faktor lezi v rozsahu od
nuly do jedné, potom limita pro k iteraci, pro k blizici se k nekonec¢nu, je rovna nule,
tedy:

lim df® (z),ze] =0

k—o0

D4 se dokéazat véta tvrdici, ze pevny bod pro danou kontrakci existuje prave
jeden. Touto problematikou se zabyva takzvany teorém pevného bodu:

Jestlize je f kontrakce s kontrakénim faktorem § na A lezici v U, potom existuje
pravé jeden pevny bod zq lezici v A, pricemz

d[l'k, Xo] < 5kd[$0, .I'()]

IFS je potom kone¢na mnozina kontrakci definovanych na celém prostoru U,
jedné se tedy o funkce U — U (tedy na sebe samu). Srovnanim rovnic pro IFS
transformace a rovnic pro sobépodobnou mnozinu dojdeme k zavéru, ze aplikaci IF'S
vznikne sobépodobna mnozina. Z téchto rovnic déale vyplyva, ze IFS tvoii fraktal.
Urcit Hausdorffovu dimenzi tohoto fraktalu lze jen pii zadanych transformacich
tvoricich TF'S. Obecné lze vsak Tici jen, Ze pro rovinné transformace mize mit IFS
Hausdorffovu dimenzi od 0 do 2.

Pro bézné pouziti IFS vSak uvazujeme pouze omezenou mnozinu transformaci.
Tyto transformace maji afinni povahu, tzn., Ze se skladaji z nasobné a pricitaci

matice.
w (x) = (a b) (x) + <6> kde z,y jsou souradnice
y a d y f 7y J M

Afinni transformace maji tu vlastnost, ze jsou linearni, to znamena, ze pri aplikaci
takovéto transformace na tisecku vyjde rovnéz tsecka. Pouziti tohoto typu transfor-
maci znacné zjednodusuje vSechny vypocty, které mizeme provadét s [F'S mnozinou.
Transformace musi spliiovat jesté jednu podminku, musi byt kontrakcemi. To zna-
mena, ze po aplikaci transformace na libovolné dva body, bude nova vzdalenost bodt
mensi nez puvodni vzdalenost bod.
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Transformace v Euklidové prostoru definujeme takto:

d(0(X) = o(Y)) < sd(X —Y)
kde d(X) je Euklidova metrika, X a Y jsou libovolné dva body a ¢(X) a ¢(Y)

jsou transformované body.
Podle velikosti koeficientu s pak urcujeme typ transformace jako:

e 5 < 1:¢ jezmenSeni (kontrakce)
e s=1:¢ je symetrie
e s> 1:¢ jezvétSeni (extrakce)

K mnoziné zobrazeni S = ¢1, ¢, ... ¢, nalezi jesté mnozina pravdépodobnosti
P =pi,p2,...pn,pi > 0. Pro tyto pravdépodobnosti musi platit podminka jednot-
kového souctu:

> pi=1
i=1
Mnozina S je pramérné kontraktivni, pokud plati podminka:

sit.sh? o oishn < 1

Plati-li predchozi vztah, potom usporadanou dvojici

IF'S = ({(Zﬁ, 02, . . -Cbn}a {pl,pQ, .. -Pn})

nazveme systémem iterovanych funkei (IFS).

A

Obr. Iteracni metoda na Sierpinského trojuhelniku
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Dalsi zpiisob je na predstaveni mnohem jednodussi. Jedna se o prosté iteracni
metodu, jednoduse predstavitelnou jako kopirovaci stroj se sadou cocek, které obraz
vstupu zmensuji a vytvareji prekryvajici se kopie originalu. Vystup je pak priveden
opé€t na vstup a tak ,kopirka“ pracuje iteracné. Jako ptiklad vezméme opét Sierpin-
ského trojuhelnik. Nejprve tedy mame obecny, nejlépe ale rovnostranny trojuhelnik.
Nyni narysujeme stfedni pricky, ¢imz pocatecni trojihelnik rozdélime na ¢tyti casti
a pak prostfedni vyjmeme. Ziskame tii kopie piivodniho trojuhelniku a na né apli-
kujeme stejné pravidlo. Po dostatecném poctu iteraci dostaneme fraktalni utvar.
Metoda je trivialni a je nazorn€jsi, protoze uz od pocatku vidime obrysy cile. IFS
fraktall je samoziejmé mnoho, nejenom Sierpinského trojuhelnik, jako dalsi priklady
lze uvést Sierpinského koberec, Barsleyovu kapradinu a spousta dalsich. Systémy ite-
rovanych funkci tvofi velmi diilezitou skupinu linearnich deterministickych fraktali.
Jejich nejdilezitéjsi aplikaci je v soucasné dobé takzvana fraktalni komprese dat.
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Obr. Fraktaly vytvorené pomoci IFS

3.3 Dynamické systémy s fraktalni strukturou

Dynamické systémy tvori tu kategorii fraktali, kterda ma v technické praxi nejsSirsi
uplatnéni, ale na rozdil od predeslych dvou typt je nelze vétsinou pouzit pro zkou-
méani p¥irodnich objektt. Casto vSak vytvareji fascinujici obrazce, a proto jsou nej-
znaméjsi. Dynamicky systém je matematicky objekt, jehoz stav je zavisly na néjaké
nezavislé veli¢iné, vétsinou to byva na case. Odtud je také odvozovan nazev téchto
systémil. Dynamicky systém vychazi z poc¢atecnich podminek a je jimi v ¢ase deter-
minovan. Jak jiz vime, existuji dynamické systémy, které se po urcitém case neustali
v pevném stavu, ale ani nediverguji. Tento pripad, ktery v urcitych ohledech piipo-
mind iraciondlni ¢isla, mé vétsinou fraktalni dynamiku a oznacuje se (pro nékoho
nesmyslnym) terminem deterministicky chaos.
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Dynamicky systém je popsan pomoci dynamickych podminek, které popisuji
zmeénu tohoto systému v case. Stav systému v libovolném ¢asovém okamziku je po-
tom reprezentovan vektorem, ktery lezi ve stavovém prostoru dynamického systému,
nazyva se stavovy vektor. Dynamické podminky jsou vétsinou zadany soustavou
diferencialnich rovnic, které popisuji zménu stavového vektoru v case. Zména stavu
dynamického systému se déje feSenim téchto diferencidlnich rovnic a nahrazenim
starého stavového vektoru novym.

Typickym prikladem dynamického systému s fraktalni dynamikou je vypocet
populac¢niho ristu, ktery ma tu zajimavou vlastnost, ze volbou jediného parametru
lze urcit, zda bude systém ustaleny, oscilujici nebo chaoticky. Pii zkouméani dyna-
miky populac¢niho riistu byly také objeveny nékteré konstanty, které maji obecnou
platnost, podobné jako napriklad konstanta m nebo zaklad prirozenych logaritmi e.
Dynamické systémy s fraktalni strukturou existujii v komplexni roviné. Z téchto sys-
témi jsou asi nejvice znamé Juliovy mnoziny a Mandelbrotova mnozina. Exis-
tuje i rozsiteni Juliovych mnozin a Mandelbrotovy mnoziny do hyperkomplexniho
prostoru. Dalsim notoricky znamym piikladem dynamického systému je Lorenzovo
vodni kolo. Existuji i jiné fraktaly generované pomoci dynamickych systému, na-
priklad King’s dream, ktery vymyslel Clifford Pickover ¢isté z estetického hlediska.

Obr. Fraktal King’s dream
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Zmalost toho, zda néjaky systém je ustaleny, ¢i zda sméfuje k chaosu, je velmi
dulezitd pro vypocty nad timto systémem. Pro chaoticky systém (nebo fraktalné
dynamicky systém) nelze predpovédét stav systému ve vzdalené budoucnosti (aZ na
jednu zndmou vyjimku). A to ani kdybychom simulovali cely vyvoj systému, protoze
moznosti a kapacity vypocetni techniky jsou omezené. Taktéz plati, ze dynamické
systémy jsou obecné velmi zavislé na pocatecnich podminkach, takze i nepatrna
zména pocatecnich podminek ma za nasledek odlisné chovani systému v budouc-
nosti.

7 hlediska pocitacové grafiky je nejzajimavéjsi vhodnym zpiisobem vizualizovat
néjakou vlastnost dynamického systému - v pripadé systémi v komplexni roviné se
miize jednat naptiklad o pocet iteraci. V soustavé souradnic testujeme riizné hod-
noty, které dosazujeme do puvodni rovnice. Na jeji vysledek aplikujeme iterativné
stejné pravidlo. Pravou stranu dosadime do levé a tak stale pokracujeme. Z toho vy-
plyva, ze vysledku bychom se dobrali az v nekonecném c¢ase. V praxi se tedy stanovi
limitni hranice pro pocet iteraci. Pokud atraktor jasné sméruje do své oblasti pii-
tazlivosti, vypocet ukonc¢ime a bod pro vétsi efektivitu obarvime pfislusnou barvou
podle poctu iteraci. Pokud dosdhneme limitni hodnoty, pak bod obarvime impli-
citni barvou. Generovani téchto fraktali tedy neni zcela exaktni, zavisi na poctu
iteraci. Ovsem ¢im vétsi kvalitu pozadujeme, tim vétsi naroky klademe na hardware
pocitace.

V predchozim odstavci jsme pouzili pojem atraktor, ktery je tfeba podrobnéji
objasnit, nebot ma u dynamickych systémt zasadni vyznam. Vlastné uz pii zobra-
zovani IFS systémil vétsinou vykreslujeme pravé atraktor tohoto dynamického sys-
tému. Atraktor dynamického systému je mnozina stavi, do kterych systém smétuje.
Jinymi slovy se jednd o mnozinu hodnot, kterych mtize nabyvat stavovy vektor dy-
namického systému po dostatecné dlouhém casovém tiseku od chvile, kdy je systém
inicializovan. Atraktory rozdélujeme do nékolika zakladnich t¥id:

atraktorem systému miize byt mnozina pevnych bodi;
e atraktorem mize byt mnozina periodickych bodi;

e atraktorem mize byt mnozina kvaziperiodickych bodi;
e atraktor je chaoticky;

e atraktor je ,,podivny“.
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Obr. Lorenziv atraktor

Jsou-li atraktorem dynamického systému pevné body (resp. mnoZina pevnych
bodt), jednd se o nejjednodussi piipad, protoZe se systém v nekonecném ¢ase ustalil
v néjakém stabilnim stavu, ktery je mozné dopredu vypocitat. Jsou-li atraktorem
periodické body(resp. kvaziperiodické body), jde také o vcelku jednoduchy pii-
pad. Systém se totiz po urcité dobé ustali tak, ze osciluje mezi nékolika stavy a ty
mohou a nemusi byt analyticky vyjadfitelné. Je-li atraktor chaoticky, znamena
to, ze vysledny stav systému nelze v podstaté nijak doptedu predpovédét. To muze
byt zptisobeno mimo jiné tim, Ze je systém velmi citlivy na pocatecni podminky.
Chaoti¢nost v tomto pripadé neznamena nahodnost, protoze se stale bavime o sys-
témech deterministickych. Podivny atraktor je z hlediska fraktalni geometrie nej-
zajimavéjsim pripadem atraktoru. Tento typ atraktoru mize vzniknout tehdy, je-li
systém popsan soustavou alespon tii diferencialnich rovnic. Takovy systém muize mit
velmi komplikovany atraktor, ktery sice bude vykazovat vlastnosti pravidelného, ale
soucasné i chaotického atraktoru. Termin podivny atraktor neni jesté presné mate-
maticky definovan, ale povazujeme za néj takovy atraktor, ktery vykazuje vlastnosti
do jisté miry shodné s témi, jaké maji fraktaly. Dale plati, Ze vSechny chaotické
atraktory jsou soucasné podivnymi atraktory, opacna implikace vSak neplati.
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3.4 Nahodné fraktaly

Pomérné velkou skupinu fraktald tvori fraktaly nepravidelné. Zatimco vSechny pied-
chozi typy fraktald byly v urc¢itém smyslu symetrické, nepravidelné fraktaly jsou
generovany algoritmy, do nichz je vnesena nahoda. Tento typ fraktali také umoz-
nuje nejlepsi popis prirodnich objektt. Zatimco pii generovani stromu klasickym
L-systémem nebo IFS kolazi dostaneme jako vysledek perfektné symetricky strom,
je skutecnost uz na prvni pohled zcela jina. Strom rostouci v pfirodé ma nepravi-
delné délky a tloustky vétvi, thel rustu vétvi také neni vzdy stejny, strom rostouci
v lese ma jiny tvar nez tentyz druh stromu rostouci osamocené apod. Proto je velmi
vhodné zavést do generovani fraktalti nahodu. Zptsob, jakym se ndhodnost bude
podilet pii generovani fraktalt, bude vzdy urcovat tvar fraktalu a mimo dalsi cha-
rakteristiky i jeho Hausdorffovu dimenzi. Pro generovani nahodnych ¢isel se pouziva
napfiklad Gaussovsky generator nebo generator bilého sumu.

Ve strucnosti se na tyto dva generatory podivame podrobnéji. Generator nahod-
nych ¢isel generuje ¢isla vzdy z daného intervalu. Je tedy zarucené, ze vygenerovana
¢isla neprekroci meze daného intervalu < a,b >. Dulezité je, Ze generator generuje
¢isla s urcitym statistickym rozdélenim. Nejjednodussi je generator bilého Sumu,
ktery mé rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti a pravdépodobnostni funkce f(x)
je definovana takto:

h pro xe€<a,b>

flz) = { -
0 jinak

Pravdépodobnostni funkce f(z) ¥k, s jakou pravdépodobnosti bude vygenero-

vané ndhodné ¢islo x. Pro praktické ucely se vétSinou pouziva Gaussovsky gene-
rator, ktery méa tvar:

fo) = — e 25
oV 2w
kde o je rozptyl, ktery vyjadiuje ,ostrost“ generatoru a u je stiedni hodnota,
kteréa je ¢islo generované s nejvéetsi pravdépodobnosti. Vyhodou tohoto generatoru je,
ze Gaussovskému rozlozeni odpovida vétsina pfirodnich jevi, jako je vyska stromt
vybraného druhu, pocet narozenych mladat u saved, inteligencéni kvocient u lidi a
apod.
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Obr. Ukazka Nahodného fraktalu

Nahodné fraktaly miizeme vytvaret vice zptusoby. Prvni zptisob spociva v nahod-
ném presouvani bodu, ktery za sebou zanechava stopu bud v plose, nebo v prostoru.
Tedy simulaci Brownova pohybu. Druhy zpiisob spoc¢iva v pouziti metody presou-
vani stfedniho bodu a tteti zptisob vyuziva spektralni syntézu.

Simulace Brownova pohybu vytvari fraktalni objekt, jehoz Hausdorffova di-
menze je umérna absolutni velikosti zmény pri jednom kroku iterace. Tato metoda se
pouziva napriklad pri generovani tokt ek, neni vSak prilis vhodné pro trojrozmérné
objekty. Také vytvareni obrazu diftze je zalozeno na Brownové pohybu.

Mezi typické metody generovani stochastickych fraktalt patii metoda presou-
vani prostfedniho bodu, a to jak na plose, tak i v prostoru. V jednoduchosti lze
tuto metodu popsat jako rekurzivni déleni tsecky (pii praci v plose) na polovinu
s pfesouvanim prostfedniho bodu o ndhodné ¢islo (s gaussovym rozlozenim pravdé-
podobnosti). Po¢atecéni iterace daji objektu hlavni tvar a dalsi vytvoii zvrasnéni a
detaily. Nakonec se kiivka vyhladi a vytvori se eroze. Tato metoda se velmi casto
pouziva v pocitacové grafice k vygenerovani takzvaného vyskového pole a nasledné
vizualizaci prirodni krajiny. Volbou maximalni odchylky pfi posunu prostiedniho
bodu lze potom ménit celkovy raz krajiny od pousté az po velehory s rozeklanymi
vrcholky.
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Obr. Vizualizace metody presouvani prosttedniho bodu

Dalsi ¢asto pouzivanou metodou je spektralni syntéza, ktera vychézi z prin-
cipu vypoc¢tu Fourierovy tfady. Metoda spociva v tom, ze ndhodné vygenerujeme
Fourierovy obrazy, které maji spektralni hustotu imérnou zadané Hausdorffové di-
menzi. Potom provedeme inverzni Fourierovu transformaci s témito koeficienty (pfe-
vod z frekvenéni oblasti do oblasti ¢asové). Vysledkem je fraktalni objekt. Vizuali-
zace tohoto postupu na obrazku snad alespon trochu pfiblizi jeho priibéh i slozitost.
Pomoci této metody 1ze generovat hory ¢i povrchy planet. Velkou vyhodou je, ze lze
pfimo zadat pozadovanou Hausdorffovu dimenzi vysledného objektu.

Obr. Vizualizace syntézy krajiny
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Fraktaly v dnesni praxi

,»OVet je napsan jazykem matematiky.“
Galileo Galilei
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Fraktalni geometrie postupné piechazi z faze objevovani do faze praktického
vyuziti. Spousta jevi v realném svété je zavisla na nahodé. Od pocasi, chemickych
reakci az po sociologii nebo ekonomiku. Védci se odjakziva pokouseli popsat tyto
jevy matematickymi vztahy, ale az moderni matematice se v nich dafi nachéazet
principy jejich chovani. Zaslouzil se o to hlavné B. B. Mandelbrot, ktery zjistil, ze
se v chaosu vyskytuji nékteré fraktalni zasady. Predevsim je chaos sobépodobny i
sobéptibuzny, takze nezalezi na zvoleném meéritku ¢i thlu pohledu a stale se jedna
o chaos.

Fraktaly se vyuzivaji v biologii, chemii a mediciné pro modelovani rtznych
procest. Metody vyvinuté teorii chaosu se osvédc¢uji u mnoha biologickych a fyzi-
ologickych problémii, tykajicich se ¢lovéka, napt. tzv. chaotické filtry uméji oddélit
EKG signal plodu od celkového signalu EKG matky a dalsiho Sumu. Pokud je EKG
signal srdce naprosto periodicky, jedna se ¢asto o patologické stavy, naprt. fibrilaci.
Jisté studie se zabyvaji i moznou fraktalni strukturou nasi genetické informace - nuk-
leovych kyselin DNA a RNA. Posledni dobou se fraktalni geometrie vyuziva i pfi
zkoumani vlastnosti krve, kdy se méri Hausdorffova dimenze jejich castecek. Nékteti
odbornici také zkoumaji, zda ma néjakou souvislost Hausdorffova dimenze povrchu
mozku a inteligence ¢lovéka ¢i jeho pamétové schopnosti, protoze povrch mozku je
tvofen mozkovymi zavity, které svym poc¢tem a clenitosti urcuji rizné schopnosti
mozku, napiiklad pamét ¢ inteligenci.

Jednim z problémi, které tzce souvisi s fraktaly a dynamickymi systémy, je
takzvany problém t¥i téles. Jde o tlohu z klasické newtonovské fyziky, kterou jsme
nastinili jiz vySe. Problém tii téles je definovan tak, Zze mame ve vesmiru tii télesa
a dané pocateéni podminky (tedy polohu téles, jejich hmotnost, po¢atecni rychlost
a smér pohybu). Mame analyticky vypocitat polohu téles v libovolném okamziku.
Bylo dokazano, Ze tento problém neni analyticky feSitelny, coz je jisté zajimavé,
protoze problém dvou téles je v newtonovské mechanice az trivialné jednoduchy. Pri
studiu pohybu tii téles se ukazalo, Ze se télesa pohybuji po ¢astecné chaotickych
drahéch a jsou pfitahovany k urcitym bod@m na své draze, k atraktorim. V tomto
pripadé k podivnym atraktorim.

Také Brownuv pohyb mé fraktalni strukturu. Brownav pohyb vznika chao-
tickym pohybem castecek v hmoté, ktery je zptisoben nenulovou teplotou télesa.
Browniiv pohyb lze sledovat naptiklad pii michani dvou kapalin ¢i plyni, ale lze ho
i pomérné vérné simulovat na pocitaci s vyuzitim fraktalni geometrie.

Podrobné Nzkouména byla a je predevsim ekonomika. Vyvoj trhu mé totiz
fadu chaotizujicich faktort. Mezi roky 1935 a 1947 pravidelné sledoval R. N. El-
liot hodinové data na New Yorské burze. Diky shromazdénym tdajim byl schopen
popsat chovani trhu. Po ném byla pak nazvana tzv. Elliotova vina. Bylo prokazano,
ze Elliotovy vlny jsou fraktaly, protoze je jedna Elliotova vlna tvofena mnoha dal-
Simi a nezalezi na méfitku pohledu. Maji dvé faze, které se cyklicky opakuji. Jsou
to impulsni (ve sméru trendu) a korekéni faze (proti sméru trendu). Impulsni faze
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ma t¥i vzestupné viny s péti zlomy a korek¢éni ma dvé viny se tfemi zlomy. Plati, ze
po patém zlomu impulsni faze prijde faze korekéni a po tfetim zlomu korekéni faze
prijde faze impulsni. Problémem je, Ze ne vSechny Elliotovy vlny musi mit vSechny
nalezitosti. Casto se vyskytuji nejriiznéjsi deformace.

Velmi zajimavou fyzikalni oblasti, ve které byly objeveny fraktaly, je zkoumani
zmény stavu nékterych materidli. Podrobné byla studovana napiiklad zména stavu
magnetického materidlu na material nemagneticky. Material je usporadan z elemen-
tarnich magnetti, které v zavislosti na teploté urcuji, zda je material magneticky
¢i nikoliv. Pti nizkych teplotach je material jako celek magneticky, ale pti mikro-
skopickém pohledu existuji jisté lokalni fluktuace, kde nejsou elementarni magnety
usporadané. Naopak, za dostatecné vysoké teploty je material jako celek nemag-
neticky, ale existuji domény, kde jsou elementarni magnety usporadany. Vlastnost
magnetismu je tedy zavisla na ,méritku pohledu“ na material. Pii kritické teploté
(takzvand Curieova teplota) material prechazi z magnetického stavu do nemagne-
tického a naopak. JestliZze je material zahtan pfesné na tuto teplotu, vypada stejné
ve vSech méfitkach a ma fraktalni strukturu. Pii této teploté také nemutzeme jed-
noznacné dokazat, zda je materidl magneticky ¢i nikoli. Tato fraktalni struktura
existuje napiiklad i pfi zméné skupenstvi latky, jako je tani ledu ¢i vyparovani vody.
Zékladni stavy hmoty jsou z makroskopického hlediska tii (pevné, kapalné, plynné),
muzeme vsak pfidat i plazmu a dalsi (napfiklad degenerovana hmota). Z mikrosko-
pického hlediska je ovSem téchto stavi mnohem vice a prechody mezi témito stavy
nejsou skokové. Fraktalni strukturu hmoty potom mizeme vidét pti prechodu hmoty
z jednoho stavu do stavu druhého.

Pravdépodobné nejvétsi uplatnéni ma fraktalni geometrie a fraktaly v pocitacové
grafice. Pocitacova grafika dava védciim aparat, pomoci kterého mohou fraktaly
detailné zkoumat, a naopak pocitacova grafika hojné vyuziva poznatkid vyplyvaji-
cich ze zkoumani fraktald. S rozvojem grafickych schopnosti poc¢itact se stale vice
ukazovalo, Ze je zapotiebi objevit nové postupy, jak modelovat pfirodni objekty.
V principu jsou mozné tii rtizné zpusoby zadavani dat pro modely.

Prvnim zptsobem je modelovani objektti animatorem. Pro tento zptsob se dlou-
hou dobu vytvarely modelovaci programy typu CAD a CAM. V pfipadé modelovani
technickych a geometrickych predmétt je tento zptisob ideadlni. Problém nastava
nebo stromy. Mnozstvi vytvarenych dat je obrovské a vynalozend prace vétsinou
neodpovida kvalité a vérohodnosti vysledku.

Druhym zptisobem je pfimé sniméni (skenovéani) daného objektu. Tato metoda
mé své uplatnéni, ale neni vyhodna ve vSech ptipadech. Prostorové (trojrozmérné)
skenery jsou drah& zarizeni, kterda maji omezenou rozliSovaci schopnost. Také jsou
schopny skenovat pouze objekty urcité velikosti a struktury. Napriklad skenovani
hory ¢i stromu je nemozné. Také objekty, které maji velkou clenitost, je obtizné
skenovat (hlava ¢lovéka s vlasy). Mnozstvi vystupnich dat, kterd vychazeji po na-
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skenovani, je obrovské, protoze je objekt reprezentovan malymi trojahelnicky. Proto
se tato metoda pouziva jen pro urcity okruh problémi a je vyhrazena jen CAD
pracovistim, kterd maji moznost si toto drahé zarizeni poridit.

Treti zptisob spociva ve vyuziti takzvaného proceduralniho modelovani. Anima-
tor nezadava piimo tvar objektu, ale zptisob, jakym bude objekt generovan. Tato
metoda méa tu prednost, ze objem zadavanych dat je vétsinou maly a vysledny objekt
lze modifikovat zménou pocatecnich podminek a tak lze vytvaret zajimavé animace,
jako je naptiklad rist stromi. V této oblasti neexistuje lepsi zptisob, ktery by daval
vérohodnéjsi vysledky. Nevyhodou je nutnost vybéru spravné metody pro generovani
urcité mnoziny objektti a také nutnost pochopit, co ktery parametr znamena a jak
se projevi na vysledném tvaru objektu. P¥i vytvafeni objektu (zadavani parametrii)
neni piimo vidét vysledek, pracuje se tedy metodou pokus — omyl. Pti procedural-
nim modelovani se mimo jiné pouzivaji i fraktaly. Fraktaly 1ze v pocitacové grafice
vyuzit naptiklad ke generovani pfirodnich atvard, jako jsou stromy, rostliny, hory,
mraky, kameny atd.

V odvétvi rozpoznavani obrazu se asi nejdale zatim dostalo rozpoznavani
pisma. Presto jsou nejmodernéjsi technologie schopné rozpoznavat s vysokou aspés-
ktery by byl schopen uspokojivé rozpoznat pismo dvou rtznych lidi.

Systémy iterovanych funkei tvoii z hlediska uziti v praxi velmi dtlezitou sku-
pinu linearnich deterministickych fraktalt. Jak uz bylo dfive feceno, prvni publikace
o IFS publikoval Demko v roce 1985 a Barnsley v roce 1987. V obou publikacich
autofi predkladaji prakticky navod, jak pouzivat IFS pro generovani textur. IFS se
skutecné pouzivaji pro tuto ¢innost a to i v béznych aplikacich, jako jsou napii-
klad pocitac¢ové hry. Obrovskou vyhodou fraktalu je jejich pamétova nenaroc¢nost.
Data pro texturu, kterd ma byt generovana fraktalem, maji velikost né€kolika byt
nebo desitek bytt, oproti bézné bitmapé s velikosti fadové stovky kilobytt. Také je
mozno texturu zobrazit v rtznych velikostech, aniz by bylo vidét néjaké zkresleni,
které bézné nastava u bitmapovych textur.

Pozdéji se metoda IFS ukazala jako mimofadné vyhodna pro kompresi dat,
jelikoz jedna transformace je v tomto piipadé zapsana pouze pomoci osmi ¢isel, a
to Sest ¢isel na zapsani transformace a dvé ¢isla na zménu kontrastu a jasu. Metodu
IFS vyuziva mimo jiné i graficky format FIF. V porovnani s ostatnimi grafickymi
formaty dosahuje vétsinou lepsich vysledkt nebo vysledkt alespon srovnatelnych se
ztratovou metodou JPEG (komprese pomoci IFS je také ztratovad metoda). Tento
graficky format se bohuzel moc nerozsitil, protoze algoritmus komprese je paten-
tovany firmou Iteration Systems, ktera také dodava hardwarové akceleratory do
pocitaci. Dekompresni algoritmy jsou dostatecné rychlé pro programovou imple-
mentaci a jsou volné dostupné. Naptiklad pro HTML prohlize¢ Netscape existuje
plug-in modul pro zobrazovani obrazku typu FIF. Velkou vyhodou tohoto forméatu
je moznost zobrazeni obrazku ve velkém zvétseni bez viditelné ztraty kvality.



KAPITOLA 4. FRAKTALY V DNESNI PRAXI 51

Tteti moznosti, kde lze vyuzit IFS, je konstrukce trojdimenzionalnich ob-
jekta, napriklad stromu ¢i rostlin, s naslednou moznosti vizualizace. V této oblasti
se vyuziva jak IF'S, tak i L-systémy. Kazdy z téchto systémi se hodi k né¢emu jinému.
Pomoci L-systémi lze vytvaret polygonové objekty pro moznost dalsiho zpracovani
v CAD systému. IFS naopak tvoii jednotlivé body, proto je vhodny naptiklad pro
bodi vygenerovanych pomoci IFS je potom pouzita jako stfed zobrazované koule.
Zde je opét vidét pekné vyuziti fraktald v pocitacové grafice, jelikoz ruéni mode-
lovani stromu v CAD systému by bylo nesmirné pracné a dosazené vysledky by
vétsinou neodpovidaly namaze. Jednotlivé body vygenerované pomoci IFS lze také
pouzit jako generujici body pro systémy castic, kde umoznuji napriklad simulaci
rastu rostlin. Fraktaly lze také vyuzit pii animaci. Rozsifime-li generovani fraktalu
o jeden rozmeér, lze tento nadbytec¢ny rozmér povazovat za cas, a timto zptisobem
fraktal animovat. Tato metoda je pouzita pfi zobrazovani ohné nebo pohybujicich
se mrakt. Lze ji také kombinovat se systémem cCastic, coz umoznuje animaci mnoha
jevi, které nelze béznymi metodami ani zobrazit, ani odsimulovat.

Mnozi matematici, véetné B. Mandelbrota, byli uchvaceni krasou fraktalt, které
zkoumali a nejeden z nich si vytvarel fraktaly jen tak pro jejich krasu. Velky rozmach
artware nastal s pfichodem osobnich pocitaci do doméacnosti. Vznikly mnohé vice
¢i méné zdarilé programy pro generovani fraktalnich obrazct, kterych Ize dnes na
internetu nalézt tisice. Artware se v dnesni dobé zaméruje na dvojrozmeérné obrazce,
v nichz je vétsinou jesté tieti rozmeér, ktery je vyjadien barvou. Dle mého nazoru jsou
to pravé tyto obrazky, které podstatnou mérou prispivaji k popularizaci fraktalni
geometrie.



Z.aver

»Fyzici si radi mysli, ze staci fict: Toto jsou pocatec¢ni podminky, co se bude dit dal?“
Richard P. Feynman

Myslim, ze se podafilo vytvorit kompaktni text, ktery ¢tenafe uvede do proble-
matiky a podle jeho matematickych znalosti zavede pojmy fraktalni geometrie a
zékladni druhy fraktali. Pro mé to byla koneéné moznost a padny diivod, abych se
s fraktaly poznal blize sam a musim fici, Ze to bylo setkani piijemné. Na druhou
stranu nemohu opomenout, Ze presné definovat Hausdorffovu dimenzi nebo jednot-
livé skupiny fraktali, bez znalosti stfedoskolské a zakladd vysokoskolské matema-
tiky, je velmi obtizné. Urcitym zklaménim pro mne bylo, kdyz jsem zjistil, ze tato
latka je pro stredoskolaka nebo laika ponékud tézce stravitelna a v mnoha ptripadech
dokonce nezajimava. O to vétsim zklamanim pak bylo, kdyZz jsem nenasel rozumné
uziti fraktald pro vyuku na stfedni skole, snad kromé vytvarné vychovy a trochu
v programovani. Tedy nepiekvapilo by mé, kdyby neodborni ¢tenafi definice preska-
kovali a i nadale pouzivali terminy fraktalni geometrie ponékud nepfesné a nejisté.
Porad je to ale lepsi, nez kdyby se do ¢teni nepustili vitbec. Mozna by bylo zajimavé
diskutovat potiebu pojmu fraktal jako takového. M4a oznaceni fraktal i jiny nez cisté
informativni vyznam? Jakou novou informaci o objektu ziskdm, kdyz se dozvim, ze
se jedné o fraktal? A jakou informaci to pfinese laikovi?

Co jsem umyslné neuvadél a nevypracovaval byly programy pro generovani ob-
razkt fraktald. V mnoha piipadech lze fraktaly popsat velmi jednoduchym algorit-
mem a tak na internetu existuji opravdu spousty povedenych aplikaci a pfipadny
zdjemce jisté nebude mit problém takovyto program najit, stejné jako galerie frak-
tali. Tim nechci Fici, Ze je néco Spatného na tom, kdyz si kazdy student napise sviij
vlastni program na generovani néjakého fraktalu nebo si alespon néjaky zkusi vy-
generovat. Ja jsem se timyslné snazil vyhnout vkladani peknych obrazkt bez jiného
vyznamu nez estetického.

Rad bych se na tomto misté také zminil o absolutnim nedostatku odborné litera-
tury v ¢estiné k danému tématu. Je pravdou, ze takika kazdy clovék ovlada alespon
jeden svétovy jazyk, ale absence Ceské literatury osvété jisté neprispiva. Nechf je
tato prace prospésna i z tohoto hlediska.
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