POCITANIE PRIENIKOV

Hladanie prienikov objektov je velmi ¢astéd operacia v pocitacovej grafike. V zdujme urychlenia
vypoctov ku kazdému objektu alebo jeho ¢asti preto priradujeme ohranic¢ujice teleso. Je nim
nejaké jednoduchsie teleso, ktoré obsahuje cely povodny objekt. Ako ohranicujice telesa sa casto
pouzivaji axidlny kvdder (t.j. taky, ktorého steny st rovnobezné so stiradnicovymi rovinami),
dalej nim moze byt gula pripadne elipsoid, valec, alebo moze ist o ich kompoziciu, kedy sa
pévodny objekt rozdeli na viacero casti a kazdd sa uzavrie do zvlastneho telesa. Pri hladani
prieniku dvoch danych objektov testujeme najprv ich ohrani¢ujice telesd. Ak tieto maju prazdny
prienik, urcite to isté plati aj o pévodnych objektoch. Len v pripade, Ze pomocou ohranic¢ujicich
telies nevieme usudit, ze prienik je prazdny, pristupujeme k naro¢nejsim vypoctom.

Uvedieme si najprv jednoduchsie pripady hladania prienikov v rovine, a potom si spomenieme
aj niekolko pripadov v trojrozmernom priestore. Zameriame sa najma na hladanie prieniku tisecky
(pripadne polpriamky) a iného telesa. Mnohé iné pripady sa potom daji zredukovat na hladanie
prieniku s tseckou.

Usecku budeme pre tento téel takmer vzdy parametrizovat. Usecka moze byt zadana

e dvoma koncovymi bodmi A = (a1, as), B = (b1, bs),

e jednym koncovym bodom A = (a1, az) a smerovym vektorom u = (uq, us), pricom druhy
koncovy bod je potom bod A+ u. Teda ak porovname s predchadzajticim pripadom, tak
U; :bi—ai, 1= 1,2,

e jednym koncovym bodom, smerom a dizkou,

o ...

Potom je tato usecka parametrizovana nasledovne:

x:a1+u1t

Y = ag + ust

pricom ¢ € (0,1) pre tsecku AB a t € (0,00) pre polpriamku AB. Uvedieme si algoritmy pre
usecku, tie sa vSak dajui pouzit aj na pripad polpriamky.

1. PRIENIK DVOCH USECIEK V ROVINE

Jedna tsecka nech je zadand bodom A = (a1, as2) a vektorom u = (uq,uz), druhd zas bodom
B = (b1, bs2) a vektorom v = (v, v2). Mdme teda obe parametrizované:

T =ay+us T = by + vt
y = as+uss, se€(0,1) y = by +vot, te€{0,1)

Vyriesime najprv Specidlne pripady, ked tsecky st rovnobezné. Pre Iubovolny vektor w =
(w1, wz) budeme symbolom w+ oznacovat vektor, ktory z vektora w ziskame jeho otocenim
0 90°, teda vektor so siradnicami (—ws,wy).

Usecky A + us, B + vt st rovnobezné, ak ich smerové vektory st rovnobezné, ¢o plati, ked
vektory u, v* st navzajom kolmé. To overime skaldrnym stc¢inom: zistime, ¢ u-v+ = 0. Ak toto
plati, overime este, ¢i obe tisecky lezia na spolo¢nej priamke, t.j. ¢i B—A || v. Ak (B—A)-v+ # 0,
usecky lezia na roznych priamkach a teda nemaju ziaden spolocny bod. V opa¢nom pripade si
vsetky styri koncové body zoradime podla niektorej siradnice a podla poradia usudime, ¢i prienik
nastava, a pripadne ho ndjdeme.

Ak u- vt # 0, teda tisecky lezia na navzajom réznobeznych priamkach, overime este, ¢i maji
naozaj neprazdny prienik, prv nez sa ho pokusime vypocitat. Aby sa tsecky naoza]j pretinali,
musia koncové body kazdej z nich lezat v opac¢nych polrovindch uréenych priamkou obsahujicou
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druhu tsecku. Body B, B + v lezia na opa¢nych polrovinach od priamky urcenej tiseckou A + us,
ak bdzy u, B — A au,(B+v) — A (na poradi vektorov zdlezi!) si opacne orientované.

B

Al=A+u
B =B+v

A

OBR. 1. Hladanie prieniku dvoch tiseciek. Bdzy u, B — A a u, B’ — A st opa¢ne
orientované, ale bazy v, A— B a v, A’ — B st zhodne orientované, a preto tsecky
nemaju spolo¢ny bod.

Na zistovanie orientacie bazy ndm poslazi nasledovné tvrdenie:
Lema 1.1. Pre lubovolné linedrne nezdvislé vektory u = (uy,us) v = (v1,v2) je bdza u,v (v
tomto poradi) kladne orientovand prdve vtedy, ked
Uy u2
v U2

> 0.

Kladne orientovanou bdzou mdme na mysli bizu orientovant suhlasne s bdzou tvorenou elemen-
tarnymi vektormi e; = (1,0),e2 = (0,1).

Dokaz. Ked si situdciu vnorime do trojrozmerného priestoru, vektory u, v budi mat stiradnice
u = (u1,us,0), v.= (v1,v2,0). Ich vektorovym sti¢inom bude vektor kolmy na u aj v, a pri
standardnej orientacii podla pravidla pravej ruky vidime, ze jeho z-stradnica bude kladna, ak
u, v tvoria kladne orientovant bazu pévodnej roviny, a naopak z-stiradnica vektorového sicinu
bude zdporné, ked u, v tvoria zdporne orientovani bazu. Nakoniec este jednoducho overime, ze

)

Predpokladajme, ze bizy u, B — A a u, (B + v) — A si opacne orientované a to isté ze plati
o bdzach v,;A — B a v, (A +u) — B, teda tisecky maju naozaj spoloény bod. Aby sme ho nasli,
potrebujeme vypocitat jeden z parametrov s, t takych, ze A+us = B+vt. Postupnymi tpravami
dostaneme

Uy U2

uxv=1{0, 0,
U1 U2

O

A4+us = DB+vt
us—vt = B—A |-vt
u-vts = (B—A)-vt
(B—A)-vt
S = TaaT

Vsimnime si, ze po vsetkych testoch, ktoré sme uz urobili, je vypocet hodnoty parametra s
rychly: hodnotu v menovateli sme uz vypocitali, ked sme testovali rovnobeznost tseciek, hodnota
v Citateli je zas rovna determinantu

a; —by az—by
v1 () ’
a tu tiez pozname, lebo sme testovali, ¢i isecky maji spolo¢ny bod.

Podobne mézme vypocitat parameter ¢ pre bod prieniku, ale ak sme uz vopred overili, ze
tsecky sa naozaj pretinaji, sta¢i ndm hodnotu parametra s dosadif do rovnice pre prvii tsecku a
ziskame tak stradnice hladaného bodu. Inymi slovami, uz netreba pocitat parameter ¢ a overovat,
¢i je naozaj v intervale (0,1).



2. BOD A MNOHOUHOLNIK V ROVINE

Pre mnohouholnik a bod potrebujeme urcit ich vzajomnu polohu, teda zistit, ¢i bod lezi vnitri
mnohouholnika alebo zvonka. Na rozhodnutie, ¢i bod lezi vnitri, mame niekolko testov:

2.1. Test pomocou sii¢tu uhlov. Bod P lezi zvonka mnohouholnika A ... A,, ak stcet orien-
tovangch uhlov ZA; PA;+1 je zhruba 0 stupnov. Pojmom orientovany uhol mame na mysli, ze
jeho velkost je kladné, ak sa od hrany PA; k hrane PA;; dostaneme otoc¢enim kladnym smerom
o uhol mensi ako 180°, v opacnom pripade je jeho velkost zapornd. Pokial pouzijeme tento test,
treba mat na paméti, ze pouzité trigonometrické funkcie budi len priblizné, a preto musime
vysledok ¢itat s nejakou toleranciou (odtial slovko ,zhruba” na zaciatku).

Pouzitie tohto kritéria je vypocétovo velmi naroéné, a preto, pokial je to mozné, sa pouziva
nasledovné:

2.2. Test pomocou parity poctu priesecnikov s polpriamkou. Z bodu P, pre ktory zis-
tujeme jeho vzajomni polohu s mnohouholnikom A; ... A,, si vedieme lubovolni polpriamku.
Tato nam v generickom (¢ize dostatoéne vSeobecnom) pripadne pretne hranicu mnohouholnika
v konecne vela bodoch. Pokial je pocet tychto priese¢nikov parny, nachadza sa bod P zvonka
mnohouholnika, a ak je ich poc¢et neparny, bod je vnitri mnohouholnika.

Pri tomto teste treba starostlivo oSetrit Specidlne pripady, a to ked polpriamka prechadza
niektorym vrcholom A; mnohouholnika. Vtedy ak sa vrcholy A;_; a A; 1 nachddzaja v opacnych
polrovinach uréenych priamkou PA;, zapocitame taky priesecnik ako jeden bod. Ak si vSak oba
vrcholy v tej istej polrovine, bod A; ako prieseénik nepocitame. Ak sa navyse aj vrchol A; 1
nachddza na polpriamke (¢ize lezi na nej celd hrana A; 1 A4;), uvazujeme bod A;_2 ako bod,
ktorym rozhodneme, ¢i priesecnik zapocitat alebo nie. Presnejsie sformulované, najdeme najblizsi
vrchol predchédzajuci vrcholu A; taky, Ze nelezi na priamke a podobne najblizsi nasledujici, a
podla nich rozhodneme, ¢i A; zapocitat medzi prieseéniky alebo nie.

2.3. Test pre konvexny mnohouholnik. Ak je mnohouholnik A; ... A, konvexny a kladne
orientovany, stac¢i pre kazdi hranu A; A; 41 overit, ¢i A; — P, A; 11 — P je kladne orientovand béaza.
Mo6zme pri tom pouzit Lemu 1.1

3. PRIENIK USECKY A MNOHOUHOLNIKA V ROVINE

Pokial chceme najst len prienik tsecky s hranicou mnohouholnika, ¢ize s lomenou ciarou,
vo vSeobecnom pripade to znamenda niekolkokrat vyriesit problém prieniku dvoch tseciek, a
sice zadanej usecky a kazdej hrany, ktord tvori hranicu mnohouholnika. Ak potrebujeme néjst
prienik s mnohouholnikom, pricom mame na mysli hrani¢né aj vnutorné body, treba urobit este
niekolko dalsich vypoctov. Usecka bude hranicou mnohouholnika rozdelend na niekolko ¢asti a
my eSte rozhodneme, ktoré z nich lezia vnutri a ktoré zvonka daného mnohouholnika pomocou
niektorého z uvedenych testov.

3.1. Prienik tsecky a konvexného mnohouholnika v rovine. Ak je mnohouholnik kon-
vexny, d4 sa jeho prienik s tseckou najst aj rychlejsie. Konvexny mnohouholnik je prienikom
konecného poctu polrovin a teda nédjst prienik s takymto mnohouholnikom znamena najst prie-
nik s kazdou z tychto polrovin.

Podobne ako pri algoritmoch viditelnosti bude kazda strana mnohouholnika privratena alebo
odvréitend vzhladom na smer tsecky AA’: strana V;V;11 bude privratend, ak orientovand tsecka
priamkou V;V;41 vstupuje do polroviny obsahujicej mnohouholnik, a je odvratena, ak tsecka
touto priamkou z prislusnej polroviny vystupuje. Pre kazda priamku obsahujiicu niektora stranu
mnohouholnika vypocitame parameter na tsecke prislichajici priese¢niku tsecky a priamky.
Skutoéné prieseéniky tsecky a mnohouholnika vypoditame aZ na zaver. Useka bude vstupo-
vat do mnohouholnika v bode posledného priesecnika so vsetkymi privratenymi priamkami, a
vystupovat z mnohouholnika bude v bode prvého priesecnika so vSetkymi odvratenymi priam-
kami. Pokial isec¢ka pretne skor niektord odvratent priamku ako poslednt privrateni, nema s
mnohouholnikom Ziaden spolo¢ny bod.



Mame teda algoritmus:
to:=0,t1 := 1 // inicializdcia
pre kazdu priamku p obsahujicu niektort zo strdn mnohouholnika
nech ¢ je parameter zodpovedajuci prieniku tsecky AA’ a priamky p,
ak p je privratend stena, tak
to := max{to, t}
inak (p je odvratend stena)
t; := min{ty,t}
ak to >t
tsecka a mnohouholnik si navzdjom disjunktné
inak
B:=A+ (A — A)to,
B = A+ (A — A)ty,
prienikom tsecky AA’ a mnohouholnika je tisecka BB’.

Priklad 3.1. Tlustrujeme si metédu na priklade tsecky AA’ a konvexného mnohouholnika
V1 Vo V3V, V5. Usecka AA’ vstupuje do mnohouholnika priamkou obsahujiicou hranu V; V5 a priam-

OBR. 2. Hladanie prieniku tsecky a konvexného mnohouholnika.

kou obsahujicou hranu V5V;, pricom priesecénik s druhou z nich prislicha vacésej hodnote para-
metra t. Mame teda parameter tg, pri ktorom usecka vstupuje do mnohouholnika. Zvysné tri
priamky st odvratené, teda tisetka AA’ nimi vystupuje von. Z nich prienik s priamkou obsahu-
jacou hranu V, Vs prislicha najmensiemu parametru ¢t = ¢, teda tsecka vystupuje z mnohostena
prave v tomto bode. Avsak méme, Ze ty > t1, teda tisecka mnohouholnik vobec nepretina.

4. PRIENIK USECKY A KRIVKY V ROVINE
Treba najst prienik tsecky zadanej parametricky
A+ut, te(0,1)
a implicitnej krivky danej rovnicou

f(x,y) =0,

kde f je nejakd funkcia premennych x,y. Bod ktory lezi na tsecke aj na krivke najdeme tak, ze
v rovnici pre krivku dosadime za x a y parametrické vyjadrenie tsecky, ¢im ziskame rovnicu pre
parameter t:

(1) g(t) = f(a1 +uit,as + ust) = 0.

Riesenia tejto rovnice, ktoré sa nachddzaji na intervale (0, 1), zodpovedaji bodom tsecky, ktoré
lezia aj na krivke. Volba metédy hladania korenov rovnice s neznamou t uz zavisi od druhu
funkcie f(x,y) pre krivku. Uvedieme si niekolko zdkladnych postupov.
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4.1. Usefka a kvadraticka krivka. Ak f je kvadraticky polyném s premennymi z,y, ¢ize
dana krivka je kuzelosecka, vypocet je jednoduchy a presny. Postup si budeme ilustrovat na
prieniku tsecky s kruznicou, ostatné krivky sa riesia analogicky.

Nech krivka je teda kruznica s polomerom r, ktorej stred mé stradnice ¢, ¢2), je preto popi-
sané rovnicou

(x—c1)® +(y—c2)? —r?=0.
Pre ndjdenie prieniku dosadime parametrické vyjadrenie tiseCky do rovnice kruznice a dostavame
(a1 +urt) — c1)* + ((ag + ust) — c2)* —r* = 0.

Po roznésobeni tak ziskame kvadratickt rovnicu pre parameter ¢, jej diskriminant si oznac¢ime
D. Mame tri pripady:

e D < 0, priamka obsahujica tisecku nema s kruznicou spolo¢ny bod, a to isté potom plati
aj pre vzajomnu polohu kruznice a tsecky.

e D = 0, priamka obsahujica tsecku je dotycnicou kruznice. Rovnica pre ¢ ma jediné
rieSenie tg. Ak tg € (0,1), bod dotyku A + uty je jedinym spoloénym bodom kruznice a
tsecky.

e D > 0, priamka obsahujica tusecku je secnicou kruznice. Rovnica pre ¢ ma dve redlne
rieSenia, t1 a to. Pre kazdé ¢;, pre ktoré plati ¢; € (0,1), je bod A+ ut; spoloénym bodom
kruznice a tsecky.

Okrem néjdenia priese¢nika je ¢asto uzitoéné aj vediet najst smer normaly krivky v tomto bode,
teda smer vektora kolmého na dotycnicu v bode. Toto sa ¢asto vyuziva pri réznych renderovacich
algoritmoch, ked treba napriklad zistif, pod akym uhlom sa dopadajici 14¢ od telesa odrazi
(tietlovanie, odraz v zrkadle...).

Normalu ku kruznici ndjdeme jednoducho, ked si uvedomime, ze doty¢nica je v kazdom bode
kolmé na polomer. Ak mdme na kruznici

(sr:—cl)Q—&-(y—cQ)z—rQ:O

bod P = (p1,p2), norméla kruznice v tomto bode mé potom smer (p; — ¢1, pa — ¢2). Normélu k
lubovolnej krivke ndjdeme pomocou nasledujicej Lemy bez dokazu).

Lema 4.1. Nech f(z,y) = 0 je rovnica krivky a P = (p1,p2) je bod leZiaci na tejto krivke, teda
f(p1,p2) =0. Ak %(pl,pg) # 0 alebo %(pl,pg) # 0, tak normdla krivky v bode P md smer

(gi(m,pz), gz(m,pz)) .

4.2. Usefka a polynomicka krivka: Beziérovo orezavanie. Ak je krivka dans polyno-
mickou rovnicou f(z,y) = 0, potom po dosadeni parametrizdcie tsecky bude funkcia (1) tiez
polynomické. Ak je stupen tohto polynému vacsi ako 2, spravidla sa pre najdenie korena pou-
zivajui numerické metédy. My si uvedieme velmi rychlu metédu nazvani Beziérovo orezdvanie.
Tato metéda najde vsetky korene polynomickej rovnice na danom intervale.

Nech (1) je polynomickd rovnica stupiia d. Nés zaujimaji korene na intervale (0, 1), preto si
graf funkcie g(t) na tomto intervale, ¢ize body (¢, g(t)) pre t € (0,1) napiSeme ako Beziérovu
krivku stupna d. Vtedy z-ové stiradnice riadiacich vrcholov budu 0,1/d,2/d,...,1. VyuZijeme
vlastnost Beziérovej krivky, Ze celd lezi v konvexnom obale svojho riadiaceho polygénu. Ak teda
prienikom riadiaceho polygoénu a osi x je interval (g, t1), tak vSetky korene funkcie f(t) z intervalu
(0,1) sa v intervale (tg,t1). Staél preto hladat korene v tomto mensom intervale. Iterativne si
prepiseme graf funkcie na kratSom intervale ako Beziérovu krivku, teda xz-ové siradnice riadiacich
vrcholov budd to, to + (t1 — to)/d, to + 2(t1 — to)/d, ..., t1 a znovu hladdme prienik riadiaceho
polygénu a osi x. Takto pokrac¢ujeme, az kym interval (¢, 1) nie je mensi ako vopred zvolend
pripustna odchylka od presného riesenia.

To, ze funkcia f(¢) m4 na skiimanom intervale viac rieSeni, sa prejavi tym, Ze interval (¢, t1)
sa prestane zmensovat. Vtedy ho len rozdelime na dve polovice a kazdud spraciivame samostatne.



OBR. 3. Hladanie korena polynomickej rovnice Beziérovym orezavanim.

Beziérovo orezavanie je velmi rychla a numericky stabilnd metdda hladania korenov. Jej ne-
vyhodou je to, ze funkcia, ktorej korene hladdme, musi byt polynomicka.

4.3. Uselka a hladka krivka: Newtonova metéda. Ak funkcia f(x,y) popisujica krivku
nie je polynomicka, musime pristtpit k vSeobecnejsim metédam hladania korenov. Ked po dosa-
deni (1) bude funkcia g(t) diferencovatelnd, mozno na hladanie korena pouzit Newtonovu metddu.
Najprv hrubo odhadneme koren rovnice (1), oznac¢me si ho ¢y. Nésledne iterativne spresiujeme
rieSenie: ak t; je aproximécia korena rovnice po i-tej iterdcii, (i + 1)-vi ndjdeme ako prienik
osi z a dotynice ku grafu funkcie v bode (t;,g(t;)). Doty¢nica je priamka so sklonom ¢'(t;)
prechédzajtica bodom (t;, g(t;)), Cize jej rovnica je

y=g'(t)z + g(t:) — g'(t:)t:.
Hodnota t;11 je prva siradnica prieniku tejto priamky a z-osi, mame teda, ze

g(t:)
tig1 =t — .
i+1 7 g/(tz)

OBR. 4. Hladanie koretia rovnice y = g(x) Newtonovou metédou.

Vyhodou Newtonovej metody je, ze ju mozno pouzit na hladanie korenov akejkolvek diferen-
covatelnej funkcie. Na druhej strane jej nevyhodou je, Ze je potrebné na zaciatku dostatocne
presne odhadntt riesenie.



4.4. Iné metdédy. Ak sa neda pouzit ziadna z doteraz uvedenych metdd, da sa postupovat
aj tak, ze bud funkcia g(t) alebo priamo krivka f(z,y) = 0 sa dostato¢ne jemne aproximuje
lomenou ¢iarou a hlada sa prienik tsecky a lomenej ciary.

TieZ sa pouziva metéda delenia okna. ObdlZnikové okno sa zvislo a vodorovne rozdeli na Styri
mensie podobné. Prienik sa potom hlada len v tych podoknach, do ktorych zasahuje tisecka aj
krivka. Takto pokracujeme v deleni, az kym velkost okna nie je mensia ako pozadovana presnost
riesenia.

5. PRIENIK DVOCH KRIVIEK

5.1. Kvadratické krivky. Nech rovnice
fl(xay):O a f2(‘r7y):()

st kvadratické, teda kazda popisuje kvadratickd krivku. PopiSeme si postup hladania spolo¢nych
bodov tychto dvoch kriviek.

Predpokladajme, Ze niektora z rovnic neobsahuje ¢len s y?, nech je to rovnica fi(z,y) = 0.
Da sa v nej preto jednoducho vyjadrit premenna y:

(2) y=g(),
kde g(z) je raciondlna funkcia, v ktorej Citatel je najviac kvadraticky a menovatel linedrny
polyném v premennej x. Toto vyjadrenie dosadime do druhej rovnice, ¢im dostaneme raciondlnu
rovnicu pre x:

gi(x) _

92(x)
¢o plati prave vtedy, ked g;(x) = 0. Potrebujeme teda vyriesit polynomicki rovnicu a kazdé
rieSenie potom dosadit do vyjadrenia (2) pre y.

Ak obe rovnice f; aj fo obsahuju ¢len s y2, mame rovnice tvaru

a1y’ + filz,y) =0
CQyZ + f_Q(x7y) = 07

kde f1(z,y) a fo(z,y) obsahuji z kvadratickych élenov uz len 22 a 2y. Prendsobime prvii rovnicu
¢2, druhti ¢;, odéitame, a z visledku vyjadrime y ako racionalnu funkciu z. Dalej pokracujeme
ako v predoslom pripade.

5.2. Beziérove krivky. Pre dve Beziérove krivky C; a Cs sa da znovu pouzit metéda Be-
ziérovho orezavania. Podobne ako pri hladani korenov sa vyuziva vlastnost, ze krivka lezi v
konvexnom obale svojho riadiaceho polygénu. Ak maji teda krivky spoloény bod, bude lezat v
prieniku konvexnych obalov riadiacich polygénov. Postup je analogicky s hladanim korenov:

(1) N&jdi prienik krivky C; s konvexnym obalom riadiaceho polygénu krivky Cs. V tomto
kroku treba hladat prienik niekolkych tseciek s Beziérovou krivkou.

(2) Orez krivku C; tak, Ze jej pociatoény bod bude v mieste, kde poévodnd krivka C; vstupo-
vala do konvexného obalu riadiaceho polygénu krivky Cs, a jej koncovy bod bude tam,
kde z neho vystupovala. Treba néjst riadiaci polygén takto orezanej krivky.

(3) Ak riadiaci polygén (novej) krivky C; je mensi ako pripustnd odchylka od presného
rieSenia, mame priesecnik kriviek. Inak opakuj algoritmus od zaciatku, pricom vymen
tlohy kriviek Cy a Cs.

Ak sa riadiace polygény kriviek nezmensuji, pravdepodobne maju krivky viac spoloénych
bodov. V takom pripade obe krivky rozdelime na dve polovice a pokracujeme spracovavanim
kazdej pripustnej dvojice podkriviek.

5.3. Iné postupy. Ak nie s krivky polynomické, mozeme postupovat tak, ze ich aproximujeme
lomenymi ¢iarami a hladdme prienik lomenych ciar.

Taktiez, podobne ako pri hladani prieniku krivky a tsecky, sa niekedy pouziva aj algoritmus
delenia okna.



6. PRIENIK USECKY A ROVINY V PRIESTORE

Ide o najzakladnejsiu situaciu hladania prieniku v priestore. Podobne ako v rovine mame
usecku zadant parametricky ako X = A + ut, pre t € (0, 1), ¢o po rozpisani do siradnic vyzerd
nasledovne:

T =aj +ut
Y = ag + ust
z = a3 + ust,

Nech A, A’ st koncové body tsecky, ¢ize A = A+ u. Rovina, oznacme si ju «a, nech je zadané
implicitne linedrnou rovnicou

f(z,y,2) =0, presnejS§ie ax+by+cz+d=0.

Najprv si overime, ¢i tsecka naozaj pretina rovinu, ¢ize ¢i body A, A’ leZia v opac¢nych pol-
priestoroch uréenych touto rovinou. To plati, ak hodnoty f(A) a f(A’) maji opaéné znamienka.
Ak prienik existuje, ndjdeme ho nasledovnou linedrnou interpoldciou.

/

/ /?/ S

OBR. 5. Prienik usecky a roviny.

Oznac¢me si prienik usecky a roviny ako P. Kedze tsecka je parametrizovana linedrne, plati,
Ze parameter ¢ zodpovedajici bodu P na usecke AA’ (t.j. také t, ze P = A+ (A’ — A)t) je rovny
pomeru vzdialenosti |PA| a |A’Al:

|PA
A
Tento pomer vypoditame pomocou vzdialenosti bodov A, A’ od roviny a:

[f(A)]
PAl Aol Zes|f(4)]
AAl A Aol @A) AL~ (A 0
[AA] T [Aal+[Aa] T HUOL L TGO ()] + [f(A)]

teda pre priesecnik mame

a4 A
P=At i@ Y

7. PRIENIK USECKY A MNOHOUHOLNIKA V PRIESTORE

Ulohu rozlozime na dve podilohy:

(1) n4jst prienik tsecky a roviny obsahujicej mnohouholnik,

(2) zistit, ¢i prienik tsecky a roviny lezi vnitri mnohouholnika.
Prvi dlohu vyriesime ako bolo popisané v predchadzajicom odseku. Hladanie roviny obsahu-
jtacej dany mnohouholnik bolo popisané v kapitole o algoritmoch viditelnosti. Pre druht tlohu
pouZijeme testy spomenuté v odseku 2, avsak najprv je vSak nutné transformovat situdciu z
trojrozmernej na dvojrozmerni. To urobime jednoduchou projekciou do niektorej stradnicovej
roviny, Cize ,zabudnutim” niektorej siradnice. Volime pritom ta projekciu, aby priemet mnoho-
uholnika mal ¢o najvacsi obsah. Ktora projekcia to je, rozhodneme podla norméalového vektora
(a,b,c) roviny ax + by + ¢z + d = 0 obsahujicej dany mnohouholnik. Projekcia bude vynechévat
tu suradnicu, ktord zodpovedd maximalnej absolitnej hodnote stiradnic normélového vektora
roviny. Napriklad, ked |a| > |b] a |a|] > ||, vhodnd projekcia je (x,y, 2) — (y, 2).



8. PRIENIK USECKY A MNOHOUHOLNIKOVEJ SIETE

Vo vSeobecnosti najst spolo¢né body tsecky a siete znamend, ze treba hladat prienik tsecky
s kazdym mnohouholnikom tejto siete. Pre Specidlny pripad, ked siet je povrchom konvexného
mnohostena, mézme pouzit Specidlny algoritmus, analogicky algoritmu pre hladanie prieniku
tsecky a konvexného mnohouholnika v rovine.

9. PRIENIK USECKY A IMPLICITNEJ PLOCHY

Postupujeme tplne analogicky ako v pripade hladania prieniku tsecky a krivky v rovine:
plocha je zadané implicitne ako mnozina bodov v priestore spliiajica rovnicu f (z,y,2) = 0.
Dosadenim parametrického vyjadrenia tisecky ziskame rovnicu pre parameter ¢ a hladame riesenie
na intervale (0,1). Dodajme len, Ze ak chceme néjst smer normdly plochy v nejakom jej bode
P = (p1, p2, p3), mdZme tento vypodlitat ako

n= (s, 09). L 2.23). 2L (01, 2,3)
- o P1,D2,P3 78y P1,P2,P3 aaz P1,P2,P3
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