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Uvod do stidia matematiky

Matematika zohravala a zohrava vyznamnu tlohu v Tudskom byti a jej stidium moze byt velmi
obohacujice. Je obzvlast uspokojujice riesit problém, ak vieme, ze sa da riesit. Na rozdiel od
mnohych dalsich predmetov, ktoré stidium manazmentu zahfna, matematika vzdy da spréavnu
odpoved na problémy, ktoré sa daji matematicky sformulovat. Spoloc¢enské vedy vedu k debate a
diskusii o problémoch a tym nutia premyslat, chréanit a pripadne menit pozicie. Bolo by chybné
mysliet si, Ze matematika je velmi suchéd a mechanicka. Z istého pohladu je matematika skor umenie
ako veda. Hoci moéze existovat len jedna spravna odpoved, existuje niekolko réznych spdsobov ako
ziskat tieto odpovede, pricom niektoré spdsoby (cesty k ndjdeniu odpovedi) mézu byt zlozitejsie ako
ostatné. Vseobecne plati, Ze matematik chce najst najjednoduchsie mozné riesenie daného problému,

avsak to neznamenad, ze akékolvek iné riesenie je zlé.

Ak mame riesit matematickt tlohu, musime najprv zistit, coho sa dana tloha tyka, ktora metdda je
vhodné pre jej riesenie. Vyber vhodnej metdédy zahina isty stupen kreativity na pokrocilej tirovni.
Musime si uvedomit, Ze mozno len tazko ocakavat, ze ked sa pozrieme na Iubovolny matematicky
problém, budeme ho vediet ihned riesit pomocou jednoduchého a vystizného riesenia. Samozrejme
existuju niektoré problémy takého typu (napriklad: spocitajte 1 4+ 1). Pre rézne typy problémov
by sme sa nemali bat skusat rozne techniky, z ktorych niektoré mézu aj zlyhat. V tomto zmysle,
ked riesime matematické tlohy, je mozné, Ze pouzijeme urcité mnozstvo pokusov a omylov, kym
dany problém vyriesime. V podstate vyriesenie tlohy potrebuje ¢as na nijdenie spravnej odpovede.
Zo zrejmych dovodov, ucitelia, lektori a ucebnice zriedka pontikaju ttuto predstavu, pretoze uvedu
riesenie ¢i uz na stranku alebo tabulu, bez znamok casu a Studentovi sa zda, Ze netreba stravit
¢as myslenim, alebo analyzou slepych ciest, skér ako najdu spravne rieSenie. Spravne riesenia sa
hladajt na hibach papieru, na papieri si mézeme vyskusat rozne sposoby riesenia. Nemusime zostat
frustrovani, ked nie je mozné okamzite vyriesit problém. Obcas sa bude treba aj s poradit, ako dany
problém riesit. Ked budete studovat tiito ucebnicu budete si zhromazdovat rozne skiisenosti, budete
si rozvijat cit pre vyber vhodnej techniky, ktora je pravdepodobne uzitoéna pre konkrétne problémy.
Nemali by Ste sa bat vyskuasat rézne techniky, z ktorych niektoré nemusia fungovat, ak sa nepodari

okamzite rozpoznat pouzitie vhodnej techniky.

Mnohym studentom sa zda, ze matematika je tazka a pytaju sa, preco musia znasat bolest a tizkost



z ucenia a porozumenia zlozitych matematickych pojmov a technik. Zrejme sa budete citit podobne,
ale ak sa nevzdate, budte si isti, ze vsetky techniky, ktoré sa naucite VAm bud uzito¢né pre riesenie
roznych aplikacii v ekonémii, manazmente, v mnohych dalsich vednych odboroch, ¢i v readlnom
zivote. Niektoré z tychto aplikacii bud ilustrované v tejto ucebnici. Predkladana ucebnica ilustruje
diskusie vhodné pre riesenie problémov, s ktorymi sa mézu manazéri vo svojej praxi stretnuf.
Treba si uvedomit, ze pomocou matematiky sa stant zvladnuteInymi problémy, ktoré st tazké ¢i

komplikované v ekonémii, v manazmente a v pribuznych odboroch.

Vela Tudi ldka matematika svojim Sirokym vyuzitim v praktickych aplikdciach. Hlavnym cielom
tejto ucebnice je naucit Vas pouzivat matematicky aparat pre Stidium ekonémie, manazmentu,

uc¢tovnictva, bankovnictva a dalsich pribuznych disciplin.

Predlozend vysokoskolska ucebnica je primarne urcend studentom 1. ro¢nika Fakulty managementu
Univerzity Komenského v Bratislave. Ucebnica moéze slizit aj studentom inych univerzit, pokryva
uvodny kurz pre Stidium matematiky na vysokych skoladch a pripravuje nielen na stadium nadvéa-

zujucich kurzov matematiky na vysokych skolach ale aj na stidium ekonémie, financii a pod.

Text ucebnice je rozdeleny do 2 zdkladnych kapitol — Linedrna algebra a Matematicka analyza
funkcie 1 redlnej premennej. Pri priprave ucebnice autori ¢erpali z nasledujicich zdrojov: (Ant-
hony; Biggs, 2010), (Batikova et al., 2009), (Bauer et al., 2015), (Benko et al., 1984), (Bergin,
2015), (Bradley; Patton, 2002), (Chiang, 1984), (Harshbarger; Reynolds, 2019), (Heather; Stefa-
nova, 2017), (Hutka et al., 1984), (Kanka, 2010), (Klein, 2014), (Lovelock et al., 2007), (Orszédghova;
Hornydk Gregénova, 2020), (Renshaw, 2021), (Rektorys, 2009), (Rosen, 2019), (Ruud; Shell, 2003),
(Blume; Simon, 1994), (Stewart, 2007), (Strang, 2005), (Sydsaeter et al., 2012), (Ummer, 2012),
(Werner; Sotskov, 2006).



Kapitola
Linearna algebra

V ramci kapitoly Linedrna algebra sa naucime pochopit nielen zapis a terminolégiu maticovej

algebry, ale sa nauc¢ime aj ako:
1. sformulovat viacrozmerné ekonomické modely v maticovom/vektorovom tvare,

2. pouzit zdkladné operacie na maticiach (s¢itanie matic, od¢itanie matic, ndsobenie matice

skalarom, nasobenie matic),

3. vypocitat determinanty, inverzn maticu ¢i vyriesit sastavu linedrnych rovnic pomocou Gaus-
sovej eliminac¢nej metddy, Jordanovej metddy, Cramerovho pravidla alebo pomocou inverznej

matice,

4. vyriesit sustavy linearnych rovnic v maticovom tvare, vyriesit homogénne stustavy linedrnych

rovnic a vypocitat vlastné ¢isla a vlastné vektory matice.

1.1 Vektory

Predpokladajme, ze chceme analyzovat spotrebny kos spotrebitela v mikroekonémii. Spotrebny
kos je reprezentovany jednotlivymi polozkami a ich cenami za jednotkové mmnozstvo. Uvazujme

nasledujici problém.

Problém Analyjza spotrebného kosa:

Predpokladajme, Ze sme zodpovedni za prendjom automobilov, ktoré budi pouzivat klienti nasej
spoloc¢nosti. Tyzdenné ceny za prendjom pre pat réznych velkosti automobilov, ktoré pontikame na

prenajom, si nasledovné:
o malé auto: 140 p.j. (penazné jednotky),
o stredne velké auto: 155 p.j.,

o velké auto: 200 p.j.,
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e T-miestne auto pre prepravu osob: 350 p.j.,
e luxusna limuzina: 425 p.j.

Predpokladajme, Ze mame k dispozicii dostatok automobilov jednotlivych typov. Ako manazér
predaja, spracivame objednavky na cely tyzden. Na nasledujici tyzden mame objednavku pre

nasledujice typy aut a ich pocet:

4 malé auté, 3 stredne velké auta, 12 velkych aut, dve 7-miestne autd na prepravu osob a 1 luxusna

limuzinu.
Aky bude nas hruby prijem za prendjom uvedenych aut?

Riesenie:
Je zrejmé, ze hruby prijem bude odvodeny z pocétu prenajatych vozidiel jednotlivych typov a ich

jednotkovej ceny:

4 x 140 4+ 3 x 155 4+ 12 x 200 4+ 2 x 350 + 1 x 425 = 4900.
Hruby prijem teda bude 4900 p.j.

V uvedenom probléme su jednotlivé typy aut polozky spotrebného kosa, pre ktoré pozname pocet
kusov urcenych na prendjom pre nasledujiuci tyzden a jednotkova cena prendjmu auta je cena
polozky spotrebného kosa. Ak abstrahujeme od toho, aké polozky st v spotrebnom kosi, mézeme
uvedeny problém zapisat pomocou vektorov. S pojmom vektor ste sa pravdepodobne stretli na
fyzike (smer posobenia sily) alebo na geometrii (smerovy vektor priamky), v ekonémii budeme
pracovat s viacrozmernymi vektormi. Hruby prijem je skaldrny stcin vektorov, ktory zavedieme

neskor v tejto kapitole (pozri definiciu 1.5).
Definicia 1.1 Vektory

o Usporiadani n-ticu redlnych ¢isel nazveme aritmetickym vektorom (oznac¢ime ho

a=(a,az,...,ay)).

o Cisla aj,aq,...,a, nazveme zlozkami (siradnicami) vektora a.

Problém Analijza spotrebného kosa:

Spotrebny kés (pre pevne dané poradie jednotlivych poloziek) moézeme zapisat ako vektor vyjadru-
juci pocet jednotlivych poloziek, alebo ako vektor cien poloziek (ceny si uvedené za jednu polozku)

v tom istom poradi ako sme uviedli jednotlivé polozky.

Jednotlivé zlozky vektora mozeme zapisat bud do stipca, vtedy hovorime o stipcovom vektore,

alebo jednotlivé zlozky vektora zapiseme do riadku, vtedy hovorime o riadkovom vektore.

ai

ag
a= :(al,ag,...,an)T

)
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Riadkovy vektor mozeme zapisat do stipca a naopak (ide o transponovanie vektora a

Poznamka:

)

T
ai

a
a' = (a,az,...,a,) =

an

e Na oznacenie vektorov pouzivame tuc¢né pismo.

o Vektor, oznadeny napr. symbolom a, budeme vzdy chépat ako stipcovy vektor.

o Ak stipcovy vektor prepiSeme na riadkovy, ozna¢ime ho a'. Velké pismeno T znamend trans-

ponovat. Preco pouzivat transponovanie sa dozvieme neskor.

e Ak méa vektor a n zloziek hovorime, Ze vektor a mé rozmer n, alebo zZe a je m-rozmerny

(n-dimenzionalny) vektor.

o Ak nie je uvedené inak, jednotlivé zlozky vektora (jeho suradnice) oznacime dolnymi indexami.

e Rozne vektory budud indexované podla dolnych indexov.

Z geometrického uhla pohladu je vektor v R™ orientovand tisecka umiestnend do bodu P; (zadiatoény

bod vektora) a konciaca v bode P, (koncovy bod vektora). Jeho grafom je Sipka smerujiica z bodu

P, do bodu P, v n-rozmernom priestore. Na obrizku 1.1 je zobrazeny vektor v, ktory je urceny

bodmi P; a P, v R?. Vektor v je zobrazeny v pravouhlej stiradnicovej stistave.

YA
Yo 1

T : >
Iy Iy 7

Obr. 1.1: Vektor v € R?, uréeny bodmi P; a P,

Poznamka Vektory v n-rozmernom vektorovom priestore R":

o V pripade, ze n = 2, vektory zndzornujeme v rovine (pozri Obr. 1.2).

o Pre n = 3 zobrazujeme vektory v 3-rozmernom priestore (pozri Obr. 1.3).

« Nech vektor q je uréeny bodmi P a Q. Casto sa predpokladi, ze poéiatoény bod P vektora

q je aj pociatkom suradnicového systému. Potom zlozky vektora q s siradnice koncového

bodu @ (pozri Obr. 1.3)
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Vektor q7 moézeme interpretovat ako bod (t.j. umiestnenie) v n-rozmernom vektorovom

priestore (ide o polohovy vektor bodu Q).

=

Obr. 1.2: Systém vektorov v R?

Obr. 1.3: Stradnicovy systém v R? s pociatkom v bode P

1.1.1 Porovnanie vektorov

Definicia 1.2 Porovnanie vektorov

Nech a,b € R sti vektory a = (a1, a2,...,a,)" ab = (by,ba,...,b,)T.

Hovorime, ze vektory a a b st rovnaké prave vtedy, ked sa rovnaju vsetky ich zlozky, t.j.

a; = b; pre kazdé i =1,2,...,n.

Plati a < b, ak pre kazdé i = 1,2,...,n je a; < b;.
a>b,ak prekazdé i =1,2,...,nje a; = b;.

Podobne plati a < b, ak pre kazdé ¢ =1,2,...,n je a; < b;.

a>b, ak pre kazdé : =1,2,...,n je a; > b;.

Poznamenajme, Ze nie kazdu dvojicu n-rozmernych vektorov mézeme porovnat. Napriklad pre

10
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4 2
vektorya= | =5 |, b= | 0 | neplati ani a < b ani a > b.
7 7
4 -2
Uvazujme teraz vektory: a= | 2], b= |[3],c=| 3 |. Vidime, Zze a < b, ale vektory a a ¢
5 7

nemozeme porovnat. (Prec¢o?)
Priklad 1.1 Uloha na samostidium
1. Vymyslite si 3 dvojice vektorov, ktoré mdzete porovnat a porovnajte ich.

2. Vymyslite si 3 dvojice vektorov, ktoré nemdzete porovnat a zdoévodnite, preco ich nemoézete
porovnat.
1.1.2 Specialne vektory

Jednotkovy vektor

Budeme hovorit, Ze e; je i-ty jednotkovy vektor, ked len jeho i-ta zlozka sa rovna 1 a vsetky

ostatné zlozky sa rovnaju nule:

e;=| 1| « i-ta zlozka sa rovna 1.

Nulovy vektor

n-rozmerny nulovy vektor je vektor, ktorého vsetky zlozky sa rovnaja nule:

1.1.3 Operacie s vektormi

Operacie s vektormi sa vykondvaju po zlozkdch. Pomocou nich vieme vyjadrit napriklad sucet
vektorov, rozdiel vektorov, alebo vynasobit vektor ¢islom. D4 sa dokonca vypoéitat aj dizka vektora.

Zacneme operaciou s¢itania dvoch vektorov a vynasobenim vektora redlnym c¢islom (skaldrom).

11
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Definicia 1.3 Siucet 2 vektorov
Nech a,b € R™ a = (a1,a0,...,a,)" a b = (by,ba,...,b,)7. Stiet dvoch vektorov a a b je
n-rozmerny vektor a + b. Ziskame ho tak, ze spocitame kazdu zlozku vektora a s odpovedajicou

zlozkou vektora b:

ai b1 ay + by

b +b

a+b= @2 + o 2
an by, an + by,

Stcet 2 vektorov a a b v R? je znizorneny na obrazku 1.4:

A
Y la,+b,,a,+b,)

2D b,
a |
a, a,
a b z

Obr. 1.4: Stiéet vektorov a a b v R2

Definicia 1.4 Ndsobenie vektora skaldrom

Nech a € R™ a = (a1,as,...,a,)" a k € R. Stcin ¢isla (skaldra) k a vektora a je n-rozmerny vektor

k - a, ktorého zlozky st k nasobky odpovedajucich zloziek vektora a:

al k-al

k.
kea=Fk- | ="
an k- an,

Nésobenie vektora a skaldrom k € R,k > 0 v R? vidime na obrazku 1.5.

y/\

Obr. 1.5: Nésobenie vektora a skaldarom k € R, k > 0 v R?

12
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Rozdiel 2 vektorov

Nech a,b € R" st dva n-rozmerné vektory. Potom rozdiel vektorov a a b vypocitame (pomocou

operacie s¢itania a skaldrneho nasobku vektora) nasledovne:
a—b=a+(-1)b.

Rozdiel vektorov ziskame, ked navzajom odpocitame jednotlivé zlozky vektora b od koresponduji-
cich zloziek vektora a. Stcet a rozdiel 2 vektorov mdzeme pocitat iba pre také vektory a a b, ktoré

maju rovnakt dimenziu.
Poznamenajme, ze:

1. Stcet 2 vektorov vq a vo je vektor, ktory ziskame, ked vektor vo umiestnime do koncového
bodu vektora vy. Potom vysledny vektor vi 4+ vo smeruje z pociatoéného bodu vektora v; do

koncového bodu vektora vs.
2. Nésobenie vektora kladnym skaldrom A > 0, A € R* nemeni orientéciu vektora.
3. Nasobenie vektora zdpornym skaldrom A < 0, A\ € R™ meni orientaciu vektora.

4. Rozdiel v; — vo dvoch vektorov znamend, ze priddme vektor ve opacéne orientovany ku ko-
covému bodu vektora vi, t.j. spocitame vektor —vo s vektorom vy. Pozri obrizok 1.6 pre

ziskanie predstavy ako funguje sti¢et a rozdiel 2 vektorov. Oba vektory sme znazornili v R2.

y/\

Obr. 1.6: Sticet a rozdiel vektorov vi a vy v R?

Priklad 1.2 Uloha na samostidium

4 1
Nech a = (5> ab= <2> . Vypocitajte vektory: a4+ b, —b, a — b, 2a, —3a a znazornite ich.

Pravidla pre pocitanie s vektormi

Nech a, b, ¢ € R™ a A, u € R. Pravidla pre pocitanie s vektormi s nasledujice:
1. komutativny zdkon: a4+ b =b 4+ a, Aa = a),
2. associativny zékon: (a+b) +c=a+ (b+c), (Au)a = A(na),

3. distributivny zdkon: A(a+b) = Aa+ Ab, (A + p)a = Aa + pa,

13
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4. nulovy prvok: a+0=a,a+ (—a) =0, (0 € R"),
5. jednotkovy prvok: 1-a = a.

Platnost vyssie uvedenych pravidiel bezprostredne vyplyva z predchadzajicich definicii a platnosti

komutativneho, asociativneho a distributivneho zdkona pre mnozinu redlnych cisel.

Definicia 1.5 Skaldrny sicin

Skalarny stcin n-rozmernych vektorov a = (ag,as,...,a,)" a b = (b1, ba,...,b,)" je definovany
nasledovne:
by
T ba
a -b=(a,az,...,ay)- = a1by +aghy + - +apb, = s
bn,
resp.

n
aT-b:Zaibizs, s €R.
i=1

Poznamka:
o Skaldrny stcin 2 vektorov nie je vektor, ale ¢islo (t.j. skalar).

« Skaldrny sti¢in a’ -b je definovany len pre vektory a a b, ktoré maji rovnaky rozmer (dimen-
ziu).

T

e V skaldrnom sucine prvy vektor zapiseme ako riadkovy vektor a' a vektor b zapiSeme Stan-

dardne, t.j. ako stipcovy vektor.

e Pre skalarny sacin plati komutativny zakon:

a-b=b' . a.

e Pre skalarny sucin plati distributivny zakon:

a'-(b+c)=a'-b+a'-c

e Pre skalarny stucin neplati asociativny zdkon:

a-(b"-c)#(a"-b)-c.

Priklad 1.3

Predpokladajme, ze podnik vyraba tri vyrobky, pricom x; = 30, x5 = 40 a 3 = 10, kde z; oznacuje
mnozstvo i-teho vyrobku, kde ¢ = 1,2,3. Naklady na vyrobu s 20 p.j. za jednotkové mnozstvo
pre vyrobok Vi, 15 p.j. za jednotkové mnozstvo pre vyrobok V5 a 40 p.j. za jednotkové mnozstvo
pre vyrobok V3. Nech ¢ = (c1, ca,¢3)7 je cenovy vektor, pricom i-ta zlozka urcuje cenu za jednotku
vyrobku i. Vektor m = (my,ma,m3)’ nech predstavuje vyrobené mnozstvo. Vypocitajte celkové

néklady na vyrobu.

14
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Riesenie:
20 30
Celkové naklady vypocitame ako skalarny sicin vektoru ¢ = | 15 | s vektorom m = | 40
40 10
30
¢ -m= (20,15,40) - | 40 | =20-30+ 15-40 + 40 - 10 = 600 + 600 + 400 = 1600.
10

Zistili sme, ze celkové ndklady na vyrobu uvedenych 3 vyrobkov si vo vyske 1600 penaznych

jednotiek.

Euklidovska dizka

Definicia 1.6 Euklidovskd dizka

Nech a € R” je n-rozmerny vektor a = (a1,as,...,a,)", potom euklidovska dizka vektora a,

oznac¢ime ju symbolom |al, je definovand vztahom:

al = /@ +aZ+-+ad.

Vektor, ktorého dizka sa rovné jednej, sa nazgva jednotkovy vektor. Pripomefime si, 7e sme uz

zaviedli §pecidlne jednotkové vektory e;, ez, ..., ey.

Na obrézku 1.7 nazorne vidime, ako spoéitat dlzku vektora pomocou Pytagorovej vety.

y/\

Ya 1

Y11

Obr. 1.7: Dizka vektora v v R?

Priklad 1.4 Normowvanie vektora
2

Majme a = | —3 |. Vypocitajte siradnice odpovedajiceho jednotkového vektora k vektoru a.
6

Riesenie:

1. Vypoéitame dizku vektora a:

la] = /22 + (—3)2 + 62 = V49 = T.
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2. Urc¢ime jednotkovy vektor e,:

2

1 1 2 7

ea:— a——a=—= — - _3 = _§
|a] 7 7 67

6 7

Pravidl4 platné pre skalidrny saéin vektorov a dizku vektora
1. Ja| = VaT -a >0,
2. |]aj]=0 <= a=0,
3. Al = | Ja,
4. la+b| < |a| + b,
5. a' -b=|a|-|b|-cos(a,b),
6. Cauchyho-Schwartzova nerovnost: ‘aT . b‘ < |a| - |b|.

Priklad 1.5
2 5

Majme dané vektory a= | —1 | ab = | —4 |. Vypoditajte dizky oboch vektorov, skalarny saéin
3 -1

vektorov a overte platnost Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti.

RieSenie:

1. Dizky oboch vektorov:

la] = /22 + (—1)2 + 3% = V14,
bl = /52 + (—4)2 + (—1)2 = V42.

2. Skalarny stcin vektorov:

al -b=2-5+(-1)-(—4)+3-(-1) =11

3. Platnost Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti:

|aT -b| =11 < [a - [b| = V14 - V42 ~ 24.2487
Priklad 1.6
2 5

Majme dané vektory a= | —1 | ab = | —4 |. Vypocitajte cos(a,b).
3 —1
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RieSenie:

Pouzijeme 5. pravidlo:
a' -b 11

lal-[b] ~ V14-v422

Uhol medzi vektormi a a b je preto priblizne 63.02°.

cos(a,b) = ~ 0.45363

Ortogonalne vektory

Uvazujme vektory a, b a vektor a —b. Uhol medzi vektormi a a b nazveme . Z Pytagorovej vety
vieme, ze uhol 7 sa rovna 90 stupnov prave vtedy, ked stcet druhych mocnin dizok vektorovaa b

sa rovna dlzke vektora a — b:

> |a]’ +[b|* = ]a—b|”

<= al-a+b"-b=(a—b)T-(a—b)

<= a'-a+b'-b=a"-a—a'b—b"-a+b"-b
< a' -b=0.

v = 90°

Vyuzili sme, Ze plati a’ -b = b' - a a ukdzali sme, Ze uhol medzi 2 vektormi je rovny 90° prave

vtedy, ked skaldrny stucin danych vektorov je rovny 0.

Uvedené tvrdenie plati aj pre n-rozmerné vektory. Pre kolmé (ortogondlne) vektory a a b pouzivame

zapis: a L b.

Priklad 1.7

3 4
Zistite, ¢i st nasledujtce vektory ortogonalne:a= | —-1|,b=| 6
2 -3

RieSenie:

Uvedené vektory st ortogonalne, pretoze a' -b=3-44 (=1)-6+2-(—3) = 0.

1.1.4 Linearna kombinacia vektorov

Definicia 1.7 Linedrna kombindcia vektorov

Nech a;, pre i = 1,2,...,m st n-rozmerné vektory a \;, pre i = 1,2,...,m st realne ¢isla. Potom

n-rozmerny vektor a dany:

m
a=\a;+ Xaz+ -+ A\pa, = Z/\iai
=1

nazyvame linearna kombinacia vektorov aj, ag, ..., a,,.

Na obrazku 1.8 mozeme vidiet linedrnu kombinaciu dvoch vektorov.
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y)\

Obr. 1.8: Linearna kombindcia vektorov vy a va

Konvexna kombinacia vektorov

Ak naviac plati, ze A\; > 0, prei =1,2,...,ma y ;* \; = 1, tak vektor a nazyvame konvexnou

kombinaciou vektorov aj,as, ..., a,,.

Mnozina vsetkych konvexnych kombinacii vektorov a; a as je mnozina tych vektorov, ktorych
koncové body priamkou spajaji koncové body vektorov a; a as. Preto oba vektory ¢; a c¢o mézeme

zapisat ako konvexnt kombindciu vektorov a; a as.
e Poznamenajme, ze pre A\ =1 a Ay =1 — A\; = 0 dostaneme vektor aj.
e Pre \{ =0a XAy =1 — A\; =1 dostaneme vektor as.

e Dalej sa da ukazat, Ze konvexna kombindcia vektorov je aj linedarnou kombinaciou tychto

vektorov.

LineArna zavislost a nezavislost vektorov

Definicia 1.8 Linedrna zdvislost vektorov

Danych m n-rozmernych vektorov aj, as, ..., a,, € R" je linearne zavislych, ak existuju také cisla

Ai, nie vSetky rovné nule, ze
m
ZAiai =Ma; +Xoax + -+ Apa, =0
i=1

alebo ak dand sustava vektorov obsahuje aspon jeden nulovy vektor.

Ak predchadzajica rovnica plati iba pre A\ = Ay = -+ = A\, = 0, tak vektory aj,as,...,a,;, si

linedrne nezavislé.

Poznamenajme, ze dva vektory si rovnaké, ak sa zhodujui vo vSetkych zlozkach a preto predcha-
dzajtca rovnica predstavuje n linedrnych rovnic s premennymi Aq, Ao, ..., Ay, V kapitole 1.4 tejto
ucCebnice sa budeme zaoberaf riesenim takychto systémov.

Poznamka:

7 predchadzajucej definicie dostavame nasledujicu ekvivalentni charakteristiku linearne zavislych

a linedrne nezavislych vektorov:
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1. Mnozina m vektorov aj,as,...,a, € R” je linedrne zavisla prave vtedy, ked jeden vektor

vieme zapisat ako linearnu kombindciu ostatnych vektorov.

2. Mnozina m vektorov aj,as,...,a,, € R™ je linedrne nezavisla prave vtedy, ked ziaden z vek-

torov nemozno zapisat ako linedrnu kombindaciu ostatnych vektorov.

Priklad 1.8
3

Nech sa dané vektory a; = (1

-1
), ag = ( ) ) . Zistite, ¢i st dané vektory linedrne zavislé.

Riesenie:
Vektory aj a ag s zavislé prave vtedy ak plati rovnost Aja; + Aeag = 0 resp.:

3A1— =0
A +2X =0

Ak z prvej rovnice vyjadrime Ay = 3A; a dosadime do druhej rovnice dostaneme A + 2 - 39 = 0,

zistime, ze \; = A2 = 0 a preto vektory a; a ag su linedrne nezavislé (pozri definiciu 1.8).

Vo vseobecnosti, ak budeme overovat linedrnu zavislost m n-rozmernych vektorov, ziskame ststavu
m rovnic pre n neznamych. Metody riesenia sistav linedrnych rovnic najdete v kapitole 1.4 tejto

ucebnice.
Teraz zhrnieme ziskané poznatky:

o Mnozina jednotkovych n-rozmernych vektorov {ej,es,...,e,} v R™ je mnozina linedrne ne-

zavislych vektorov.

« Lubovolny n-rozmerny vektor a' = (ay,as,...,a,) vieme zapisat ako linedrnu kombinéciu
jednotkovych vektorov
0
O n
a=a +ax |0 +--4ay]|: :Zai'ei
0 i=1
0 0

Vsimnime si, Ze koeficienty (skaldry) linedrnej kombinécie su prave sturadnice vektora a.

Definicia 1.9 Hodnost siustavy n-rozmerngch vektorov

Hovorime, Ze sustava ai,ag,...,a, n-rozmernych vektorov ma hodnost h, ak v tomto systéme
existuje h linedrne nezavislych vektorov, a kazdych h 4+ 1 vektorov z tohto systému je uz linedrne

zavislych.

Kazda ststava n-rozmernych vektorov ma hodnost h < n.
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Operécie, ktoré nemenia hodnost h ststavy n-rozmernych vektorov
Hodnost sustavy n-rozmernych vektorov sa nezmeni ak:
1. zamenime poradie vektorov v siistave,
2. vynasobime jeden vektor sistavy nenulovym c¢islom,
3. pripocitame k jednému vektoru linedrnu kombinéciu ostatnych vektorov,
4. vynechédme v stustave vektor, ktory je linedrnou kombinaciou ostatnych vektorov sistavy.

Plati, hodnost sustavy vektorov sa rovna poctu linedrne nezavislych vektorov danej sustavy vekto-
rov.

Priklad 1.9

Pre vektory a = (3,1,—1,0)T, b = (5,0,4,4)T, ¢ = (1,1,3,7)" vypocitajte 2a+ 3b, 3c —a, b-c, 4b.

Overte linearnu zavislost vektorov a, b a c.

Riesenie:
V prvych dvoch tlohéach vyuzijeme priamo pravidla pre sicet vektorov a ich linedrnej kombindcie.
V tretej ilohe vypocitame skaldrny sicin danych vektorov a v poslednej tlohe vypocitame skalarny

nasobok vektora.
2a+3b=(2-3+3-52-1+3-0,2-(-1)+3-4,2-0+3-4)7 =(21,2,10,12)T,
3c—a=(3-1-33-1-1,3-3+1,3-7-0)T =(0,2,10,21)7,
bc=(5-1+0-1+4-3+4-7)7 =45,
4b = (4-5,4-0,4-4,4-4)T =(20,0,16,16)T.

Pre overenie linedrnej zavislosti spocitame hodnost danej sistavy vektorov. Jednotlivé vektory
zapiSeme pod seba do riadkov. Mézeme ich zapisat v lubovolnom poradi (vymena poradia vektorov

nemeni hodnost danej sistavy vektorov).

Zvolili sme si nasledujice poradie: do 1. riadku sme zapisali vektor ¢, do druhého riadku vektor a a
do tretieho vektor b (preco prave takto?). Stustavu vektorov sme dali do okrihlych zétvoriek. Up-
ravy budeme robif v jednotlivych krokoch. Poradie krokov oznacujeme ¢islom, riadky sme oznacili
velkymi pismenami (napr. 1A, 1B, 1C). Pouzité dpravy, ktoré nemenia hodnost ststavy vekto-
rov sme naznacili pred symbolom ~, ktory hovori, Ze po naznac¢enych tpravach nedéjde k zmene

zavislosti vektorov na nezavislost a naopak.

1A {11 3 7
IB[3 1 -1 0| 1A-(=3)+1B ~
1C\5 0 4 4) 1A-(=5)+1C
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2A (1 1 3 7 3A (11 3 7
~ 2B |0 -2 -10 -21 ~ 3B |0 -2 -10 -21
2 \0 -5 —11 -31) 2B-(-3)+2C 3Cc\o o0 14 %

Pomocou tiprav, ktoré nemenia hodnost ststavy vektorov sme upravili vektor a = (3,1,—1,0)T
na vektor (0,—2,—10,—21)T. Vektor b = (5,0,4,4)T sme upravili na vektor (0,0, 14, 2). Vektor
c=(1,1,3, 7)T, ktory sme umiestnili do 1.riadku ststavy vektorov zostal rovnaky. Kedze 1. zlozka
upraveného vektora a sa rovna nule a prvé dve zlozky upraveného vektora b sa rovnaju nule, je
zrejmé, ze neexistuju také nenulové konstanty, pomocou ktorych by sme zapisali napr. vektor ¢ ako
linearnu kombindaciu vektorov a a b. Preto vektory a, b a ¢ st linedrne nezavislé, naviac plati, ze

hodnost stistavy uvedenych vektorov je 3.

Priklad 1.10
Pre vektory a = (1,1,2,0)7, b = (2,2,4,0)7, ¢ = (1,4,1,1)T vypocitajte 2a + 3b, 3c —a, b - ¢, 4b.

Overte linearnu zavislost vektorov a, b a c.

Riesenie:

Budeme postupovat rovnako ako v priklade 1.9:
2a+3b=(2-1+3-2,2-1+3-22-2+3-4,2-0+3-0)T =(8,8,16,0)T,
3c-a=(3-1-1,3-4-1,3-1-2,3-1-0)" =(2,11,1,3)T,
bc=(2-1+2-4+4-1+0-1)T =14,
4b=(4-2,4-2,4-4,4-0)T = (8,8,16,0)T.

Pre overenie linearnej zavislosti opat spocitame hodnost danej sistavy vektorov pomocou tprav,
ktoré nemenia hodnost stustavy vektorov. V tomto priklade sme si zvolili nasledujtiice poradie: do
1. riadku sme zapisali vektor a, do druhého riadku vektor ¢ a do tretieho vektor b (preco prave

takto?). Pouzité upravy a oznacenie riadkov sme zapisali podobne ako v predchddzajicom priklade.

1A {1120 2A (1 1 2 0
IB1 41 1[1A(-1)+1B ~2B|0 3 -1 1
1C\2 24 0/ 1A-(-2)+1C 2c\0 0 0 0

Po upravéich zostal vektor a nezmeneny. Vektor ¢ sme upravili na vektor (0,3, —1,1). Z vektora
b sme naznacenymi upravami ziskali nulovy vektor t.j. (0,0,0,0). Zistili sme, Ze ststava vektorov
a, b a c je linearne zavisla, pretoze obsahuje nulovy vektor. Hodnost stustavy sa rovna 2, pretoze

obsahuje 2 linearne nezavislé vektory.

Priklad 1.11 Uloha na samostidium
Pre vektory a, b a c:
l.a= (413,07, b=(2,-251",c=(1,4,21)7,

2.a=(3,7,2,)T, b= (1,1,-1,0)T, ¢ = (6,10, —1,1)T,
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3.a=(1,52,-1)T, b=(3,-1,2,5)T, ¢ = (-2,6,0,—6)T,
4. a=(7,7,2,-3)T, b= (0,-4,1,-3)T, ¢ = (7,-1,0,3)7,
5. a=(4,1,9,14)T, b= (5,1,-4,3)T, ¢ = (0,0,1,-1)T,
6. a=(4,7,4,6)T, b = (2,4,2,10)7, ¢ = (3,5,3,1)T
vypocitajte 4a + 5b — ¢, 2c — 3a, a - ¢, 7b a overte linedrnu zavislost vektorov a, b a c.

Na zaver zistite, pre akt hodnotu k € R st vektorya = (1,k, k)T, b= (1,1,1)T, ¢ = (2, k+2,3k+4)T

linedrne nezavislé, a pre akt hodnotu k& € R st linedrne zavislé.

1.1.5 Vektorovy priestor

Definicia 1.10 Vektorovy priestor

Majme mnozinu vektorov V' = {a, b, c,x} € R", pre ktoré je definovana operécia séitania a skaldr-

neho nasobku a A, i € R. Potom dand mnozina vektorov ma nasledujice vlastnosti:
1. a+b=b+a,
2. (a+b)+c=a+ (b+c),

3. existuje neutralny prvok vzhladom na scitanie, t.j. existuje vektor 0 € V taky, Ze pre vsetky

vektory a € V plati: a4+ 0 = a,

4. existuje opacny prvok vzhladom na sé¢itanie, t.j. pre kazdy vektor a € V existuje jednoznacne

vektor x € V taky, ze plati: a4+ x = 0 alebo x = —a,

5. (A-p)-a=A-(p-a),

6. 1-a=a,

7.X-(a+b)=X-a+A-b,

8. AN+p)-a=X-a+pu-a
Ak pre Tubovolné vektory a,b € V plati, Zze aj a+ b € V, a ak aj pre Iubovolné A € R plati,
ze Aa € V., potom mnozinu V nazyvame linedrny vektorovy priestor, alebo len vektorovy
priestor.

Euklidovsky n-rozmerny priestor

Definicia 1.11 Euklidovsky n-rozmerny priestor

n-rozmerny vektorovy priestor, v ktorom je definovana vzdialenost vektorov (tzv. euklidovskd met-

rika) ako dlzka ich rozdielu, sa nazyva n-rozmernym euklidovskym priestorom a oznacuje sa E™.

Definicia 1.12 Bdza vektorového priestoru
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1. Mnozinu B = {by,bs,...,b,} linedrne nezavislych vektorov vektorového priestoru V' nazy-
vame baza vektorového priestoru V', ak Iubovolny vektor a € V' vieme zapisat ako linedrnu

kombinaciu bazovych vektorov by, ba, ... by:

a=MA-bi+X-ba+---4+ X\, by

2. Pocet bazovych vektorov urcuje dimenziu n vektorového priestoru V.

Poznamka:

e Plati, ze maximéalny pocet linedrne nezavislych vektorov vektorového priestoru V' tvori jeho
bazu a dimenzia vektorového priestoru V' je dand maximélnym poctom linedrne nezavislych

vektorov.

e Hovorime, ze vektorovy priestor V' je generovany mnozinou bazovych vektorov
{b1,by,...,b,}.

e Dimengzia vektorového priestoru nie je nutne rovna poctu zloziek jeho vektorov. Plati, ze

n-rozmerny vektor moze obsahovat najviac n linedrne nezavislych vektorov. AvSak plati, Ze

n linedrne nezavislych vektorov n-rozmerného vektorového priestor tvori jeho béazu.

Priklad 1.12 Uloha na samostidium

5 -3 2
Dané st vektorya=| -1|,b=1] 5 |, c=]1
1 —2 2

1. Vypoditajte skaldrne stc¢iny a’ -b,c’ - b,a’ - ¢. St niektoré dvojice vektorov ortogonalne?
2. Vypocitajte vzdialenost 2 bodov, ktoré st uré¢ené polohovymi vektormi a a b resp. a a c.

Priklad 1.13 Uloha na samostidium

3 -1 2
Su vektory a = ( 1) , b= ( A ) , €= <1> linedrne nezavislé?

Priklad 1.14 Uloha na samostidium

1 -1 2 -1 0
Dané st vektory a = <0> , b= ( ) > . Zistite ¢i vektory <3> , ( ) ) a <1> st linedrnou
2

kombinéciou vektorov a a b. Je niektory vektor konvexnou kombindciou vektorov a a b? Nakreslite

vsetky vektory.

Priklad 1.15 Uloha na samostidium
3 l

Dané st vektorya= | -1 |, b= | =1 |, kde k,I € R. Pre aké hodnoty k£ a [ st dané vektory
k 4

linedrne zavislé (resp. nezavislé)?
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1.2

Matice

Maticou typu m X m rozumieme schému m X n redlnych cisel usporiadanych do m riadkov a n

stipcov. Na jednotlivé riadky alebo stipce matice sa mézeme pozerat ako na vektory. Matica je

jednoducho ststava vektorov zapisanych do riadkov, alebo do stipcov.

Prvky matice ozna¢ujeme dvojitym indexom. Prvy udéva riadok a druhy stipec, v ktorom sa prvok

nachadza. Matice oznacujeme velkymi pismenami, napr. A.

ail a2 . A1n

a1 ago e a2,
A=

aml am2 ... Omn

Pre strucny zapis matice pouzivame aj predpis A = (a;j)mn alebo A = (a;j). Prvky ai1,a9,...

matice A tvoria jej hlavnt diagonalu. Prvky ai,,as,—1,... matice A tvoria jej vedlajsiu dia-

gonalu.

1.2.1 Speciélne typy matic

Maticu nazyvame:

nulova matica, ak vsetky jej prvky sa rovnaja nule,
stvorcova matica radu n, ak ma rovnaky pocet riadkov a stlpcov,

diagonalna matica A radu n xn je matica, ktord ma nenulové prvky len na hlavnej diagonéle

a; 7 0,i=1,...,n, kym ostatné prvky si rovné nule,

jednotkova matica je Stvorcovd matica, ktord ma na diagondle samé jednotky a ostatné

prvky st rovné nule (oznacujeme I alebo E).

Dalej:
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e Maticu U nazyvame horna trojuholnikova matica rddu n x n ak u;; = 0 pre 1 <i,5 < n

pricom 7 > j.
Maticu L nazgyvame dolna trojuholnikova matica rddu n x n ak l;; = 0 pre 1 <i,j < n
pricom i < j.
Matica transponovana k matici A je matica, ktord vznikne vymenou riadkov za stipce,

oznacujeme ju AT. (matice A typu m x n a AT typu n x m si navzijom transponované).

Matica A je symmetricka matica rddu n x n ak A = AT, tj. rovnost a;; = aj; je splnend

pre 1 <14,7 < n.

Matica A je asymmetricka matica rddu nxn ak A = —AT, tj. rovnost a;; = —aj; je splnend

pre 1 <14,7 < n.
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Priklad 1.16

1 3 4 7 1 3 4 1 3 4 1 2 0
Majme dané maticcA=12 5 8 0 |,B=]2 5 8[,C=|0 3 8|,D=1]3 5 -1
0O -1 1 -5 0 -1 1 0 0 1 4 8 1
1 2 0
1 0 1 3 4 1 3 4 1 00 3 5 )
E=12 5 0|, F=|3 5 8|,G=]0 0 8[|, I=]0 1 0f,Jd= 48 1|
0 -1 1 4 8 1 0 0 1 0 0 1
7 0 =5

Urcte, ktoré dve matice si navzijom transponované. Ktord matica je stvorcova a ktora je sy-
metrickd? Ktord z uvedenych matic je horna trojuholnikovd matica a ktord dolna trojuholnikova

matica? Ktora z nich je diagonalna matica?

Riesenie:

Matice B a D a matice A a J st navzdjom transponované. Matica F je symetrickd matica. Matica C
je horna trojuholnikova matica. Matica G nie je horné trojuholnikova matica, pretoze nielen prvky
pod hlavnou diagondlou st nulové, ale aj prvok gos = 0. Stvorcové matice st vietky okrem matice
A. Matica E je dolna trojuholnikova matica. Matica I je diagondlna a zaroven je aj jednotkova,

pretoze na diagonale ma cisla 1.

1.2.2 Hodnost matice

Definicia 1.13

Hodnostou matice A, zvy¢ajne zapisovani vyrazom h(A), nazyvame hodnost ststavy vektorov,

ktoré tvoria riadky (pripadne stipce) matice A.

Plati:
« h(A) = pocet jej linearne nezavislych riadkov (stlpcov),
. B(A) = h(AT),

e h(A) < min(m,n),

hodnost nulovej matice je 0 (nula).

Vypocet hodnosti matice
Matica je odstupnovand, ak kazdy jej riadok mé zlava aspon o jednu nulu viac nez predchiadzajuici
riadok, pricom niekolko poslednych riadkov méze byt nulovych. Navyse plati, ze hodnost odstup-
novanej matice sa rovna poctu jej nenulovych riadkov.
Elementarne tpravy, ktoré nemenia hodnost matice:

1. vymena poradia riadkov v matici,

2. vynasobenie lubovolného riadku matice nenulovym ¢islom,
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3. pripocitanie ndsobku jedného riadku k inému riadku,
4. vynechanie riadku, ktory je linedrnou kombinaciou ostatnych riadkov matice.

Tieto tpravy mozeme vykonat aj nad stipcami matice. V tejto uéebnici viak pouzivame iba riadkové

upravy.

Priklad 1.17

2 5 2
Uréte hodnost matice A= |3 —4 2
0 6 2

Riesenie:

Budeme postupovat rovnako ako v poslednej tilohe prikladu 1.9, kde sme overovali hodnost stustavy
vektorov, pretoze tloha urcit hodnost matice je ekvivalentnd s tlohou urcit hodnost sistavy vekto-
rov. Tu sme viak nemenili poradie riadkov, pretoze v ziadnom riadku nebolo &slo 1 v prvom stlpci

(jednotka v 1. stipci zjednodusuje elementarne upravy).

1A (2 5 2 2A (2 5 2 2 5 2
B3 —4 2[1A-(-3)+1B ~ 2B |0 -% -1 ~ [0 =% -1
1Ic\o 6 2 20\0 6 2 )2B-2+2C 0 0 3

Maticu A sme upravili elementarnymi ipravami, ktoré nemenia hodnost matice na odstupnovani

maticu. Zistili sme, Ze pocet jej nenulovych riadkov je 3 a preto jej hodnost sa rovna 3 (h(A) = 3).

1.2.3 Zakladné operacie s maticami

Sc¢itanie matic rovnakého typu

Spocitame prvky matic na rovnakych poziciach: A + B = (aij)mxn + (bij)mxn = (@ij + bij)mxn-

Nasobenie matice realnym cislom

Vynasobime kazdy prvok matice danym ¢islom: ¢+ A = ¢ (aij)mxn = (€ @ij)mxn, ¢ € R.

Vlastnosti sCitania matic
Nech matice A, B, C st rovnakého typu a k,[ € R, potom plati:
1. A+B=B+A,
2. (A+B)+C=A+(B+C),
3. k(A+B) =FkA + kB,
4. (k+1)A =kA + A,

5. k(IA) = (kl)A.
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Priklad 1.18

Pre dané matice A a B vypocitajte maticu C=2- A + B.

5 2 1 -1 0
A=1[3 -4 2|,B=|2 4 6
6 2 3 -2 =2

RieSenie:

Na vypocet matice C pouzijeme pravidlad uvedené vyssie:

2 5 2 1 -1 0 2:24+1 2-5+(-1) 2-240
2-A+B=2-3 -4 2|+|2 4 6 |=]2-34+2 2-(-4)+4 2-246 |=
0 6 2 3 -2 =2 2:0+3 2:6+(-2) 2-2+4(-2)
5 9 4
=8 —4 10
3 10 2

Sicin matic

Nech A je matica typu m x n a B je matica typu n x p. Potom sii¢inom matic A - B je matica C
typu m X p, pri¢om plati, Ze prvok c¢;; je skaldrnym stc¢inom i-teho riadku matice A a j-teho stipca
matice B:

Cij = a;1bij + aioboj + - - - Ainbp;

B
bll b12 b13

A-B=C ba1  baa  bos
b31 b3z b33
byr  bay by
a1 12 @13 ai4 €11 C12 (13
G21 Q22 @A23 (24 C21 C22 C23

a31 Q32 az3z G34 C31 C32 (33

Obr. 1.9: Grafické znazornenie nasobenia matic

Priklad 1.19

Vypocitajte siciny matic B - C a C - B pre matice B a C z prikladu 1.18.
Riesenie:

Obe matice st typu 3 x 3 a preto aj vysledna matica bude typu 3 x 3.

1 -1 0 5 9 4
B-C=12 4 6 [-|8 —4 10|=
3 -2 =2 3 10 2
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1-5+(-1)-840-3 1-9+(=1)-(—4)+0-10 1-4+4(-1)-1040-2
= 2.54+4-8+6-3 2.944.(—4)+6-10 2.4+44-1046-2
354 (=2) -84 (=2)-3 3-94(=2)-(=4)+(=2)-10 3-4+ (=2)-10+ (=2)-2

-3 13 -6
=160 62 60
-7 15 -—-12
Vypocet sicinu matic C - B nechdvame na cteného citatela. Tu uvidzame len vyslednii maticu
35 23 46
C-B=|30 —44 —44|. VSimnime si, ze sme B-C # C - B.
20 33 56

Priklad 1.20

1 -1 1 -1 0
Danés{lprematiceA:<2 g 2), B=1]2 4],C=|2 4 6
o2 3 -2 3 -2 -2

Vypocitajte siuciny matic A-B, B-A, A-C, C-A.

Riesenie:
Najskor zistime, ¢i mozeme matice vynasobit. Matica A je typu 2 x 3 a matica B je typu 3 x 2.

Matice mozeme vynasobit, vyslednd matica bude typu 2 x 2. Citatel sa lahko presvedd, ze

1 -23
pretoze matica B je typu 3 x 2 a matica A je typu 2 x 3.

18 14
A-B= ( . SGcin matic B - A moézeme tiez vypocitat, vyslednd matica bude typu 3 x 3,

-1 9 0
18 14 26
B-A=1]16 —6 12 |.Suc¢inom matic A-C bude matica 2 x 3, pricom A-C = ( 1 23 28)
0 23 2

Stéin matic C - A nemozeme spoéitat, pretoze matica C méd 3 stipce a matica A mé len 2 riadky.

Vyberte este dalsie dvojice matic, ktoré mozeme vynasobit a vynasobte ich. Dalej urcte tie dvojice

matic, ktoré nemozeme vynasobit.
V priklade 1.19 a 1.20 sme poukézali na dolezitt vlastnost nasobenia matic a tou je, ze nasobenie
matic nie je komutativne a tiez nie vzdy je mozné sicéin matic spocitaf.
Vlastnosti nasobenia matic
Nech matice A, B, C,I st vhodného typu a k € R, potom pre sticet a ndsobenie matic plati:
1. nasobenie matic nie je komutativne,
2. ak I je jednotkova matica, potom A,,xn - Lixn = Amxn, Imxm - Amxn = Amxn,
3. kKA-B=A-k-B=A Bk
4. A(BC) = (AB)C,
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5. A(B+C) = AB + AC,
6. (A+B)C = AC + BC,

7. (AB)T = BTAT.

Nasobenie matic v mikroekonémii

Priklad 1.21

Spotrebitelia A, B, C' chca kupit tovar t1, t9, t3, t4, kazdy v inom mnozstve. Cely nakup moézu kapit
bud v obchode O; alebo v Oy. Pozadované mnozstvo a ceny jednotlivych tovarov st uvedené
v tabulke Tab. 1.1. Odporucte spotrebitelom, v ktorom obchode je pre nich vyhodnejsie kupovat,

za predpokladu, zZe chci za svoj nakup zaplatif menej.

Tovar Oy O

Spotrebitel | t; to t3 14 t1 1.50 1.00
A 6 5 3 1 to 2.00 2.50

B 3 6 2 2 t3 5.00 4.50

C 3 4 3 1 ty 16.00 17.00

Tab. 1.1: Pozadované mnozstvo tovaru a ceny v obchodoch

Riesenie:
Ozna¢me symbolom M maticu odpovedajicu pozadovanému mnozstvu tovarov, ktoré chce spotre-

bitel zaktpit a symbolom O maticu cien jednotlivych tovarov v obchodoch. Potom:

1.50 1.00
6 5 3 1
2.00 2.50
M=13 6 2 2|, 0=
5.00  4.50
34 31
16.00 17.00

Odpoved na otézku, v ktorom obchode zaplati spotrebitel menej ziskame, ked spocitame sucin
matic M - O. Matica M je typu 3 x 4 a matica O je typu 4 x 2. Dané matice mézeme vynasobit,
pretoze pocet stipcov matice M sa rovnd poctu riadkov matice O a preto vysledna matica cien
ndkupov bude typu 3 x 2, pretoze (3 x 4) - (4 x 2), ¢o zodpovedd tomu, Ze mame 3 spotrebitelov a
2 obchody, v ktorych moézu spotrebitelia nakupovat. Pocet jednotiek zakipenych 4 druhov tovarov

nasobime zodpovedajicou cenou tovaru.

1.50 1.00
6 5 3 1 50.00 49.00
2.00 2.50
M-O=13 6 2 2 = | 58.50 61.00
5.00  4.50
34 31 43.50 43.50
16.00 17.00
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Pripomenme si, ze hodnotu 50 (cena ndkupu v obchode O7) sme ziskali po vynésobeni prvkov 1.
riadku matice M prvkami 1. stipca matice O a néslednym spo¢itanim tychto si¢inov (ide o skalarny
stéin vektora v 1. riadku matice M s vektorom v 1. stipci matice 0). Po vynédsobeni uvedenych matic
sme zistili, Ze spotrebitel A zaplati menej v obchode Os, spotrebitel B zaplati menej v obchode O

a nakup spotrebitela C' stoji rovnaké mnozstvo penazi v oboch obchodoch.

Priklad 1.22 Uloha na samostidium

Predpokladajme, Ze firma pouziva tri suroviny oznacené R, Re a Rs, vyraba styri medziprodukty
S1,59,53 a Sy. Tieto medziprodukty firma pouziva na vyrobu dvoch findlnych vyrobkov Fi a Fb.
Pocet pozadovanych jednotiek na medziprodukty nezavisi od pouzitia medziproduktov ako vstupu
pre dva findlne vyrobky. V Tab. 1.2 je uvedeny pocet jednotiek kazdej suroviny, ktoré si potrebné na
vyrobu jednej jednotky kazdého z medziproduktov. V Tab. 1.3 je uvedeny pocet jednotiek kazdého
medziproduktu potrebny na vyrobu jednej jednotky kazdého z nich pre findlne vyrobky. Spoloc¢nost
planuje vyrobit 80 jednotiek medziproduktov S1, 60 jednotiek S5, 100 jednotiek S3 a 50 jednotiek
S4. Rovnako planuje vyrobit 70 jednotiek findlnych vyrobkov F7 a 120 jednotiek Fb.

Kolko jednotiek suroviny potrebuje firma na vyrobu pozadovaného mnozstva medziproduktov a

kolko na vyrobu findlnych produktov?

S1 S2 S3 5S4
R 2 1 4 0
Ry | 3 2 1 3
Rs| 1 4 0 )

Tab. 1.2: Poziadavky na suroviny pre medziprodukty

TR R
s | 2 3
S| 4 0
Se| 1 4
Sy 3 1

Tab. 1.3: Poziadavky na medziprodukt pre findlne vyrobky
RiesSenie:
Pre vyriesenie navrhujeme nasledujici postup:

1. Vypocitame, kolko jednotiek kazdej suroviny je potrebnych na vyrobu vsetkych medzipro-
duktov.

2. Vypocitame, kolko jednotiek kazdej suroviny je potrebnych na vyrobu findlnych vyrobkov.

3. Vypocitame celkovy pocet jednotiek vstupnych surovin na vyrobu medziproduktov a finalnych

produktov.
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Regularna, singularna matica
Stvorcova maticu A, xn, nazyvame:
e regularna matica, ak ma linearne nezavislé riadky,
o singularna matica, ak obsahuje linearne zavislé riadky.

Hodnost reguldrnej matice sa rovna n (h(A) = n). Stcin regularnych matic je reguldrna matica,
sucet regularnych matic nemusi byt regularna matica. Hodnost singularnej matice je mensia ako
n (h(A) <n).

1.2.4 Inverzna matica

Nech A, x, je $tvorcovd matica. Inverznii maticu k matici A nazveme maticu A~!, pre ktord
plati:
A A =1

Pre inverznd maticu plati:
« inverzna matica A~! existuje prave vtedy, ked matica A je reguldrna,

e ku kazdej regularnej matici existuje prave jedna inverzna matica.

Inverzna matica a jej vlastnosti
Nech Ay xn, Brxn st regularne matice a ¢ € R pricom ¢ # 0. Potom platia nasledovné rovnosti:
1. (A=t =A,
2. AAT=ATTA =1,
3. (AB)"! =B !A!,
4. (cA)™t=1A"1

Inverzni maticu ndjdeme pomocou elementdrnych tprav nad maticou: (A[I) ~ --- ~ (IJA™1).
Poznamenajme, ze maticu A pomocou elementarnych tprav prevedieme na jednotkovi maticu a
zaroven jednotkovii maticu prevedieme na inverzni maticu. Ak k matici A neexistuje inverzna
matica, vznikne nam jeden alebo viac nulovych riadkov v upravenej matici A. Hodnost matice A
bude v tomto pripade mensia ako pocet riadkov(stipcov) matice A.

Priklad 1.23

N4ajdite inverzni maticu k matici B z prikladu 1.18.

Riesenie:
K matici B pripiseme jednotkovii maticu, t.j. vytvorime maticu v tvare (B|I). Na riadky tejto matice

budeme aplikovat elementarne tpravy s cielom ziskat hornt trojuholnikovii maticu z matice B.
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Riadky matice oznac¢ime opét ¢islom a pismenkom. Pomocou tohto oznacenia uvedieme za maticu,

aké elementdrne tpravy sme vykonali nad riadkami celej matice.

1A {1 -1 0|1 00 2A (1 =1 0|1 0 0\ 2B-{+2A
IB|2 4 6|0 1 0[1A-(-2)+1B ~2B|0 6 6|-2 1 0|28} ~
1C\3 =2 -2(0 0 1) 1A-(-3)+1C 20 \0 1 —2/-3 0 1/ 2B-(—%)+2C
3A 10 112 %+ 0
~3B |01 1]|-% & 0
3¢ \0 0 =3[-% -1 1

Zistili sme, ze matica B je regularna, jej hodnost sa rovna 3. KedZe inverzna matica k nej exis-
tuje, budeme pokracovat v tpravach na jednotkovi maticu a vykondme na nej napr. nasledujtce

elementarne apravy:

2 1 1 2 1 1
11 1 11 1
8 1 1 8 1 1
3C 0 =3|-3 —5 1/3C-(—3) 001 5 1 —3
2 1 1
-5 9 3 1 -1 0
Matica B~! = —% % % je inverznd matica k matici B=12 4 6
8 1 1
9 18 3 3 -2 -2

Spravnost vypoc¢tu moézeme overif vynasobenim oboch matic, pricom musime dostat jednotkovi
maticu, t.j. B-B~' =B~ .B =1

Priklad 1.24 Uloha na samostidium

Majme dané nasledujiice matice:

1 -2 4 -5 4 -5 1 bz -l il
A= . B= . C= ,D=1|4 3 L E=]2 -5 3],
-1 3 —92 3 —2 3 2
2 3 4 3 -2 5
1 2 -3 0 6 2 -3 0
4 1 5 4 1 2
11 2 3 21 0 3
F=|-2 -6 3|,6=(2 -5 3|, H= 1=
3 4 1 7 3 4 1
3 3 4 3 -2 5
1 -2 —1 3 1 -2 1

1. Pre jednotlivé matice vypocitajte inverzné matice, ak existuju.

2. Vyberte si 3 vhodné dvojice matic a vynéasobte ich. Ktoré dvojice matic nemdzeme vynédsobit?
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1.3 Determinanty matice

Pomocou determinantu sa naucime:
e zistif, ¢i existuje inverzna matica,
e najst inverzni maticu a vyriesit ststavu linedrnych rovnic,
e najst vlastné ¢isla matice.
Definicia 1.14 Determinant matice
Nech A, ., je Stvorcovd matica. Determinant matice A, oznaeny |A|, je ¢islo, ktoré spocitame
rekurentnym sposobom:
L. [Aix1| = a1,

2. |Apsnl = (1) an|An ]+ (=1)"FParg|Are|+- -4 (=1) " ar Ar| = 0 (1) ags|Aggl,
kde |Ay;| je determinant matice, ktord vznikne vynechanim prvého riadku a j-teho stlpca
matice A,
resp.

[Anxn| = (1) g A | + (=1) ap|An| + - + (1) aim|Ain| = 27_; (—1) ai;] Azl
kde |A;;| je determinant matice, ktord vznikne vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca

matice A.

Priklad 1.25
Vypocitajte determinant matice A typu 2 x 2 podla definicie.

RiesSenie:

1. Spravime rozvoj podla 1. riadku:

a1l Q12
Al = = (=D a11 - [An|+ (1) a1y - Al
G21 Q22
2. Vypocitame |A11| = |age| = a22, |A12| = |ai2| = a21 a dostaneme:

|A| = a1 - ag2 — a2 - as;.

Uvedeny postup nazyvame krizové pravidlo (pozri obrazok 1.10a).

Priklad 1.26

27
Vypocitajte determinant matice |A| = -
Riesenie:
2 7
Al=] |=25-T3=10-21=-11
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Priklad 1.27

Vypocitajte determinant matice A typu 3 x 3 podla definicie, spravte rozvoj matice podla 1. riadku.

= a1 - a3z —asy - a3 a

Riesenie:
ail a2 Q13
Al = lazr az ags| = (=1)"air - [Au| + (=1)"F a1z - [Are| + (=1)"Parz - [Ag].
az1 as2 ass
vy a2 Aa23 a1 a93
Vypocitame [Aq;| = = azo - a3z — azp - a3, |Aj2| =
as2 ass as1 ass
as1 a
nakoniec ‘A13’ = 21 2 = a91 - azz — ag2 - Aas1.
aszp asg

Potom vyslednii hodnotu determinantu matice A mézeme zapisat nasledovne:

|A| = a1 - (a2 - ags — asz - agz) — ar2(az - azg — asy - azy) + aiz(ag; - ase — ag - asy).

Uvedeny postup nazyvame Sarrusovo pravidlo (pozri obrazok 1.10b).

Vypocet determinantov matic radu 2 a 3
Nech A, «,, je reguldrna matica.

1. Ak n = 2, potom ‘Agxg‘ = 11022 — A1202]-

2. Ak n = 3, potom |A3x3| = a11a22a33+ 021032013+ 031012023 —A13022031 —A23032011 —A3301202]

(Sarrusovo pravidlo).

+ o+ 4+
aii a2 a3 aii
+ \ A a
ai a12 a1 a22 a23 a21
N N I
a1 a22 aszi a32 a33 a31

(a) Krizové pravidlo

(b) Sarrusovo pravidlo

Obr. 1.10: Vypocet determinantov pomocou krizového a Sarrusovho pravidla

Poznamka:

Krizové pravidlo pouzivame len pre vypocet determinantov matice 2 x 2. Sarrusovo pravidlo po-

uzivame len pre vypocet determinantu matice typu 3 x 3. Pre vypocet determinantov matic typu

n X n, kde n > 3, pouzivame rekurentny vztah uvedeny v definicii 1.14.
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Vlastnosti determinantov
1. A, xn je reguldrna matica < |A| # 0, t.j. jej riadky si linedrne nezavislé.
2. A, «n je singuldrna matica < |A| = 0, t.j. jej riadky st linedrne zavislé.
3. Determinant trojuholnikovej matice sa rovna sicinu jej prvkov na diagonéle.
1. Nech A, B st matice typu n x n, potom |A - B| = |A]| - |B|.
2. Nech A je matica typu n x n, potom |A| = |AT|.
1

3. Nech A je reguldrna, potom |A~!| = AT

Priklad 1.28

1 4 1
Vypocitajte determinant matice |[A|=|3 -2 2|.
-1 4

Riesenie:
Pri vypocte pouzijeme Sarrusovo pravidlo. Pre jednoduchsi vypocet priddme k matici napr. prvé 2
stipce vpravo za maticu a vyndsobime prvky v smere hlavnej diagonély:

+ o+ 4+
1 4 1 1 4

-1 4 2 -1 4

4 1
Preto: [ 3 -2 2(=1-(=2)-24+2-(=1)+1-3-4—(=1)-(=2)-1—-4-2-1-2.3.4=—34,
-1 4

Priklad 1.29

1 -1 2 -1

o . . -2 3 -3
Vypocitajte determinant matice |A| = .
1 -1 4
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Riesenie:
Potrebujeme vypocitat determinant matice 4 x 4, budeme postupovat podla definicie a spravime

rozvoj podla 3. riadku, pretoze prvok asy = 0 a teda sa ndm znizi pocet pocitanych determinantov

0 jeden. Vyznacime si dany riadok cervenou farbou a podla neho spravime rozvoj.

1 -1 2 -1
5 o 3 3 -1 2 -1 12 -1
Al = = (=13 1-]—2 3 =3[+ (-1)3"2-1-]2 3 3|+
1 1 1 0
-1 4 3 1 4 3
1 -1 4 3
1 -1 -1 1 -1 2
+(=1)33 12 —2 3|+ (-1)*™-0-]2 -2 3|=2+240+0=4
1 -1 3 1 -1 4

Determinanty jednotlivych matic 3 x 3 vypocitame pomocou Sarrusovho pravidla. Teraz pripiseme
pod maticu prvé 2 riadky matice, vyznacime hlavnt diagonalu zacinajicu , vynasobime prvky

hlavnej diagondly a odpocéitame stcin prvkov v smere vedlajsej diagonaly.

-1 2 -1
—2 3 =3 = (~1):3:342:(=3)-(~ 1)+ (~1)(~2)-4)—((~1)-3-(~1) +4-(=3) - (~1)+3:(-2) 2) =
-1 4 3

—(—9+6+8)—(34+12—12) =2.

1 2 -1
(-=1)-]12 3 -3/ =(1-3-3+2-(=3)-1+(=1)-2-4)—(1-3-(=1)+(4-(=3)-14+3-2:2) =
1 4 3

=(-1)-((9-6-8)— (12— 12-3)) = (1) (-2) = 2.

1 -1 -1
2 2 3] = (1(=2):3+ (~1)(=3)- 1+ (1)-2+(=1) = (1:(=2)- (=) (~1)- (-3)-1+3:2:(~1)) =
1 -1 3

— (—6+3+3)—(—6+3+2)=0.

Determinant danej matice A sa rovna 4.

Priklad 1.30 Uloha na samostidium

2 -1 1

Vypocitajte determinant matice |[A| =

[\]
w O N O
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1.3.1 Vypocet inverznej matice pomocou determinantov

Inverzni maticu A~! mézeme vypocitat pomocou vztahu:

A Ay - An

A—lzi A Az -+ App
ALL ]

Ay, Aoy - Apn

kde A;; = (—1)"*7 - |A;j| je algebraicky doplnok, resp. kofaktor matice A. |A;;| je determinant

matice, ked z pévodnej matice vynechdme prvky v i-tom riadku a j-tom stipci.

Priklad 1.31

1 21
Vypoéitajte inverznii maticu A~! k matici A, ak A= 1 0 2
-1 2 2
Riesenie:
1 21
Vypocitame pomocou Sarrusovho pravidla |A|={1 0 2| = —10.
-1 2 2
(_1)(1—1-1) 2 (_1)(2+1) 2 1 (_1)(3+1) 2 1
2 2 2 0 2
2 1 11
A"l 1. —1)(1+2) —1)2+2) —1)(3+2) —
| Y ool O ool OV 12
(_1)(1+3) L0 (_1)(2+3) L2 (_1)(3+3)1 2
-1 2 -1 2 1 0
2 1 2
—4 -2 4 5 5 T3
_ 1 _ | 2 31
=—w |4 3 “1[=[F5 -w% 1w
12 1
2 -4 2 “5 5 5

Priklad 1.32

Vypoéitajte determinant |A| a inverznt maticu A~! k maticiam:

1 2 1 -2
2 7 bl 0 -2 3 1
= ’A: 0 4 2 ’A_:
-3 5 1 3 1 0
1 41
1 0 1 0
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1.4 Sdustavy linearnych rovnic

V tejto kapitole sa naucime
e zostavit ststavu linedrnych rovnic pre dany realny problém,
o ako zapisat danu sistavu linedrnych rovnic do maticového tvaru,
o ako zistit, ¢i je dana ststava linedrnych rovnic riesitelnd a ak je riesitelnd, tak ako najst jej
rieSenie.
Priklad 1.33

Obchodnik ma prebytok tovaru t1,ts,ts. Rozhodne sa pre vypredaj tychto tovarov za zvyhodnent
cenu, ale s tym, ze bude predavat len ucelené balicky, v ktorych ma pevne urceny pocet kusov
z jednotlivych tovarov t1, e, t3. Vytvoril 3 typy balickov Bi, Bs, Bs:

V balicku B; je 1ks tovaru ¢;, 2 ks tovaru t2 a 4 ks tovaru ts.

V balicku By st 3 ks tovaru t1, 2 ks tovaru t9 a 2 ks tovaru ts.

V balicku Bs st 2 ks tovaru t1, 1ks tovaru to a 3 ks tovaru ts.

1. Moéze zédkaznik vyuzit tito ponuku, ak chce kuapif 20 ks tovaru t;, 15ks tovaru to a 25ks

tovaru t3?
2. Kolko jednotlivych typov balickov mé zakaznik kupit?
Riesenie:

Mnozstva tovarov v jednotlivych balickoch zapiSeme do 3 vektorov: by = (1,2,4), by = (3,2,2),
by = (2,1,3).

Odpovede na obe otazky najdeme pomocou vedomosti o vektoroch a maticiach z predchadzajicich
kapitol. Konkrétne, budeme hladat taki lineArnu kombinéciu jednotlivych balickov, aby sme kupili
prave zelané mnozstvo tovaru.

x1b1 + x9bo + 23b3 = p,
kde:
o p=(20,15,25) je vektor priradeny nakupu klienta,
e 11 bude odportcané mnozstvo balickov Bj,
e 29 bude odporucané mnozstvo balickov B,
e x3 bude odporucané mnozstvo balickov Bs klientovi, ak bude chciet vyuzit ponuku.
Hodnoty x1, x2, a x3 st nezname hodnoty.

7 matematického hladiska hladdme koeficienty 1, x2, x3 linedrnej kombindcie. Tieto koeficienty si
zlozky vektora nezndmych x = (x1, xe,z3). UkdZeme si, ako vyuzit maticovy pristup pre riesenie

uvedenej ulohy.
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1. Do rovnosti x1b1 4+ xobs 4+ x3b3 = p dosadime zndme hodnoty by, by a bs:
x1(1,2,4) + 22(3,2,2) + 23(2,1,3) = (20, 15, 25).
2. Upravime predosly vztah pomocou operécie skaldrny nésobok vektora. V tomto pripade sa
skalare nezname hodnoty x1, xo, x3:
(1%1, 21’1, 4.%1) + (33?2, 2.%2, 21‘2) + (2%3, 11‘3, 31‘3) = (20, 15, 25).
3. Spocitame zlozky vektorov na lavej strane a porovname so zlozkami vektora na pravej strane
rovnosti. Dostaneme ststavu linearnych rovnic:

1z + 39 + 223 = 20
2x1 4+ 2x9 + 1lxg = 15
4z 4+ 2x9 + 33 = 25.

Sustavu budeme riesit niektorou z tu uvedenych metdd. Najskor si rieSent problematiku priblizime

z teoretického uhla pohladu.

1.4.1 DMaticovy pristup riesenia sustavy linearnych rovnic

Definicia 1.15 Sistava linedrnych rovnic

Systém rovnic:

aj1xr, +apxy + - -
a1, -I-CLQQSUQ +--
e .

Am1T1+Cm222+ - -

“Fa1pT, =b1
FaopT, =bo
4 =

: +amnxn:bm

nazyvame sustavou m linearnych rovnic pre n neznamych, pricom ai1, as1, ..., Gmy st dané

redlne ¢isla a x1, 9, ..., T, st redlne ¢isla a st to nezndme hodnoty.

Maticovy zapis sustavy linearnych rovnic

Kazdému systému linearnych rovnic vieme priradit maticu ststavy A, vektor pravych stran b

a vektor neznamych x:

ailr a2 a1n b1 x1
as1 a2 aonp by T2
A= R ox=
am1 Aam2 Amn bm Tn
Potom vyraz:
A.-x=bh,

predstavuje maticovy zapis sustavy linedrnych rovnic.
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Rozsirena matica sistavy linearnych rovnic

Systému linedrnych rovnic vieme priradit rozsirenti maticu sustavy:

air a2 - Gip | b

a1 a2 -+ Q2 | b2
(Afb) =

aAml Am2 - amn bm

Riesitelnost ststavy linearnych rovnic

Problém riesitelnosti ststavy linedarnych rovnic vyriesil matematik Frobenius. V nasledujiicej Casti

uvadzame jeho vetu o riesitelnosti ststavy linearnych rovnic.

Veta 1.1 Frobeniova veta

Ststava linedrnych rovnic mé riesenie préave vtedy, ked hodnost h(A) matice sistavy A sa rovna

hodnosti rozsirenej matice stustavy h/(A). Pre rieSenie ststavy linedrnych rovnic plati:

o Ak je stistava riesitelnd a ak sa hodnost matice sistavy rovnd po¢tu nezndmych (t.j. n), tak

mé ststava prave jedno rieSenie (h(A) = h/(A) = n).

o Ak je ststava riesitelnd a ak je hodnost matice sustavy mensia nez pocet neznamych (t.j.
h(A) < n), tak ma sistava nekone¢ne vela rieseni, pricom ¢islo n — h(A) udéva pocet
voliteInych neznamych. Tie volime Iubovolne. Plati, ze ostatné nezndme zavisia od tejto volby.

Riesitelnost ststavy linearnych rovnic — zhrnutie
1. Ak h(A) < W/(A), tak stistava nemd rieSenie.
2. Ak h(A) = I/(A) ststava ma:
+ préave jedno rieSenie, ak h(A) = h/(A) = n,
« nekonecne vela rieSeni, ak h(A) = h/(A) < n, pricom n — h(A) je pocet volitelnych
neznamych (parametrov).
Ekvivalentné tpravy a rieSitelnost ststavy lineiarnych rovnic

e Mnozina rieSeni stustavy linearnych rovnic sa nemeni, ak na riadkoch rozsirenej matice st-

stavy vykondme tpravy, ktoré nemenia jej hodnost (elementarne tpravy).

o Ak upravujeme stlpce rozsirenej matice sistavy pomocou elementdarnych tprav, tak je nutné

aj adekvatne zmenit poradie neznamych v sistave linearnych rovnic.
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1.4.2 Meto6dy riesenia sustavy linearnych rovnic
Metédy riesenia sustavy linedrnych rovnic mézeme rozdelit na:
1. Vseobecne platné metédy bez obmedzenia na typ matice stustavy linedrnych rovnic:

e Gaussova elimina¢néd metdda,

e Jordanova metoda.
2. Metédy, ktoré je mozné pouzit, iba ak je ststava linedrnych rovnic typu n X n a je regularna:

e Cramerovo pravidlo pre urcenie riesenia sustavy linedrnych rovnic,
e Vyuzitie inverznej matice pre rieSenie stustavy linearnych rovnic,

o Maticové riesenie stustavy linedarnych rovnic.

1.4.3 Gaussova eliminacna metoda

1. Rozsirent maticu ststavy upravime elementdrnymi upravami na odstuprnovany tvar (pozri
str. 25).

2. Zistime riesitelnost stustavy, uréime hodnost matice stistavy a hodnost rozsirenej matice su-

stavy (pozri Frobeniovu vetu 1.1).

3. Ak je sustava riesitelnd, tak pouzijeme metédu spétnej substiticie. Pre maticu v odstupnova-
nom tvare z poslednej rovnice vypocitame poslednii neznamu, dosadime do predchadzajicej

rovnice, vypocitame nezndmu s predchadzajicim indexom, atd.
Vratime sa k nasmu prikladu 1.33 zo strany 38 a vyriesime ho Gaussovou elimina¢nou metédou.

Riesenie prikladu 1.33 Gaussovou elimina¢nou metédou:

V predchadzajicom sme zistili, ze potrebujeme vyriesit nasledujicu ststavu linedrnych rovnic:

1z 4+ 329 + 223 = 20
2x1 4+ 2x0 + 1lxg = 15
4x1 + 229 + 33 = 25.

Teraz nasej sustave priradime rozsireni maticu ststavy (A|b). Ide o maticu typu 3 X 4, preto jej
hodnost A'(A) < 3. Nad rozsirenou maticou stustavy vykondme elementdrne tpravy s cielom ziskat
maticu v odstupniovanom tvare. Jednotlivé riadky sistavy sme si teraz oznacili rimskymi ¢islicami
a pomocné vypocty pre elementarne ipravy sme uviedli pod maticu. Ak ctenému citatelovi viac
vyhovuje sposob oznacovania riadkov, ktory sme pouzili v predchadzajtcich castiach ucebnice, moze

ho samozrejme pouzivat i nadalej.

1A 1 3 2|20 2A (1 3 2120 1 3 2|20
1IBl2 2 1|15 ~2B|0 4 3|25 ~ |0 4 3|25
1C\4 2 3|25 20\0 2 111 0 0 1|3
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Tu uvaddzame mozné elementarne ipravy, ktoré sme pouzili pri rieSeni stistavy linearnych rovnic.

1A-(-2)+1B 1A-(-4)+1C 2B+2C-(-2)

2 6 -4 -40 4 -12 -8 -80 0 4 3 25
2 2 1 15 4 2 3 25 0 -4 -2 -22
0 4 -3 -25 /(=1 0 -10 -5 -55 /-(—1) 0 0 1 3

Teraz sme schopni uréit hodnost matice sistavy a hodnost rozsirenej matice ststavy. Vidime, ze
h(A) = 3,/ (A|b) = 3, pricom pocet neznadmych je n = 3. Kedze plati, ze h(A) = h/(A|b) =n = 3,
podla Frobeniovej vety (1.1) plati, ze dana ststava rovnic prave jedno riesenie.

Odpoved na otazku: ,, Mo6ze zdkaznik vyuzit tito ponuku, ak chce kiapit 20 ks tovaru t1, 15 ks tovaru
to a 25 ks tovaru t37“ je &no, moze vyuzit ponuku, pretoze sme zistili, Ze stistava je riesitelna a ma

préave jedno riesenie. Zékaznikovi dame prave jednu moznost, kolko mé jednotlivych balickov kupit.

Budeme pokracovat v rieseni a koeficienty odstupnovanej matice prepiseme do sustavy linedrnych

rovnic (upravendi maticu sustavy vyndsobime vektorom x):

1 3 2|20 1 + 3x0 + 223 = 20 (1)
0 4 3|25 resp. dxo +3x3 =25 (2)
0 0 1|3 T3 =3 (3)

Poznamenajme, ze jednotlivé rovnice sme si oznadili (1), (2), (3).

Z rovnice (3) vypocitame hladant hodnotu x3 = 3, dosadime ju do rovnice (2) a vypocitame

hodnotu zs:
4o +3-3=25
49 =25—-9
41’2 =16
T = 4.

Vypocitané hodnoty z2, x3 dosadime do rovnice (1) a vypocitame hodnotu x;:

1l +3-4+2-3=20
71 +12+6 =20
:1}1:20—18

I1:2.

Vypocitali sme hodnoty vSetkych neznamych x4, z2, x3, t.j. vektor x = (2,4, 3). Zaroven sme zistili

odpoved na druht otazku: ,, Kolko jednotlivych typov balickov méa kupit?“

Odportcanie zakaznikovi: Ak chce zdkaznik vyuzit ponuku a kipit Zelané mnozstvo tovarov t1, to, t3,
tak ma kupit 2 balicky B, 4 balicky By a 3 balicky Bs.
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1.4.4 Jordanova metéda
Jordanovu metédu budeme realizovat v nasledujtcich krokoch:

1. Rozsirent maticu sistavy upravime elementarnymi tpravami na odstupnovany tvar (pozri
str. 25).

2. Zistime riesitelnost sistavy, t.j. ur¢ime hodnost matice ststavy a rozsirenej matice stustavy

(pozri str. 40).
3. Ak je stustava riesitelnd, tak pokracujeme v tpravach matice az ziskame jednotkovi maticu.
4. RieSenim sustavy je vektor, ktorého zlozky st v poslednom stipci rozsirenej matice ststavy.
Ukéazeme si ako vypocitat priklad 1.33 Jordanovou metddou.

Riesenie prikladu 1.33 Jordanovou metédou:

Maticu v odstupnovanom tvare upravime na jednotkovi maticu. Navrh moznych elementarnych

Uprav uvadzame neskor.

1A {1 3 220 2A (1 3 2|20 3A (1 3 0|14 1 0 0|2
1IB]10 4 3(25] ~2B|O0 4 ~3B10 1 0| 4 ~ 10 1 0|4
1C\0 0 1|3 20\0 0 1] 3 3C\0 0 1] 3 0 0 13
Opét tu uvadzame pomocné vypocty.

1C-(-3)+1B 2C-(-2)+2A 3B-(-3)+3A

0 0 -3 -9 0 0 -2 -6 0 -3 0 -12

0 4 3 25 1 3 2 20 1 3 0 14

0 4 0 16 /-3 1 3 0 14 1 00 2

Vektor (2,4,3)T v poslednom stipei riesi ststavu linearnych rovnic z prikladu 1.33. Rozdiel v po-
uziti Gaussovej a Jordanovej metédy spociva v tom, ¢i maticu v odstupniovanom tvare prepiseme
do systému rovnic a doriesime spitnym dosadzovanim vypocéitanych premennych, alebo vsetky

elementarne upravy spravime v maticiach s cielom ziskat jednotkovi maticu.

Priklad 1.34

Uvazujme rovnaky problém ako v priklade 1.33, ale teraz budu balicky obsahovat nasledujice pocty
jednotlivych tovarov tq,to, t3:

V balicku B, je 1ks tovaru ¢1, 2 ks tovaru t2 a 4 ks tovaru ts.

V balicku By st 3 ks tovaru t1, 0 ks tovaru t9 a 2 ks tovaru ts.

V balicku Bg st 2 ks tovaru t1, 1ks tovaru to a 3 ks tovaru ts.

Zakaznik chce kupit rovnaké mnozstvo tovarov ako v priklade 1.33, teda chce kupit 20 ks tovaru

t1, 15 ks tovaru to a 25 ks tovaru t3. Opét sa pytame rovnaké otazky:
1. Moze zakaznik vyuzif tato ponuku?

2. Kolko jednotlivych typov balickov méa zakaznik kupit?
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Riesenie:
Budeme postupovat podobne ako v rieseni prikladu 1.33:

1. Vytvorime linedrnu kombinéciu jednotlivych balickov:

21(1,2,4) 4+ 22(3,0,2) + x3(2,1,3) = (20, 15, 25).

2. Ulohu zapiSseme v maticovom tvare:

1 3 2 1 20
2 01 2| =15
4 2 3 3 25

3. Ststavu linedrnych rovnic prepiseme do rozsirenej matice sistavy a upravime elementarnymi

upravami do odstupnovaného tvaru (odporucané ipravy ndjdeme nizsie).

1A {1 3 2120 2A (1 3 2|20 1 3 2(20
IBl2 0 1|15 ~2B|J0 6 3|25 ~ |0 6 3|25
1C\4 2 3|25 20\0 2 1|11 00 0|8
Tu opét uvadzame pomocné vypocty:
1A-(-2)+1B 1A-(-4)+1C 2B-(-1)42C-3
-2 -6 -4 -40 -4 -12 -8 -80 0 -6 -3 -25
2 0 1 15 4 2 3 25 0 6 3 33
0 -6 -3 -25 /-(-1) 0 -10 -5 -55 /- (—%) 0 0 0 8
Teraz mdzeme urcit hodnost matice stustavy a hodnost rozsirenej matice sustavy: h(A) = 2,

h/(A|b) = 3. Pripomenime si, ze poCet nezndmych n = 3. Plat{ h(A) < h/(A|b) a preto dand

ststava rovnic nema riesenie (pozri Frobeniovu vetu 1.1).

Odpoved na otazku: ,, Moze zakaznik vyuzit tito ponuku ak chce kupit 20 ks tovaru ¢1, 15 ks tovaru

to a 25 ks tovaru t37“ je nemoze, pretoze sme zistili, ze sistava nie je riesitelnd.

Odpoved na otazku: ,, Kolko jednotlivych typov balickov ma zakaznik kipit?“ Ak predajca neda do
balicka By ziaden tovar tg, tak zakaznik nemé moznost vyuzit ponuku balickov, aby kipil zelané

mnozstvo tovarov.

Poznamky

e Vsimnime si posledny riadok odstupnovanej matice

(00 0]s).

Ak by sme ho prepisali do rovnice, dostaneme
0=8.
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7 toho je ale zrejmé, ze tato rovnost neplati a preto dand sistava linedrnych rovnic nema

rieSenie.

e Zadanie prikladov 1.33 a 1.34 sa lisilo len v pocte kusov tovarov t5 v balicku Bs.

VsSeobecné a partikularne riesenie

Na zaver si ukdzeme pripad, ked ma ststava linedrnych rovnic nekonecne vela rieseni. Podla Fro-

beniovej vety je to v pripade, ked plati h(A) = h/(A) < n.

1. Ak ma sustava linedrnych rovnic nekonecne vela rieseni, tak nijdeme tzv. vSeobecné rie-
Senie, ktoré popisuje mnozinu vsetkych rieseni danej ststavy. Za volitelné nezndme volime

parametre (napr. ¢, r, s, ...) a ostatné nezndme vyjadrime pomocou tychto parametrov.

2. Partikularne riesenie ziskame po dosadeni konkrétnych hodnot za parametre ¢, r, s, ...

vo vSeobecnom rieseni.

Priklad 1.35

Uvazujme nasledujicu modifikaciu prikladu 1.33.

Nech obchodnik vytvori 4 typy balickov By, Ba, Bs, By nasledovne:
V balicku B; je 1ks tovaru t1, 2 ks tovaru to a 4 ks tovaru t3.
V balicku Bs su 3 ks tovaru t1, 2 ks tovaru to a 2 ks tovaru ts.
V balicku B3 st 2 ks tovaru t1, 1 ks tovaru t9 a 3 ks tovaru ts.

V balicku By st 3 ks tovaru t1, 3 ks tovaru to a 7 ks tovaru ts.

Zakaznik chce kipif rovnaké mnozstvo tovarov ako v prvom priklade, teda chce kipit 20 ks tovaru

t1, 15 ks tovaru to a 25 ks tovaru t3.
Opét zodpovieme tieto otazky:
1. Moze zakaznik vyuzit tto ponuku?
2. Kolko jednotlivych typov balickov ma zdkaznik kuapit?
RiesSenie:
Budeme postupovat ako v rieseni prikladu 1.33. Opét vytvorime linedrnu kombinaciu 4 balickov:
x1(1,2,4) + 22(3,2,2) + x3(2,1,3) + 24(3,3,7) = (20, 15, 25),
a ulohu zapiseme v maticovom tvare:

I

1 3 2 3 20
)

2 21 3 =115
T3

4 2 37 25
Ty
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Teraz prepiseme stustavu linearnych rovnic do rozsirenej matice ststavy a upravime elementarnymi

Upravami do odstupnovaného tvaru, odportcané ipravy opéf nijdeme nizsie.

1A {1 3 2 3|20 2A (1 3 2 3|20 1 3 2 3(20
1B | 2 15 ~ 2B 25 ~ |0 2 1 1|11
1C\4 2 3 7125 2C 11 0 01 1|3
Nakoniec opat uvadzame pouzité pomocné vypocty:

1A-(-2)+1B 1A-(—4)+1C

-2 -6 -4 -6 -40 -4 -12 -8 -12 -80

2 2 1 3 15 4 2 3 7 25

0 4 -3 -3 -25 /-(-1) 0 -10 -5 -5 -b55 /(—%)

2B-(-1)+2C-2

0 4 -3 -3 -25

0o 4 2 2 22

0o o0 -1 -1 -3 /-(-1

Teraz ur¢ime hodnost matice stistavy a hodnost rozsirenej matice stustavy: h(A) = 3, h/(A|b) = 3.
Pocet nezndmych je n = 4, a kedze plati h(A) = h'(A|b) < n, ma dand ststava rovnic nekone¢ne
vela rieSeni (vyplyva z Frobeniovej vety 1.1)). Pretoze n — h = 4 — 3 = 1, v rieSeni tilohy bude

vystupovat iba 1 volitelny parameter, oznac¢ime ho t.

Odpoved na otazku: ,, Moze zéakaznik vyuzit tito ponuku ak chce kupit 20 ks tovaru t1, 15 ks tovaru
to a 25 ks tovaru t37* je Ano, pretoze sme zistili, Ze ststava linedrnych rovnic je riesitelna. Dokonca

ma nekonecéne vela rieseni.

Ma4 ale ozaj nekonecCne vela moznosti? Ked vezmeme do tivahy, ze sa neda kapit zaporné mnozstvo

tovarov, z ekonomického hladiska ma tloha len niekolko moznych rieseni. Najdeme ich.

V rieseni budeme pokracovat Jordanovou metdédou. Maticu v odstupnovanom tvare upravime na

jednotkovi maticu.

Riesenie:
1A 3120 2A (1 3 0 1|14 10 0 12
1B 1{11| ~2B|10 1 0 0] 4 ~ 10 1 0 014
1C 1 113 20\0 0 1 1] 3 0 01 13
Ako obyc¢ajne, znova uvadzame pomocné vypocty:
1C-(-1)+1B 1C-(-2)+1A 2B-(-3)+2A
0 0 -1 -1 -3 0 0 -2 -2 -6 0 -3 0 0 -12
0 2 11 1 3 2 3 20 1 3 0 1 14
o2 0 o0 8 /-2 1 3 0 1 14 1 00 1 2

46



SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Rozsirentt maticu danej ststavy linedrnych rovnic sme upravili do matice, ktorda ma v prvych 3
stipcoch jednotkovi maticu a jeden stipec naviac (ide o tzv. pseudo jednotkovi maticu). V tomto
pripade posledny stipec zodpoved4 premennej z4. Této premennd bude volitelny parameter, ozna-

¢ime ho ¢.

10 0 12
(Alb)=]10 1 0 0|4
0 01 13
Maticu prepiseme do sustavy:
xI1 + x4 = 2
T2 =
r3+T4=3
Polozime x4 = t a upravime:
r1 = 2—t
To =4
r3=3—1

Ziskali sme rieSenie vo vSeobecnom tvare x = (2 —t,4,3 — t,t), t € R,

Z matematického hladiska sme nasli vSetky riesenia danej sustavy linedrnych rovnic. Z ekonomic-
kého hladiska vyberieme len tie hodnoty parametra t, pre ktory ma rieSenie zmysel. Dalej uz budeme
uvazovat len celociselné nezdporné hodnoty parametra t, t.j. ¢ > 0, pretoze ndm obchodnik nepredé
cast balicka. Uvazujme hodnoty parametra ¢t ako je uvedené v nasledujtcej tabulke. Tieto hodnoty

dosadime do vseobecného riesenia:

parameter t ‘ x=(2—1t,4,3—1t,1)
t=0 x = (2,4,3,0)
t=1 x=(1,4,2,1)
=2 x = (0,4,1,2)

Zistili sme, Ze ak sa obchodnik rozhodne pontkat 4 typy balickov, bude mat zédkaznik 3 moznosti
ako zakupit zelané mnozstvo tovarov t1, te, t3. Samotné rozhodnutie zdkaznika vsak mdze ovplyvnit

cena jednotlivych balickov.

Priklad 1.36 Uloha na samostidium

Zvolte si ceny jednotlivych balickov a rozhodnite, ktortt kombinaciu balickov mé zakaznik kupit,

svve

tga t3.

Priklad 1.37 Ulohy na samostidium

Rieste stustavy linedrnych rovnic pomocou Gausovej eliminacnej metédy a pomocou Jordanovej
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metddy. V pripade, ze mé sustava nekonecne vela rieseni, ndjdite vSeobecné riesenie a 2 konkrétne

riesenia.

3x1 — 220+ x3+ x4 =4 T1+ X2 =4
T1+ x9—2x3— 214 =3 5r1 — 219 — 2203 = —3
r1— T2+ T3+ x4=3 r1— w2+ x3=23
201+ 310+ 223+ x4 =2 3x1 —2x0+ x3=1
2014+ o —2x3+3x4 =9 1+ xo— 2x3=-3
T1— Xo+ 13— T4=28 Ty — X2+ x3=3
—x1 4+ 2x9 + x3+ 214 =4 5r1 + 2x0 + 223 =1
201+ xo+2x3— x4 =2 201 — xo — 2x3 = —3
T + 23+ x4=3 4y — X0 — 23 =14

1.4.5 Maticové rovnice

Maticové rovnice zvycajne zapisujeme v tvare:
AX =B,

kde A je matica typu m x n, B je matica typu m x p a X je nezndma matica (matica nezndmych

hodnét) typu n x p.

Maticové rovnice rieSime pomocou nasledujiceho postupu. Majme rovnicu:
A-X=B.
Po vynésobeni zlava inverznou maticou A~! dostaneme:

A" A X=A""B
I.X=A""-B
X=A1B
Mobzu nastat 2 pripady:
« Matica A je reguldrna. Maticova rovnica mé prave jedno rieSenie X = A~'B.

e Matica A je singuldrna. RieSenie musime hladat pomocou Gaussovej eliminac¢nej alebo Jorda-

novej metédy. V tomto pripade je ststava bud neriesitelna, alebo ma nekonecne vela rieseni.

Ak maji matice B a X len jeden stlpec, t.j. si typu m x 1, hovorime o sistave linearnych rovnic.
Kazdu taktto ststavu linedrnych rovnic mézeme zapisat ako maticovt rovnicu Ax = b a jej rieSenie

mobzeme néjst v tvare x = A" 'b.

Priklad 1.38

Vyrieste maticovii rovnicu A - X = C + 2B - X, pre nezndmu maticu X.

1. Najdite maticové vyjadrenie rieSenia danej sistavy.
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2. Urcte, kedy je dana sustava riesitelna.
Riesenie:
Budeme postupovat nasledovne:

A-X=C+2B-X /-2B-X

Odpocitame vyraz z pravej strany s neznamou maticou X, matica konstant zostane na pravej strane.
A-X-2B-X=C
Vyjmeme maticu X za zdtvorku vpravo (pozor maticové ndsobenie nie je komutativne).
(A-2B)-X=C
Za predpokladu, ze existuje inverzna matica k matici (A — 2B), tak existuje hladand matica X:
X=(A-2B)"'.C

Inverznd matica existuje, ak matica (A — 2B) je reguldrna, t.j. je typu n x n. Matica C je potom

typu n X k, kde k je lubovolné kladné celé ¢islo.

Priklad 1.39

Vyrieste maticovil rovnicu X - A = C — 2 - X pre neznamu maticu X.
1. Najdite maticové vyjadrenie riesenia danej sustavy.
2. Urcte, kedy je dana ststava riesitelna.

Riesenie:

Budeme postupovat nasledovne:

X-A=C-2-X /-2-X

Odpocitame vyraz z pravej strany s neznamou maticou X, matica konstant zostane na pravej strane.
X-A-2.-X=C

Pozicia matice X vo vyrazoch je aj nalavo aj na pravo. Priamo sa vynat za/pred zatvorku neda,

kedze maticové nasobenie nie je komutativne. Preto vyraz 2X vynasobime jednotkovou maticou I.
X-A-X-2I=C

Teraz moézeme vynat maticu X pred zatvorku na lavej strane rovnice:
X-(A-2I)=C

Za predpokladu, ze existuje inverznd matica k matici (A — 2I), existuje hladand matica X.
X =C(A-21)"!

Inverznd matica opét existuje, ak matica (A —2I) je reguldrna, t.j. je typu n x n. Matica C je potom

typu k x n, kde k je lubovolné kladné celé ¢islo.
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Priklad 1.40

Vyrieste maticovii rovnicu X - A = C — 2B - X, pre neznamu maticu X.
1. Najdite maticové vyjadrenie riesenia danej sustavy.
2. Urcte, kedy je dana ststava riesitelna.

Riesenie:

Budeme postupovat nasledovne:

X-A=C-2B-X /-2B-X

Odpocitame vyraz z pravej strany s neznamou maticou X, matica konstant zostane na pravej strane.
X-A-2B-X=C

Pozicia matice X vo vyrazoch je aj nalavo aj na pravo. Priamo sa matica X vynat za/pred zatvorku
neda (maticové nasobenie nie je komutativne). Teraz uz musime vyraz na lavej strane roznasobit a

upravit do systému rovnic.

1 2 -2 1 40 20
Majme matice A = , B= , C= , X = R .
30 2 1 20 80 T3 X4

Po maticovom vynasobeni dostaneme nasledujicu ststavu rovnic:

5£L‘1 + 3£L‘2 — 21‘3 =40
2x1 + 4z — 2x4 = 20
—4xq — x3+ 324 =20

—4x9 + 223 — 224 = 80

Sustavu prepiseme do rozsirenej matice stustavy:

Ttto sistavu vyriesime pomocou Gaussovej elimina¢nej alebo Jordanovej metédy, pripadne sistavu

vyriesime pomocou inverznej matice (ak existuje) alebo pomocou Cramerovnho pravidla.

RiesSenie je x1 = —150, x9 = —110, x3 = —560, x4 = —380.

Riesenie ststav linearnych rovnic pomocou Cramerovho pravidla

Veta 1.2

Nech je matica A sustavy linedrnych rovnic regularna. Potom tato stustava linedarnych rovnic mé

prave jedno riesenie a mozeme ho vypocitat pomocou Cramerovho pravidla:
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Oznaéme A; maticu, ktord vznikne z matice sistavy A nahradenim i-teho stipca vektorom B (t.].

stipcom pravych stran). Potom i-tu nezndmu z; vypocitame podla vztahu:

LY

Priklad 1.41

Vyrieste stistavu linedrnych rovnic:

2:]:1 + 2373 =2
—X1 — T2 =1
201 —x9+3x3 =1

RiesSenie:

Podla Cramerovho pravidla vypocitame jednotlivé determinanty matice stistavy a najdeme jednot-

livé nezname:
221 + 2x3 =2

—T1 — X2 =-1

201 — 2o+ 3x3 =1

2 0 2 2 0 2
A|]=1]-1 -1 0/=0, |A=|-1 -1 0|,
2 -1 3 1 -1 3
2 2 2 2 0 2
Aol =|—1 —1 o, |As|=|-1 -1 —1.
2 1 3 2 -1 1

Determinant matice sistavy sa rovnad 0 a preto dand stustavu linedrnych rovnic nemozno riesit
pomocou Cramerovho pravidla. Odporuc¢ame nédjst hodnost matice ststavy a zistit ¢i je stustava
linedrnych rovnic riesitelna. Ak je riesitelnd, mé nekonecne vela rieseni, ktoré ndjdeme pomocou

Gaussovej eliminacnej metody alebo Jordanovou metédou.

Priklad 1.42

Pouzite Cramerovo pravidlo a vypocitajte jednotlivé determinanty matice sistavy a najdite hodnoty

jednotlivych neznamych:
221 — x2+3x3 = -5

3x1 — 229 + 43 = —9

—4x1 4 bxo =22
RieSenie:
-1 3 -5 -1 3
|A|=13 -2 4/=-3, |A4|=|-9 -2 4]=09,
-4 5 0 22 5 0
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2 -5 3 2 -1 -5
[Ag| =13 -9 4/=-6, |A3]=|3 -2 —9|=-3.
—4 22 0 -4 5 22
Pomocou vztahu (1.1) dostaneme x; = % = -3, x5 = % =2ax3 = % = 1. Dant sustavu

riesi vektor (—3,2,1)7.

Homogénna sustava linearnych rovnic

Homogénnou ststavou linedrnych rovnic nazveme taki sustavu linearnych rovnic, ktord ma v kaz-

dom riadku na pravej strane nulu.

Homogénna ststava linedrnych rovnic je vzdy riesitelna. M4 bud:
e trividlne riesenie — vSetky nezname sa rovnaju nule,

e netrividlne rieSenie — aspon jedna neznama je rézna od nuly.

Vlastnosti homogénnej stistavy linearnych rovnic
1. Homogénna siistava linedrnych rovnic je vzdy riesitelna:
o ak je h(A) = n, tak mé ststava prave jedno riesenie, tzv. trividlne riesenie,

o ak je h(A) < n, tak ma sustava nekonecne vela rieseni a n — h(A) je pocet volitelnych

neznamych.

2. Stcet lubovolnych rieseni (t.j. stcet vektorov rieseni) homogénnej ststavy je opét rieSenim

tejto sustavy.
3. Lubovolny nasobok riesenia homogénnej ststavy je opét riesenim tejto sistavy.

4. Vseobecné riesenie homogénnej ststavy je linedrnou kombindciou n — h(A) (pocet volitelnych

nezndmych) linedrne nezavislych partikuldrnych rieseni tejto ststavy.

Priklad 1.43

Vyrieste homogénnu stustavu linearnych rovnic:

1+ 2x90 — 3x3 +4x4 =0
—2.7}1 — 7.7}2 + 7.7}3 - 6.7}4 =0

0 1 2 -3 4
0 0 -3 1 2

RieSenie:

)
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Prepiseme maticovy zapis do sistavy linedrnych rovnic a dostaneme:
r1 +2x9 — 3x3 + 424 =0
—3z0+ x3+2x4=0
Kedze h(A) = h'(A) = 2, n = 4, n — h(A) = 2, zvolime 2 parametre s a t a dostaneme z4 = ¢,
x3 = s. Nakoniec dopocditame zvys$né nezndme xo = —%(Zt +s)ax = —%(1675 +7s).
Vseobecné rieSenie je (—1—3615 + %s, 2t 4 %S, s,t) resp. s(%, %, 1,0) + t(—?, %,O, 1).

Partikularne riesenie ziskame, ked napr. dosadime s = 1, t = 0 alebo s =3, ¢t =1 a pod.

Riesenie nehomogénnej stistavy linearnych rovnic pomocou vseobecného riesenia

prislusnej homogénnej sustavy linearnych rovnic

Nech Ax = b je systém m linedrnych rovnic pre n nezndmych a nech hodnost matice stustavy h(A)

je rovné p (t.j. h(A) = p), pricom p < n.

Nech Sg = {xg € R" | xg = \ix1 + AoX2 + -+ + Ay pXn—p, A1, A2,..., An—p € R} je vSeobecné
rieSenie homogénnej sustavy linedrnych rovnic Ax = 0 a nech xy je jedno partikularne riesenie
nehomogénnej stustavy linedrnych rovnic Ax = b. Potom mnozinu rieseni S ststavy Ax = b mo-

zeme zapisat nasledovne:
S ={xeR"|x=xyg+xN,xg €Sy}

Z{XGRn’X:)\lxl+A2X2+--~—|—/\n_pxn_p+XN, Al,AQ,...,An_pER}

Priklad 1.44

Vyrieste stistavu linedrnych rovnic:

T+ 229 — 3x3 + 4wy = —2
—2.%‘1 — 7.%‘2 + 7.%'3 — 6.%'4 =5

1 2 -3 4 |-2 1 2 -3 4
-2 =7 7 -6\ 5 0 -3 1 2

Prepiseme maticovy zapis do sistavy linearnych rovnic a dostaneme:

RieSenie:

7)

T, + 229 — 33 + 44 = —2
— 3204+ x3—214=1

Kedze h(A) = W'(A) = 2, n = 4, n — h(A) = 2, zvolime 2 parametre s a t a dostaneme x4 = t,
x5 = s. Nakoniec dopo¢itame zvysné nezndme zo = $(—1+2t +s), z1 = 5(—4 — 16t + 7s).
Vseobecné riesenie je (—%—?t+%s, —%+%t+%s, s,t) resp. (—%, —%, 0, 0)+s(§, %, 1, O)+t(—?, %, 0,1).

Partikularne riesenie ziskame, ked napr. s =1, t = 0 alebo s = 3, t = 1 a podobne.
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Vsimnime si, ze vSeobecné riesenie nehomogénnej stustavy linedrnych rovnic sme zapisali ako stcet
vSeobecného riesenia prislichajiceho homogénnej stistave linedrnych rovnic a konktrétneho riesenia

nehomogénnej stustavy linearnych rovnic.

Priklad 1.45 Uloha pre samostidium

Vyrieste stistavy linedrnych rovnic:

1+ 229 — x3+4x4 =0 T1+ 209 — x3+ 4T =2
201 — 8x9 4+ 2x3 — 624 =0 2rx1 — 819 + 2x3 — 614 = 4

—x1+4+ x9— 23+d5r4=0 —x14+ 90— x3+51r4=3

1.5 Vlastné vektory a vlastné cisla

Matice ako linearne transformacie

Uvazujme maticu A typu m X n a vektor x typu n x 1. Stc¢in Ax je vektor y typu m x 1. Mdzeme
povedat, Ze matica A je matica linedrnych transformaécii, ktord transformuje n-rozmerny vektor x

do m-rozmerného vektora y.

Spomedzi vSetkych vektorov budeme hladat taky vektor, ktory matica A zobrazi do linearne zavis-

1ého vektora.

Vlastny vektor w Stvorcovej matice A typu n x n je taky vektor w, pre ktory plati:
Aw = \w,

pre istu konstantu A (A je nezndme redlne alebo komplexné ¢islo), ktori nazyvame vlastné éislo

zodpovedajice vlastnému vektoru w.

Charakteristicka rovnica
Vlastné vektory hladdme rieSenim tzv. charakteristickej rovnice:
(A - A)w=0.

Kazdé nenulové riesenie w tejto homogénnej rovnice je vlastnym vektorom matice A. Nenulové

rieSenie existuje prave vtedy, ked matica A — Al je singularna, t.j. prave vtedy ked:
|A — M| = 0.
Vlastnosti vlastnych vektorov a ¢isel

e Vlastné vektory odpovedajice roznym vlastnym cislam matice A si linearne nezavislé.

e Ak matica A typu nxn ma n réznych redlnych vlastnych ¢isel A1, Ao, ..., Ay, tak odpovedajtce

vlastné vektory wi, wo, ..., W, su linedrne nezavislé a tvoria bazu priestoru R".
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o Kazdému vlastnému c¢islu symetrickej matice odpoveda p linedrne nezavislych vlastnych vek-

torov (p je ndsobnost vlastného ¢isla).

e Ak je X viacndsobny koren, treba ho uvazovat tolko krat, kolko krat je ndsobny.

Vlastné vektory pre realne vlastné cisla

Priklad 1.46

1 2
Urcte vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A = <2 1) .

Riesenie:
1. Najdeme korene charakteristickej rovnice:

1—A 2

A — AT =
2 1-)

=(1-N1-XN—-2-2=X-2\-3=0.

Vyriesime kvadratickd rovnicu. Vypoéitame diskriminant D = (—2)2—4-1-(—3) = 4+12 = 16.

Diskriminant je rézny od nuly, preto existuji 2 riesenia kvadratickej rovnice v obore realnych

éisel Ay g = V10 Hadané viastné éisla st Ay = —1 a Ay = 3.
2. Vypocitame vlastny vektor v odpovedajici vlastnému ¢éislu Ay = —1:

1—(-1) 2 vi\ (0
2 1—(-1) vy 0)
Dostaneme systém linedrnych rovnic:

201 +2v9 =0
2u1 + 2v9 = 0,

v —t
z ktorého vyplyva, ze v;1 = —v9. Polozime vy = t, potom ( 1) = ( ; )
V2

-1
Zvolime t = 1, potom vlastny vektor v ma stradnice ( ) >

3. Vypocitame vlastny vektor u odpovedajici vlastnému ¢islu Ao = 3:

1-3 2 ur) (0
2 1-3) \u 0/
Dostaneme systém linearnych rovnic:

—2u; +2u2 =0

2u1 - QUQ == 0,

U t
z ktorého vyplyva, ze u; = us. Polozime us = ¢, potom ( 1) = ( )
U2

1
Zvolime t = 1, potom vlastny vektor u ma suradnice (1> .
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Vlastné vektory pre komplexné vlastné cisla

Priklad 1.47

1 -1
Urcte vlastné c¢isla a vlastné vektory matice A = <1 ) >

Riesenie:
1. Najdeme korene charakteristickej rovnice:

1-x -1

A — AT =
1 1—AX

=1 -1 -XN)+1=X-2X+2=0.

Vyriegime kvadratickd rovnicu. Vypoéitame diskriminant D = (=2)2—4-1-2=4—-8 = —4 =
4i?. Kedze diskriminant je zdporny, existuje riesenie len v obore komplexnych ¢isel (vyuzijeme
2= 1) M= —C2EVA 1 4 Hiadané viastné dislasi Ay = 1+iady=1—1.

2. Vypocitame vlastny vektor u odpovedajici vlastnému ¢islu Ay = 1+ i:
1—(1+1i) -1 up 0
< 1 1—(1+i)>'(u2>:<0>'
Dostaneme systém linearnych rovnic:
—iug —ug =0

(75} —i’LLQ = O,

. L . . . U i(a +ib)
z ktorého vyplyva, ze u; = iug. Polozime us = a + ib, potom = _ .
U9 a+1ib

. ) , . [—b+ia
Vlastny vektor u ma teda stradnice .
a+1ib

—1+i
Ak zvolime napr. a = 1, b = 1, dostaneme vlastny vektor u v tvare ( - > .
+1

3. Vypocitame vlastny vektor v odpovedajici vlastnému ¢islu Ay =1 —i:
1—(1-1i) -1 vy 0
< 1 1—(1—i)>.<vg>:<0>'
Dostaneme systém linedarnych rovnic:
vy —v9 =0

v +ivg =0,

v
z ktorého vyplyva, ze v = —ivg. Polozime vy = a + ib, potom ( 1) = (
U2

—i(a+ ib))

a—+ib

b—ia
Vlastny vektor v ma teda siradnice -
a+1ib
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1—i
Pre a =1, b = 1 dostaneme vlastny vektor v v tvare (1 ) .
+1

Viacnasobné vlastné cisla a vektory

Nech A je k-nasobné vlastné ¢islo (koren charakteristickej rovnice) matice A. Potom pre charakte-

ristické vektory wi, wo, ..., Wi matice A zodpovedajice ndsobnému vlastnému ¢islu A plati:

(A - )\I)Wl = 0,
(A - )\I)WQ = Wi,

(A — /\I)Wk = Wgi_1.

Priklad 1.48

2 -1
Urcte vlastné c¢isla a vlastné vektory matice A = <1 A ) .

Riesenie:
1. Najdeme korene charakteristickej rovnice:

- -1

J— J— —_ RN — . — 2— =
L@ NEN S (D T=N 69 =0,

2
|A—)\I\:|

Vyriegime kvadratickd rovnicu a vypoéitame diskriminant D = (—6)? —4-1-9 = 36 — 36 = 0.

Diskriminant je rovny nule, preto existuje 1 dvojnasobné riesenie kvadratickej rovnice v obore

relnych &sel A = Ay = 90 prego A = 2, = 3.

2. Vypocitame vlastny vektor v odpovedajici vlastnému ¢islu Ay = 3:

2—3 —1 (% B 0
1 4-3) \w) \0o)
Dostaneme systém linearnych rovnic:

—v1 —v2 =0

v + vg = 0,

v -t
z ktorého vyplyva, ze v1 = —wvs. Polozime vy = ¢, potom ( 1) = ( )
U2

-1
Polozime ¢t = 1, potom vlastny vektor v ma sturadnice ( . )
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3. Vypocitame 2. vlastny vektor u odpovedajici vlastnému ¢islu Ay = 3. Kedze vlastné cislo je

nasobné, budeme postupovat podla predchadzajticeho predpisu.

2-3 -1 ur) (-1
1 4-3) \w) \ 1)
Dostaneme systém linedarnych rovnic:

—up —ug = —1

U] + ug = 1,

U 1—t¢
z ktorého vyplyva, ze u; = 1 — ug. Polozime ug = t, potom ( 1) = < )
U2

0
Nech t = 1, potom vlastny vektor u ma siradnice <1) .

Priklad 1.49 Uloha pre samostidium

Nijdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matic:
-2 2 —4 -1 2 -1 1 4
1 -2 -1 —6 2 2 -1 4 2 3

Kvadraticka forma
Nech A je stvorcova matica typu n X n a nech x je vektor typu n x 1. Potom vyraz:
x' Ax

nazveme kvadratickou formou, ktorého vysledok je ¢islo (skalar)!

1.6 Definitnost matic

Stvorcova matica A typu n X n sa nazyva:

e pozitivne definitna, ak pre Iubovolny nenulovy vektor x typu n x 1 je kvadraticka forma
xTAx > 0,

e pozitivne semi-definitna, ak pre lubovolny nenulovy vektor x typu n x 1 je kvadraticka

forma x"Ax > 0,

e negativne definitna, ak pre lubovolny nenulovy vektor x typu n x 1 je kvadraticka forma
xTAx < 0,

e negativne semi-definitna, ak pre Iubovolny nenulovy vektor x typu n x 1 je kvadraticka

forma xTAx < 0.
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Urcenie definitnosti matic pomocou vlastnych vektorov
Nech A je stvorcova matica typu n X n a Aq,..., A, € R st jej vlastné ¢isla. Potom matica A je:

e pozitivne definitna prave vtedy, ked vsSetky jej vlastné vektory st kladné A; > 0, pre

i=1,2,...,n,

e pozitivne semi-definitna prive vtedy, ked vsetky jej vlastné vektory si nezaporné \; > 0,

pret=1,2,...,n,

e negativne definitna prave vtedy, ked vsetky jej vlastné vektory st zaporné A\; < 0, pre

i=1,2,...,n,

e negativne semi-definitna prave vtedy, ked vsetky jej vlastné vektory st nekladné \; < 0,

pret=1,2,...,n,

e indefinitna prave vtedy, ked najmenej jej 2 vlastné ¢isla maji opacné znamienka.

Hlavné minory matice

Nech A je stvorcova matica typu n x n. O definitnosti danej matice rozhodneme pomocou hlavnych
minorov. Hlavny minor Dy Stvorcovej matice A je determinant matice, ktoré vznikne z matice A

vynechanim jej poslednych n — k stipcov a riadkov.

Majme teda spocitant postupnost hlavnych minorov D1, Do, ..., Dy matice A. O definitnosti matice

A rozhodneme podla nasledujiceho kritéria. Matica A je:

e pozitivne definitna prave vtedy, ked vsetky jej hlavné minory st kladné, t.j. ked Dy > 0
pre k=1,2,...,n,

« negativne definitna prave vtedy, ked pre jej hlavné minory plati (—1)*Dy > 0 pre k =
1,2,...,n (t.j. ked alternuju znamienka, pricom prvy hlavny minor mé zéporné znamienko).
Urcenie semi-definitnosti matic pomocou hlavnych minorov

¢ Ak je matica pozitivne semi-definitna, tak jej hlavné minory st nezdporné, t.j. ked Dy > 0

prek=1,2,...,n.

e Ak je matica negativne semi-definitna, tak kazdy jej hlavny minor je rovny nule alebo
jeho znamienko je (—1)¥ pre k = 1,2,...,n (t.j. ked alternuji znamienka, pri¢om prvy hlavny

minor mé zaporné znamienko).
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Kapitola

Matematicka analyza

V ramci kapitoly Matematickd analyza sa naucime pracovat s redlnymi funkciami jednej redlnej
premennej, resp. s funkciami jednej premennej. Praca s funkciou vyzaduje pochopit zakladné vlast-
nosti funkcii, rozdiel medzi elementarnou a zlozenou funkciou, pojem limity funkcie a spojitost

funkcie, diferencidlny pocet a integralny pocet.

Po prestudovani tejto kapitoly, by mal byt citatel schopny pouzivat abstraktny jazyk matematiky
na riesenie redlnych problémov, s ktorymi sa bude dennodenne stretédvat vo svojej manazérskej

praxi.

2.1 Realna funkcia jednej realnej premennej

Uvazujme zobrazenie, alebo funkciu f : A — B. Nech mnoziny A, B si mnoziny redlnych c¢isel
(A = B = R), alebo st podmnozinami redlnych ¢isel (A, B C R). Skér ako zadefinujeme pojem
funkcie, povedzme si, ze sa budeme zaoberat len funkciami jednej premennej na mnozine redlnych
c¢isel R. Pokial neuvedieme inak, tak namiesto nazvu funkcia jednej redlnej premennej budeme
strucne pouzivat nazov funkcia.

Definicia 2.1 Definicia funkcie

Zobrazenie f(x), ktoré priraduje lubovolnému redlnemu ¢islu z € A C R jednoznacne reédlne ¢islo

y € B C R nazveme realnou funkciou jednej reilnej premennej.

Mnozinu A nazveme definiénym oborom funkcie f(x), oznac¢ime ho D;. Mnozinu B taki, ze

B=fDs)={yly=fz),z e Dy}
nazveme oborom hodnét funkcie f(x) a oznac¢ime Hy, pricom plati Hy C R (pozri obrazok 2.1).

Pre jednoznacné urcenie funkcie f(x) je potrebné poznat defini¢ny obor funkcie Dy a predpis,
podla ktorého je kazdému prvku x z defini¢ného oboru (z € Dy) jednoznac¢ne priradené ¢islo y.

Cislo x mo6ze nadobudat rézne hodnoty, preto hovorime, Ze x je premenna. Premenni x moézeme
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- Y

xYl Df:<$1,$2> ‘iQ "

Obr. 2.1: Defini¢ny obor a obor hodnét funkcie f : Dy — Hy

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 %

Obr. 2.2: Graf funkcii zadanych tabulkou, predpisom

volit Tubovolne, ide o nezavisli premennii alebo argument funkcie. Cislo y = f(z), priradené
k ¢islu z funkciou f(z) nazyvame funkénou hodnotou v bode (¢isle) z. Pod definiénym oborom
funkcie D rozumieme mnozinu vsetkych redlnych ¢isel, pre ktoré ma predpis y = f(x) zmysel. Obor
funk¢nych hodnét Hy je mnozina vsetkych hodnét y, pre ktoré plati y = f(x). Preto hovorime, ze

y je zavislou premennou alebo, ze ,,y zavisi od z*.

Funkciu mo6zme urcit funkénym predpisom, graficky, slovne (napriklad: hruby doméci produkt
je funkciou spotreby domécnosti, podnikovych investicii a vladnych vydavkov) alebo tabulkou,
t.j. vymenovanim usporiadanych dvojic {[z,y] | v = f(z), * € Dy, y € Hs}. V tabulke 2.1
st uvedené vybrané usporiadané dvojice (body) funkcie f(z) = /= a v tabulke 2.2 st uvedené
vybrané usporiadané dvojice urcujice funkciu f(z) = 5. Grafy oboch funkcii vidime na obrazku
2.2.

Bezne sa stretavame s nasledujicimi vyjadreniami predpisu funkecii:

o explicitné vyjadrenie: y = f(z), napr. y = 2z + 1,
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|0 1 4 9 16
y|o 1 2 3 4

Tab. 2.1: Vybrané hodnoty funkcie \/x

z|0 36 9 12 15
y|o 12 3 4 5

Tab. 2.2: Vybrané hodnoty funkcie §

o implicitné vyjadrenie: F(z,y) =0, napr. eV —z — 3 =0,

« parametrické vyjadrenie: x = g(t), y = h(t); t € Dy = Dy, kde t € R je parameter. Pre
kazdd hodnotu t € Dy = Dy, dostaneme bod [z, y] = [g(t), h(t)].

Implicitné ¢i parametrické vyjadrenie nemusi vzdy predstavovat funkciu, kedze pre jednu hodnotu

x moze byt priradenych viac hodndt y.
Priklad 2.1

Zistite, ¢i nasledujice parametrické vyjadrenie popisuje funkciu:

r =rsint
(2.1)
y =rcost, pre t € (0,27).
Riesenie:
Obe rovnice parametrického vyjadrenia (2.1) umocnime na druh:
z? = r?sin’t
(2.2)

2 cos? t

v =
a s¢itame. Dostaneme: x2 + y? = r2(sin?t + cos?t) alebo 2% + y? = r2, pretoze sin®t + cos?t = 1.
Po zjednoduseni dostaneme predpis:

22+ =12, (2.3)

ktory vyjadruje kruznicu so stredom v bode [0,0] a polomerom r. Kazdému bodu z z intervalu
(—r,r) predpis (2.1) priradi 2 hodnoty y = vr? — 22 alebo y = —v/r? — 22 a preto parametrické
vyjadrenie (2.1) nepredstavuje funkciu.

Definicia 2.2 Graf funkcie

Grafom funkcie f(z) nazgvame mnozinu Gy vsetkych usporiadanych dvojic [z,y] € A x B (t.j.

bodov) takych, ze x € A,y € Bay = f(z).

Obycajne znazornujeme graf funkcie jednej redlnej premennej v Euklidovskej rovine so zvolenym

pociatkom suradnicového systému a pravouhlym stradnicovym systémom tvorenym osami x a y.

Nulové body funkcie f(x) st korerimi rovnice f(z) = 0 a zodpovedaji im z-ové stiradnice priesecnika

grafu funkcie f(z) s osou x.
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Definicia 2.3 Prostd funkcia

Funkcia f(z) sa nazyva prostd, ak pre vSetky x1 # x2 z Dy plati f(z1) # f(x2).

D4 sa povedat, ze funkcia f(x) je prosté prave vtedy, ak kazda priamka rovnobezna s osou z pretne
graf funkcie f(r) najviac v jednom bode. Napriklad kvadraticka funkcia f(x) = 22 nie je prosté na

svojom definicnom obore Dy. Je vSak prostd na intervale (—oo,0) a na intervale (0, +00).

Na obrazku 2.3a vidime priklad prostej funkcie a na obrazku 2.3b priklad neprostej funkcie.

y=(3)"+1 Y1 y=g5(@—1)°

%

+ + + + + + + >y, + + + + +
-3 -2 -1 1 2 3 4 T -3 -2 -1 1 2 3 4

(a) Funkcia je prosta. (b) Funkcia nie je prosté.
Obr. 2.3: Priklad prostej a neprostej funkcie

Ak je funkcia f : Dy — Hy, Dy C R prosté, tak k nej existuje inverzna funkcia f~1(y), ktord

priradi kazdému redlnemu cislu y € Hy prave jedno realne cislo z € Dy také, ze
z=f"1(y).
Inverzni funkciu f~': H ¢ — Dy vyjadrime predpisom:
f=Aly.2] | y = f(x),z € Dy}.
Zvycajne oznacujeme symbolom x nezavisli premenni, preto formalne zamenime z za y a zapiSeme:
y=[f"}z)

pre inverzni funkciu k funkcii f(x). Graf inverznej funkcie f~'(z) je symetricky s funkciou f(z)
podla priamky y = « (pozri obrazok 2.4). Navyse plati, Ze obor hodnét Hy prostej funkcie f(x) je
definiénym oborom D1 inverznej funkcie f~1(y), t.j. Hf = Dj-1.

Priklad 2.2

Majme dant funkciu f : R>g — (5, 00) dant predpisom:
fz) =23 +5.

Uréte inverznt funkeciu f=1(z).
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yA y = arcsin(z)
1.51

7 ~ y = sin(x)

0.5 1 N

AN -0.5 1

—_ o1

-1.51

Obr. 2.4: Priklad inverznej funkcie y = sin~1(z) k funkcii y = sin(z)

Riesenie:
Predpis upravime nasledovne: 3 = y—5 resp. * = /3y — b. Teraz formélne zamenime obe premenné

a dostaneme inverzni funkciu y = f~!(z) = /2 — 5. Defini¢ny obor f~!(x) je obor hodnét funkcie
f(x). Obor hodnot f~*(x) je defini¢ny obor funkcie f(z), t.j. Dj-1 = (5,00), Hp-1 = (0,00).

2.2 Vlastnosti funkecii

Definicia 2.4 Rastica a klesajica funkcia

Funkciu f : Dy — R nazyvame:

 rasticou na intervale Z C Dy, ak pre kazdé dva body x1 < w2 z Z plati f(z1) < f(x2),
(Vzi,20 € T; 21 <22 = f(21) < f(22)),

« klesajicou na intervale Z C Dy, ak pre kazdé dva body x1 < x9 z Z plati f(x1) > f(x2),
(Vei,22 €Ty 11 <m0 = f(21) > f(22)),

 nerastiicou na intervale Z C Dy, ak pre kazdé dva body x1 < 22 z Z plati f(z1) > f(x2),
(Vxi1,29 € L5 1 < 9 = f(x1) > f(x2)),

» neklesajticou na intervale Z, ak pre kazdé dva body z; < zo z Z plati f(z1) < f(x2).
(Vzi,20 € T; 21 <22 = f(21) < f(22)).

Rydzo monoténna funkcia je na celom definicnom obore rastiica (Obr. 2.5a) alebo klesajica
(Obr. 2.5b). Kazda rastuca funkcia je neklesajuca, kazd4 klesajtica funkcia je nerastica. Konstantna
funkcia je nerastica aj neklesajica na celom definicnom obore a jej obor hodndt je iba jeden bod
(hodnota). Naproti tomu monoténna funkcia je na celom svojom definicnom obore nerastica
alebo neklesajica. Obrazok 2.5¢ zobrazuje funkciu, ktora je rastica aj klesajtica na svojom defi-

niénom obore.

Poznamenajme, Ze ak je funkcia f : Dy — Hy rydzomonoténna na celom svojom definicnom obore,

tak k nej existuje inverznd funkcia, ktora je tiez rydzo monoténna.
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y y = 2:1:71 y N y = 3\
/1 y 3)
671 6
41 4
27 2
L | | \ .
-4 -2 2 47 4 2 2 L
(a) Funkcia rastie na celom defini¢cnom obore (b) Funkcia klesd na celom defini¢cnom obore
4 — 1,2 N —2 <-1
%. Y= a? % y:{ 50 LS<
—2x+4 z>1
61 671
41 41
2.
-4 -2 2 4 7 4 ) i
21 1

(c) Funkcia je aj rastica aj klesajica na definiénom obore

Obr. 2.5: Monotéonnost funkcie
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Definicia 2.5 Ohranicend funkcia

Funkciu f : Dy — R nazyvame:

« zhora ohrani¢enou na definicnom obore Dy, ak existuje redlna konstanta h, ktord je vacsia

alebo rovnd nez fubovolna funkéna hodnota f(x) pre kazdé x € Dy. (Vo € Dy : f(x) < h),

 zdola ohrani¢enou na definicnom obore Dy, ak existuje redlna konstanta d, ktord je mensia

alebo rovnd nez fubovolnd funkéna hodnota f(x) pre kazdé « € Dy. (Vo € Dy : f(x) > d),

« ohranicenou na definicnom obore Dy, ak je sticasne ohrani¢ena zhora aj zdola.

Na grafe sa vlastnost ohranic¢enosti prejavi tak, ze cely graf zhora (zdola) ohranic¢enej funkcie lezi
pod (nad) niektorou rovnobezkou s osou x (pozri obrazok 2.6). Graf ohranicenej funkcie lezi cely
medzi dvomi rovnobezkami s osou x. V suvislosti s ohranicenostou funkcie zavidzame aj pojmy
minimum a maximum na intervale 7.

Definicia 2.6 Minimum a maximum funkcie

Funkcia f: Dy — R ma v bode xq:

e minimum na intervale Z préave vtedy, ak pre vSetky = € Z, je f(x) > f(xo),

ostré minimum na intervale Z préve vtedy, ak pre vsetky x € Z, je f(z) > f(zo),

maximum na intervale Z prave vtedy, ak pre vsetky = € Z, je f(x) < f(x0),

o ostré maximum na intervale Z prave vtedy, ak pre vSetky = € Z, je f(z) < f(zo).
Definicia 2.7 Pdrna a nepdrna funkcia
Funkciu f : Dy — R nazyvame:

« parnou (symetrickou) na definicnom obore Dy, ak plati Vo € Dy : f(x) = f(—=x),

« neparnou (asymetrickou) na definicnom obore Dy, ak plati Vo € Dy : f(—z) = —f(x).

Graf parnej funkcie je simerny podla osi y. Ako priklad uvedieme funkciu f(z) = 22 —6 (Obr. 2.7a)
alebo funkciu f(x) = cosx (Obr. 2.7c). Graf neparnej funkcie je stredovo simerny podla pociatku
stradnicovej ststavy [0,0]. Prikladom mdZe byt funkcia f(z) = 1 (Obr. 2.7b) alebo f(z) = sinz
(Obr. 2.7d).

Definicia 2.8 Periodickd funkcia
Funkciu f : Dy — R nazyvame periodickou, ak existuje také najmensie ¢islo p # 0, ze pre kazdé

x € Dy plati rovnost f(z +p) = f(x).

Hodnotu p nazyvame periéda, ktort tiez mbézeme zapisat ako k-p, kde k # 0, k € Z. Zakladna (pri-
mitivna) peridda je uréend najmensim kladnym ¢islom p. Priklady periodickych funkcii uvadzame

na obrazku 2.8a a obrazku 2.8b.
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Y4 y=x3+x27x
4.
2.
" " N
3 2f 4 1 2 32 3
21t -21
41 -4

(a) Neohrani¢end funkcia

y/

y=1—10w4—m2—2

(¢) Funkcia ohrani¢end zdola

68

y=57$2

=y

(b) Funkcia ohrani¢ena zhora

K y =cosx + 0.5
34
2 L
l L
AN /
-371/2 \ir/ /2 /2 \71/ 3/
14
21

(d) Ohranicend funkcia

Obr. 2.6: Ohranicenost funkcie
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Y1 y=a2"-6 Y/ y=1
6 4]
4 4
27 2

>y, + >y

2 47 - 2 47

-6 1

(a) Parna funkcia (b) Nepérna funkcia

Y Yy = cosx

-SWW/Q ﬂ/\i//%f
1t

(c) Parna funkcia

Yy y =sinx

31/2 ; D) 72 WQ/%)
4

(d) Nepérna funkcia

Obr. 2.7: Parnost, neparnost funkcie
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Y y = 2| cos(2z)| — 1 yn y =tanz
27 10t
\ 51
' + + + oy, AN
-7 /2 w/ /4 /20 3w /Yfm w2 w/2 /7 3mw/2T
-1 51
21 -107
(a) Periodickd funkcia s periédou /2 (b) Periodicka funkcia s periédou =

Obr. 2.8: Periodické funkcie

Definicia 2.9 Konvexnd a konkdvna funkcia

Funkciu f : Dy — R nazyvame konvexna (resp. konkévna) na intervale Z C Dy, ak pre Iubovolné

dva rozne body x1,x2 z intervalu Z a redlne ¢islo A, 0 < A < 1 platia nerovnosti:
FOy + (1= A)aa) < Af(21) + (1= A) f(w2), (2.4)

resp.

fAzy+ (1= Nag) 2 Af(z1) + (1= A) f(z2). (2.5)

V pripade ostrej nerovnosti hovorime o rydzo konvexnej (konkévnej) funkcii. V pripade konvexnej
funkcie na intervale Z plati: ak zvolime v intervale Z Tubovolné dva body x1, xo také ze x1 < xo, tak
v IubovoIlnom bode = € (z1,z2), kde z = Az; + (1 — \)xg, je funkénd hodnota f(Az1 + (1 — A)x2)
mensia ako hodnota Af(z1) + (1 — X) f(z2) (pozri Obr. 2.9).

2.3 Operacie s funkciami

Po oboznameni sa so zakladnymi vlastnostami funkcii jednej redlnej premennej moézeme pristupit
k zavedeniu operacii s funkciami. Jednotlivé aritmetické operacie budeme aplikovat na elementarne
funkcie, ktoré zavedieme v kapitole 2.4. Vdaka tymto operdciam moézeme vytvarat siroké spektrum

funkcii. Ide o nasledujice operécie:
1. zdzenie funkcie,
2. absolitna hodnota funkcie,
3. aritmetické operacie na funkcidch (stcet, rozdiel, sucin a podiel),

4. skalarny nasobok funkcie (stcin ¢isla s funkciou),
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y/

Yo

M) +(1=N)f(2)1
SO +(1=N) 1
Xe(0,1)

Yt

2l £ +(1—N) 2 Ty

S

Obr. 2.9: Konvexné funkcia

5. zlozena funkcia,
6. funkcia definovand po castiach.

Proces vytvarania novych funkcii nazveme generovanie funkcif. Ak chceme vygenerovat funkciu
h pomocou dvoch alebo viacerych funkcii, aplikujeme na dané funkcie nasledujice operacie podla

potreby. Na obrazku 2.10 uvadzame niekolko grafov funkcii ziskanych vyssie uvedenymi operaciami.

Definicia 2.10 ZiZenie funkcie

Nech f: Dy — Hy je dand funkcia, pricom Dy C R. Ztzenie funkcie f(z) na mnozinu M C Dy
je funkcia h = f| M definovand na mnozine M vztahom h(x) = f(x) pre kazdé x € M N Dy.

Priklad 2.3

Funkcia h(x) = (v/x)? je ztizenim funkcie f(z) = x na intervale (0, co).

Definicia 2.11 Absolitna hodnota funkcie

Nech f: Dy — Hy je funkcia definovana na svojom definicnom obore Dy. Funkciu h(z) definovani
na defini¢cnom obore Dy funkcie f(x) tak, ze h(a) = |f(a)| pre kazdé a € Dy, nazyvame absoliitnou

hodnotou funkcie f(z) a oznacujeme |f(x)|.

Definicia 2.12 Stucet, rozdiel a siucin funkcii

Nech f : Dy — Hy a g : Dy — Hy st dve funkcie s definicnymi obormi Dy a D,. Funkciu
h: Dy — Hj, taka, ze Dy, = Dy N Dy a uréent jednym z predpisov:

hz) = f(x) +9(z), h(z) = f(z) — g(x) alebo h(z) = f(z) - g()

nazyvame postupne siétom, rozdielom ¢i siéinom funkcii f(x) a g(x) pre kazdé x € D(h).
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y/

y=sinz +x

(a) Sucet funkcii

K y=sinzx —x

y=u=x- sinz

(b) Rozdiel funkcii

Y

sin x

) Y=
6
4
0.5
2
. N . . . . . N
6 -4f -2 4 6 X ‘0\}/ -2 2 U x
-2
0.5
-4
-1

(c) Sucin funkeii

(d) Podiel funkeif

Y y = 2sinz Y/ y = |sin x|
4 4]
2 9]
" " N " " " N
-6 4 -2 4 6 ¥ -6 4 -2 2 4 6 ¥
-2 -21
4 -4 1

(e) Skaldrny nédsobok funkcie
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(f) Absolttna hodnota funkcie

Obr. 2.10: Operacie s funkciami
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Definicia 2.13 Podiel funkcii
Nech f: Dy — Hy a g: Dy, — Hy st dve funkcie s definiénymi obormi Dy a Dy, pricom pre kazdé
x € Dy plati g(x) # 0. Funkciu h : D, — Hj, taki, ze D, = Dy N Dy a urcent predpisom:

nazyvame podielom funkcii f(x) a g(z) pre kazdé x € Dy,

Definicia 2.14 Skaldrny ndsobok funkcie

Nech « je redlne ¢islo a f : Dy — Hy. Funkciu h : Dy, — Hy, taki, Ze Dy, = Dy definovant vztahom:

h(z) = o f(z)
nazyvame a-nasobkom funkcie f(z) pre kazdé = € Dy,

Poznamka:

Pre operaciu sticet a sucin plati komutativny, asociativny a distributivny zakon.

Teraz zavedieme zlozent funkciu redlnej premennej go f : Dy — R, kde y = g(f(x)) pre x € Dy.
Nakolko funkcia je Specidlny pripad zobrazeni, koncept zlozenej funkcie vychadza z konceptu zlo-
zenych zobrazeni.

Definicia 2.15 ZlozZend funkcia

Funkciu h : Dy — Hp; h(xz) = (g o f)(x) nazyvame zloZzenou funkciou utvorenou z funkcie
f:Dy — Hy a funkcie g : Dy — H, préve vtedy, ked defini¢ny obor D), je mnozina takych cisel =
z definicného oboru Dy, v ktorych je hodnota f(z) z definicného oboru Dy a plati h(z) = g(f(x)).

Inak povedané, ze plati:
Dp={xz € Dy | f(z) € Dg)} a Va € Dy je (g0 f)(x) =g(f()).

Ale aj funkcia h(z) = (f o g)(x) je zlozend funkcia utvorend z funkcii f(z) a g(z) ale v opa¢nom
poradi. Najskor na hodnotu « € D, aplikujeme predpis funkcie g(x) a potom na hodnotu g(x) € Dy
aplikujeme predpis funkcie f(z), t.j. h(z) = f(g(z)).

Priklad 2.4

Majme funkcie f : R — R kde f(z) =5z -3 a ¢g: R — R kde g(z) = 222 + 2 + 4. Uréte obe zloZené
funkcie (f o g)(x) a (go f)(x).

Riesenie:

Obe zlozené funkcie su definované na R, pretoze obe funkcie maji definicny obor aj obor hodnot

vSetky redlne ¢isla, t.j. x € R.
(fog)z) = f(g9(x)) = f2z?* + x4+ 4) = 522> + . +4) — 3 = 102> + 5z + 17,
(go f)(z)=9g(f(z)) = g(bx — 3) = 2(5x — 3)2 + bxr—-3)+4= 5022 — 552 + 19.
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Priklad 2.5

Majme dané funkcie f : Dy -+ R a g : Dy — R, urcené nasledovne:
f(z) = Va+3, g(x) = cos (5z).
Uréte defini¢né obory oboch funkcii a obe zlozené funkcie (f o g)(x) a (g o f)(z).

Riesenie:
Pod odmocninou moéze byt len nezaporné ¢islo, preto Dy = (—3,00). Defini¢ny obor funkcie g(x)

st vSetky realne ¢isla, t.j. Dy, = R. Zlozené funkcie zapiseme nasledovne:
(feg)(x) = flg(x)) = f(cos (5z)) = v/cos (bz) + 3,
(9o f)(x) =g(f(x)) = g(Va +3) = cos (5vz + 3).

Zlozena funkcia (f o g)(x) je definovana, pretoze Hy = (—1,1). Tento interval je podmnozina Dy
(t.j. Hf C Dy). Aj zlozend funkcia (g o f)(x) je definovand, pretoze Hy = (0,00) je podmnozinou
D, (tj. Hf C D,).

Poznamenajme, Ze ak existuje inverznd funkcia f~!(x) k funkcii f(z) a zlozime ich, tak dostaneme
fltof=foft=Taleboy=f"1(f(x)) = f(f " (z)) =z, kde I je identickd funkcia y = z.
Posledné moznost ako generovat nova funkciu je definovat ju po ¢astiach na zadanych intervaloch,
¢im ziskame po castiach zlozent funkciu.

Priklad 2.6

Predajca dostava svoje odmeny dvojakym spésobom. Bez ohladu na to, kolko mesacne preda danych
vyrobkov, dostane 1000 penaznych jednotiek. Ale ked predd za mesiac viac ako 1000 vyrobkov, jeho
odmena sa zvysi o 1 p.j. za kazdy predany kus. Maximalne moze zarobit 2000 penaznych jednotiek.

Akou matematickou funkciou vyjadrime odmeny daného predajcu?
Riesenie:

Nakreslime graf funkcie podla slovného popisu (pozri Obr. 2.11).
Matematicky zapiSeme po Castiach zlozent funkciu f(x) nasledovne:

1000 0 <z < 1000
T 1000 < x < 2000.

Priklad 2.7 Uloha na samostidium

Pre zadané funkcie urcte ich definiény obor, obor hodnot. Overte, ¢i je funkcia prostd na svojom
definiénom obore. Ak funkcia nie je prosta urcite intervaly, na ktorych je prostd a urcite inverznu

funkciu k danej funkcii ak existuje. Inverznt funkciu najdite na zadanom intervale. Najdite zlozené
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y\ _ 1000 0 <z < 1000
YZ12 1000 < 2 < 2000
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Obr. 2.11: Graf funkcie k prikladu 2.6

funkcie fo f~'a f~lo f.

f(z) =32" -1, 2 € (0,+00), f(z)=342cosz, x € (0,7),
f(z)=1—sin2z, x € <—%,%>, f<$):22x+37 r eR.

2.4 Polynomické a racionalne funkcie jednej realnej pre-

mennej

V nasledujicom texte uvedieme vlastnosti polynomickych funkcii a ich najdoélezitejsie vlastnosti.

Definicia 2.16 Polynomickd funkcia

Funkcia P, : R — R vyjadrend v tvare:
Pn(x) = apz" + an—lxnil + -+ a1x + aop,

kde a,, # 0 sa nazjva polynomicka funkcia (polyném resp. mnohoclen) stupiia n. Cisla a,, a,_1,

..., a1, ag nazyvame koeficienty polyndému.

V zéavislosti od n mozeme uvazovat o niekolkych zédkladnych typoch polynomickych funkcii.

Ak n = 0, potom vSeobecny predpis polynomickej funkcie nadobuida tvar f(z) = ag. Taktto funkciu
nazyvame konstantna funkcia. Jej definiénym oborom je mnozina redlnych ¢isel D(f) = R. Obor
hodnét konstantnej funkcie pozostéva len z jednej hodnoty ag (H(f) = {ao}). Graf konstantnej
funkcie je vodorovna ¢iara, pozri obrazok 2.12. Konstantna funkcia je ohrani¢end. Zaroven mozeme
konstatovat, ze je nerastiica a neklesajica, z ¢oho vyplyva, Ze nie je prosta. V kazdom =z € R mé

minimum a zaroven aj maximum.

Pre n = 1 mé polynomické funkcia tvar f(z) = a1z + ag, kde a1 # 0. Taktto funkciu nazyvame

linearna funkcia. Defini¢cnym oborom a oborom hodnét linedrnej funkcie je mnozina redlnych
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y/ y:2
3
1.

-3 -2 -1 1 2 37

Obr. 2.12: Konstantna funkcia

¢isel R. Na rozdiel od konstantnej funkcie, linedrna funkcia nema minimum ani maximum. Grafom
linedrnej funkcie je priamka, ktord pretina os z v bode so stradnicami [0, ag]. Koeficient ag preto
nazyvame priesecnik s osou x alebo tiez konstanta. Priamku vieme jednoznacne urcif pomocou
dvoch bodov P; = [z1,y1] a Py = [x2,y2]. Potom parameter a; je dany nasledovne:

_ Y2 — Y1

: 2.6
pa— (2.6)

ay

Koeficient a; urcuje o kolko sa zmeni y-ova hodnota, ak hodnotu x zmenime o 1 jednotku. Inymi
a1 nazyvame aj smernica priamky. Meria , sklon* priamky a je rozhodujici pre urcenie, ¢i je
dand priamka rastica alebo klesajica. Z geometrického hladiska a; je tangens uhla «a, ktory zviera
priamka s osou x, pozri obrazok 2.13. Pre a; > 0, linedrna funkcia rastie, pre a; < 0 klesa. Kedze

linearna funkcia je na celom svojom definiécnom obore bud rastica alebo klesajuca, je prosté funkcia.

Obr. 2.13: Priamka s kladnou smernicou

Priklad 2.8

Predpokladajme, ze dopyt D po vyrobku zavisi od jeho ceny p a tento vztah je vyjadreny funkciou:
1
D = f(p) =500 — 2 (2.7)
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Slovne popiste dany vztah. Urcte definiény obor a obor hodno6t danej funkcie. Urcte inverznt funkciu

a ak existuje, slovne ju popiste.

Riesenie:
Vyssie uvedend rovnica popisuje vztah medzi cenou p vyrobku a dopytom D po tomto vyrobku,
presnejsie vyjadruje mnozstvo vyrobkov, ktoré st zdkaznici ochotni kupit za roézne ceny. Cena p
je nezavisla premennd a dopyt D je zavisld premennd a f(p) je funkcia dopytu. Pretoze cena aj
dopyt nemdzu byt zaporné 500 — %p > 0, defini¢ny obor musi spliiat tito nerovnost. Po tprave
dostaneme:

Dy={peR|0<p<1000}.
Po dosadeni krajnych bodov definicného oboru do vztahu (2.7) ziskame obor hodnét:
Hy={DeR|0<D<500}.

Ak chceme ziskat vyjadrenie ceny vyrobku v zdvislosti od dopytu, musime néjst inverzni funkciu

f~Y(D). Rovnicu (2.7) upravime nasledovne:
1
500~ D =gp <= p= f71(D) = 2(500 — D) = 1000 — 2D.
Poznamenajme, Ze tu sme nezamienali premenné navzajom. Je zrejmé, ze D;l =H;a Hf_1 = Dy.

Pre n = 2 je polynomicka funkcia dand predpisom f(z) = as2? + a7 + ap, kde as # 0. Funkciu
nazyvame kvadraticka funkcia, je definovand na mnozine redlnych ¢isel x € R. Grafom je parabola
s vrcholom v bode V' = [zg, yo|, simernd podla svojej osi o, ktord je rovnobeznd s osou y a prechadza
bodom V. Kvadraticka funkcia je parna funkcia. Pre as > 0 je parabola otvorena zhora, funkcia je

konvexna (Obr. 2.14a). Pre as < 0 je parabola otvorend zdola, funkcia je konkavna (Obr. 2.14Db).

Y y=a—z—1 Yy y=—a+z+5
5.

1'2'\%«%’

(a) Parabola s a2 > 0, konvexnd funkcia (b) Parabola s as < 0, konkdvna funkcia

Obr. 2.14: Kvadratické funkcie
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Obr. 2.15: Vypocet vrcholu paraboly

Vrchol V' mézeme urcit bud upravenim kvadratickej funkcie na tvar:
y —yo = az(x — z0)? (2.8)

alebo na zéklade nasledujicich aprav. Parabolu posunieme o hodnotu —ag v smere osi y tak, aby
prechadzala bodom [0, 0] (pozri obrazok 2.15):

y = asx® + a1z + ag / — ag
y — ap = agx’ + arx /=0
a
0=x(agz +a1) & (x=0)V (z = —a—l).
2
Hladdme nenulové riesenie a preto xzg = —Z—;. Po dosadeni zy za x do pévodného vyjadrenia
2
kvadratickej funkcie a tpravach dostaneme pre y-ova siradnicu vrcholu paraboly yg = ag — 4%2.

2
Vrchol V' paraboly ma teda siradnice {_—al ag — a—l}

2a9 4ao
Obor hodndt kvadratickej funkcie je uréeny bodom V. Ak ay > 0, tak v bode V funkcia nado-
2
bida najmensiu hodnotu, funkcia je ohrani¢end zdola a preto Hy = <a0 — 4%2, oo). Na intervale

—aq

Day oo) rastie. Pre a2 < 0 nadobuda kvadraticka fun-

(—oo, 57‘121> funkcia klesa a na intervale <

2

kcia v bode V' najvacsiu hodnotu, funkcia je ohranic¢end zhora, a preto H; = (—oo,ao — 4%2>

Kvadratickd funkcia rastie na intervale (—oo, 57“21> a klesd na intervale <;Ta21, oo).

Uréme prieseéniky kvadratickej funkcie s osou z, teda najdime tie body z, pre ktoré y = aqz? +
a1x 4 ag = 0. Tieto priesecniky nazyvame nulové body alebo korene kvadratickej funkcie a mézeme
ich n4jst Gpravou rovnice na $torec. V pripade, Ze vo vyraze D = a? — 4asaq je a > 4dasag mé
kvadraticka funkcia dva redlne korene (vyraz D nazyvame diskriminant):

—aq + \/ % — 4a0a2 (2 9)

a
2(12

T12 =
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V pripade, ze diskriminant D = 0 dostaneme dvojnasobny koren z; = z9 = —2%. Pre D < 0
existuju 2 korene kvadratickej funkcie iba v obore komplexnych ¢isel (t.j. rovnica nemé redlne
korene). V pripade, Ze ay = 1, ¢ize ked kvadraticka funkcia mé tvar y = 22 + ayx + ag vztah (2.9)

sa zjednodusi na:

2
aq aj
12 2 g " (2.10)

Priklad 2.9
Majme kvadratickd funkciu P, : R — R dant nasledovne Py(x) = 222 — 42 4 4. Néjdite vrchol

paraboly a zistite ¢i existuje k danej funkcii inverzné funkcia.

Riesenie:
Funkciu upravime na stvorec y = P(z) = 2 (2 — 22+ 2) =2 (z — 1)2+2aleboy—2=2(z— 1)~
Z toho vidime, ze graf funkcie je konvexnd parabola s vrcholom V = [1,2] (pozri vztah (2.8)).
Teraz zistime ¢i existuje inverznd funkcia Py '(z) k danej funkcii Py(z). Vyjadrime premennt 2 a
dostaneme:

y—2

o=@

alebo
y— 2

2
Z toho vyplyva, Ze existuju 2 redlne ¢isla 1 = 1+ 4/ de axy=1—4/ de a preto inverznd funkcia

Py () k funkeii Py(x) na celom definiécnom obore neexistuje, kedze funkcia Py(z) nie je prosta.

(r—1)==+

Ak ale obmedzime defini¢ny obor na interval (1,00), vyberieme len rieSenie x;. Teraz zamenime

navzajom x a y a ziskame vyjadrenie inverznej funkcie Py L)

T — 2

y=Pyl(z) =1+ , Dpo1 = (2,00).

Na zaver si polozme otédzku, mohli sme obmedzit definiény obor na interval (—oo,1)? Ak éno, ako

bude vyjadrend inverzna funkcia? Najdenie odpovede nechdme na cteného Citatela.

Priklad 2.10
Funkcia f(t) = —1.05t2 + 8.7t + 78 opisuje zostatok fondu v miliénoch p.j., kde ¢ je pocet rokov po

roku 2010. Na tucely planovania je dolezité vediet, kedy bude zostatok uvedeného fondu nulovy.

Riesenie:

Ak chceme zistit, kedy to nastane, vyriesime nasledujtcu kvadraticki rovnicu —1.05t24-8.7t+78 = 0
Diskriminant D = —8.7 — 4 - (—1.05) - 78 = 403.29. Preto t = =STEY403.29 Oqtjal ¢ = —5.42 alebo
t = 13.70. Zapornt hodnotu t neberieme do ivahy a preto zostatok fondu dosiahne nulovii hodnotu

po 13.7 rokoch, teda priblizne v auguste v roku 2024.

Dalsou zaujimavou polynomickou funkciou je kubicka funkcia, jej stupeni n sa rovna 3. Funkény
predpis kubickej funkcie je f(z) = asz® + agx? + a1z + ag, kde az # 0. Jej definiény obor a obor
hodnét je mnozina redlnych ¢isel R. Grafy roznych kubickych funkcii vidime na obrazku 2.16a a
2.16b.
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(a) Grafy kubickych funkcii (b) Graf kubickej funkcie

Obr. 2.16: Kubické funkcie

Racionalne funkcie jednej reidlnej premennej

Racionalna funkcia je funkcia vyjadrena v tvare podielu dvoch polynomickych funkeii:

kde P(z) a Q(x) st polynémy. Takto zapisand funkcia je definovand na obore raciondlnych ¢isel
s vynimkou tych hodnot z, pre ktoré sa polyném Q(x) rovna nule. Takto urceny definiény obor
mozeme vyjadrit ako D(f) = {z € R | Q(x) # 0}. V pripade, Ze stupet polynému P(x) je mensi
ako stupen polynému Q(z), hovorime o rydzo raciondlnych funkcidch. Niekedy sa raciondlne

funkcie zvykni nazyvat aj lomené funkcie. Alternativnym zdpisom racionalnej funkcie je:

A" + ap_ 12" 4+ -+ a1z + ag

fz) =

Vseobecné vlastnosti a grafy racionalnych funkcii nie je jednoduché popisat, nakolko zavisia od
stupna polynémov P(z) a Q(x). Uvddzame preto niekolko zakladnych typov raciondlnych funkcii.
Najjednoduchsim prikladom racionélnej funkcie je funkcia, ktora ma v Citateli konstantu a v me-
novateli polyném prvého stupna. Takuato funkciu mézeme vseobecne zapisat nasledovne:
ag

r)=——.
f( ) b]_fE + bO
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Predpokladajme, Ze ap = 0. V takom pripade je definicnym oborom D(f) = {x € R | byz + by # 0}.
Oborom hodnét je mnozina obsahujica jediny bod a to ¢islo 0, t.j. Hf = {0}. Grafom takto
definovanej raciondlnej funkcie je horizontalna priamka, totozna s osou x okrem jedného jediného

bodu x, pre ktory plati byx + by = 0.

2.5 Spojitost funkcie

Definicia 2.17 Okolie bodu

d-okolim bodu a (6 > 0) rozumieme taki mnozinu vSetkych bodov (na redlnej osi), ktoré maju od

bodu a vzdialenost mensiu nez §. Body lezia v intervale (a — §,a + d), resp. plati |z — a| < 6.

Definicia 2.18 Cauchyho definicia spojitosti

Hovorime, ze f(z) je spojitd v bode a ak pre Iubovolné ¢islo ¢ > 0 existuje také 6 > 0 (vo

vSeobecnosti zavisi na volbe ¢isla € > 0), Ze pre vsetky x z § okolia bodu a plati:
|f(x) = fla)| <e.

O spojitosti funkcie f(z) v bode a ma zmysel uvazovat len ak existuje funkénd hodnota f(a) a
funkcia f(z) je definovand na nejakom okoli bodu a. Moze sa stat, Ze je funkcia definovand len pre
hodnoty = < a (je definovanéd v lavom okoli bodu a, tj. pre x — a_) resp. z > a (je definovana
v pravom okoli bodu a, t.j. pre x — a4 ). Z tohto dévodu zavedieme pojem spojitost funkcie v bode

a zlava resp. sprava.

Definicia 2.19 Jednostrannd spojitost

Hovorime, ze f(x) je spojitd v bode a zlava resp. sprava ak pre Iubovolné ¢islo € > 0 existuje také
d > 0 (vo vSeobecnosti zavisi na volbe ¢isla € > 0), Ze pre vSetky x > a resp. < a z § okolia bodu
a plati:
[f(z) = fla)| <e.
Priklad 2.11
Overte spojitost funkcie f(z) = v9 — z2.
Riesenie:
Defini¢ny obor danej funkcie je interval (—3,3). Uvedend funkcia je v bode —3 spojita sprava,

pretoze vlavo od bodu —3 nie je definovana. V bode 3 je spojita zlava, pretoze vpravo od bodu 3

nie je definovand.

Niektoré vlastnosti spojitych funkcii

1. Funkcia f(x) je spojitd vo vntutornom bode a préave vtedy ked je spojitd v tomto bode zlava

aj sprava.
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y/
y=f(z)
f(a+3d)
f(a)
f(a=?%)
N 3 a atd T

Obr. 2.17: Funkcia f(x) je spojitd v bode a

y/\

fla+3)]

y=fx)

a—8 a a+d

T

Obr. 2.18: Funkcia f(x) je nespojitd v bode a

2. Funkcia f(x) je spojitd na uzavretom intervale (zg, z1), ak je spojita vo vSetkych vnutornych
bodoch tohto intervalu, je spojitd sprava v lavom krajnom bode intervalu a spojitd zlava

v pravom krajnom bode intervalu.

3. Ak je funkcia f(x) spojitd v kazdom bode svojho definicného oboru, potom ju nazyvame

spojita funkcia.

4. Ak funkcia f(z) je spojitd na intervale (xg,x1), tak je na tomto intervale ohranic¢end.

5. Weierstrassova veta: Ak je funkcia f(x) spojitd na intervale (xg, z1), tak na tomto intervale

nadobiida svoju maximalnu a minimalnu hodnotu.

6. Nech je funkcia f(x) spojitd na intervale (zg,z1). Potom pre kazdé ¢islo r medzi f(zg) a

f(z1) existuje bod a € (xg, 1), taky ze f(a) =r.

7. Bolzanova veta: Nech je funkcia f(z) spojita na intervale (zg,z1) a nech f(xo)- f(x1) <0.

Potom existuje taky bod a € (xg,x1), Ze plati f(a) = 0.

Priklad 2.12

Zistite, ¢i je funkcia f(x) spojitd, ak:

f(z)
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Riesenie:

Defini¢ny obor danej funkcie je D(f) = R. Pripadny bod nespojitosti je bod a = 0. Overime, ¢i f(a)
v bode 0 je rovnaka pre z — 0_ a pre z — 0., t.j. spocitame f(0_) = cos0_ =1, f(0,) = 0°+1 = 1.
Funkéna hodnota v bode 0 zlava sa rovna funkénej hodnote sprava a preto dana funkcia je spojita
v bode a = 0.

Priklad 2.13
Zistite, ¢i je funkcia f(z) spojitd, ak:
7+2, x>1

fz) =

224z, <l
Riesenie:
Budeme postupovat obdobne ako v predchddzajicom priklade. Definiény obor funkcie f(z) je
D(f) = R. Pripadny bod nespojitosti je bod a = 1. Vypocéitame f(1_) = %%— 2 = % a f(ly) =

12 + 1 = 2. Funkéna hodnota v bode 1 zlava sa nerovné funkénej hodnote v bode 1 sprava a preto

dana funkcia je nespojitd v bode a = 1.

Priklad 2.14 Uloha na samostidium

N4jdite body nespojitosti funkcie f(z) = a funkcie f(z) = ==

1
3 —3z2—4x sin 2z °
Priklad 2.15 Uloha na samostidium

Ukéazte, ze funkcia f(x) je spojita pre vSetky = € R a nakreslite jej graf ak:

l—z, =<1
f(@) =42, —“1<z<1
1+2, x>1.

2.6 Limita funkcie

Jednym zo zakladnych konceptov v matematike je koncept limity. V tejto kapitole budeme hladat
odpoved na otazku: ,Ku akej hodnote sa priblizuje zavisla premennd y funkcie danej predpisom

y = f(x), ked sa hodnoty nezavislej premennej z priblizuju k danej hodnote a?¢

Uvazujme funkciu f(z) a také ¢islo a € R, pre ktoré existuje jeho okolie O(a), t.j. otvoreny interval

(a — 9, a+9), kde § > 0, na ktorom je funkcia definovana pre kazdé x # a.

Definicia 2.20 Limita funkcie

Cislo L nazveme limitou funkcie f : D 7 — R v ¢isle a prave vtedy, ked ku kazdému e > 0 existuje

0 > 0 také, ze pre kazdé z € R, pre ktoré je 0 < |x — a| < 6, plati | f(z) — L| < €. Strucne piSeme:

lim f(z) = L.

T—ra
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y N
y=fz)
L€+
T :
f(L) %
L—¢
| a—9 aia+6 g

Obr. 2.19: Limita funkcie f(x) v bode a

Priklad 2.16

Vypocéitajte limitu funkcie f(x) = 22 v bode a = 2, vyuzite definiciu limity.

Riesenie:

Podla definicie, pre kazdé € > 0 ndjdeme také 6 > 0, ze plati |f(z) — 4| < €. Nerovnost plati pre

vietky z, ktoré spliiaji nerovnicu 0 < |z — 2| < 4.

Hodnotu ¢ najdeme nasledovnym postupom. Majme £ > 0 a zvolme § = /e +4 — 2, ktoré bude
kladné, kedze v/e +4 > 2 ak € > 0.

Ak 0 < |z — 2| < J, potom podla definicie absolitnej hodnoty dostaneme:
—d<zr—-2<06 /+4
—d+4d<z—-2+4<i+4
——4< -d+4<x+2<i+4
—d—4d<z+2<i+4
|l 42| < 6 + 4.

Ak podla predpokladu plati 0 < |z — 2| < §, potom po vyuziti |x 4+ 2| < d + 4 dostaneme:

|22 — 4| =z =2 |z +2| <35 (5 +4).

Po dosadeni 6 = e + 4 — 2 dostaneme:

22z +2/ <8 - (64+4) =(Vetd—2)(Vetd—2+4)
2% — 4] < (Ve+4-2)(Ve+4+2)
2% — 4] < (Ve +4)% —22

2? — 4| <e+4—-4=c.

Nasli sme teda také 6 = /e +4 — 2, ze pre 0 < |z — 2| < § je nerovnost |f(z) — 4| < € splnen4, ak

méme dané £ > 0. Preto limita funkcie f(z) = 2 pre  — 2 sa rovna 4, t.j. lim,_,o 2> = 4.
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Limita funkcie a postupnosti
Limitu funkcie mézeme definovat aj na zaklade postupnosti jej funkénych hodnot.

Definicia 2.21 Limita postupnosti funkéniych hodnét

Cislo L nazveme limitou funkcie f : D ¢ — R v &isle a, ak existuje takd postupnost ¢isel

00
n=1

{zn € Dy | xp # a};2,, konvergujicich k ¢islu a, Ze postupnost funkénych hodnét {f(xy)}
konverguje k hodnote L.

V pripade vysetrovania priebehu funkcie mo6zu nastat situécie, ked nas bude zaujimat k akej hodnote
sa budu priblizovat funk¢né hodnoty, ked ¢islo a sa bude stéale zmensovat, alebo zvic¢sovat. Budeme

teda uvazovat rozsirend mnozinu redlnych ¢isel o hodnotu —oco a 0o, t.j. R* = RU {—o00, 00}.

Priklad 2.17

Uvazujme postupnost hodnét definovana predpisom z,, = 1 + Néjdite limitu tejto postup-

T
. n
nosti pre n — oo.

Riesenie:

e Intuitivne je limita tejto postupnosti rovna 2.

« Cize ked vezmeme malé okolie bodu 2, potom vsetky body postupnosti, pre dostatocne velké

n, budi v tom okoli.

Priklad 2.18 Uloha na samostidium
(="
142

n

Uvazujme teraz postupnost hodnét definovani nasledovne z,, = 1 + Néjdite limitu tejto

postupnosti pre n — oo.

Limita funkcie v Specialnych bodoch

Ak a je redlne ¢islo (tzn. = sa neblizi k +00), tak hovorime o limite vo vlastnom bode. Ak L je
redlne ¢islo (tzn. y = f(z) sa neblizi k +00), tak hovorime o vlastnej limite. Mézu nastat tieto

styri typy limit:
1. vlastna limita vo vlastnom bode, t.j. L € R,a € R,
2. vlastnda limita v nevlastnom bode, t.j. L € R,a = too,
3. nevlastna limita vo vlastnom bode, t.j. L = +00,a € R,

4. nevlastna limita v nevlastnom bode, t.j. L = +00,a = F00.

Jednostranné limity funkcie

e Ak sa pri vySetrovani limity vo vlastnom bode a obmedzime len na argumenty = < a, tak

hovorime o limite zlava a oznacujeme ju lim,_,, f(x) = L.
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e Ak sa pri vySetrovani limity vo vlastnom bode a obmedzime len na argumenty = > a, tak

hovorime o limite sprava a oznacujeme ju lim,_,,, f(z) = L.

Tieto limity nazyvame jednostrannymi limitami. Mo6zu byt vlastné alebo nevlastné.

Y +:>?]\ y= 1 +1
101
1 [ ==1||
2 -1 1 2 3 4 l;
-101

—00

Obr. 2.20: Funkcia nema limitu v bode 1

Definicia 2.22 Bod nespojitosti funkcie a limita

Hovorime, Ze bod a je bodom nespojitosti funkcie f(z) ak:
1. funkcia f(z) nemd limitu v bode a,
2. funkcia f(z) nie je definovana v bode a,
3. funkcia f(x) m4 limitu v bode a, je aj v bode a definovand, ale lim,_,, f(z) # f(a).

Definicia 2.23 Spojitost funkcie

Nech je funkcia f(x) definovand v nejakom okoli bodu a. Hovorime, ze funkcia je spojita, zlava

spojita alebo sprava spojita v bode a prave vtedy ked:

lim f(z) = f(a) (spojitd),

wllg{ f(x) = f(a) (zlava spojitd),
lim f(x) = f(a) (sprava spojitd).

T—a4

Vypocet limity funkcie
Pri vypocte limit vyuzivame nasledujice pravidla:

1. Ak vo vlastnom bode a existuji obe jednostranné limity funkcie f(x) a rovnaji sa L, potom

v bode a existuje limita a tiez sa rovnd L:

lim f(z)= lim f(z) =L = lim f(z) = L.

T—a_ T—a T—=a
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2. Ak vo vlastnom bode a existuji obe jednostranné limity funkcie f(x) a st rozne, potom limita

v bode a neexistuje:

lim f(z)# lim f(z) = lim f(x) neexistuje.
T—a4 z—a

T—a—

Elementarne funkcie st spojité na celom svojom definicnom obore, preto v kazdom bode a € Dy

sa limita rovna funkc¢nej hodnote:

lim f(z) = f(a).

T—ra

Limita funkcii tvorenych aritmetickymi operaciami

Predpokladdme, ze existuju limity lim f(z) = L; a lim g(x) = Lo, potom existujui aj nasledujice
Tr—a Tr—a

limity:
lim (f(z) £ g(2)) = lim f(2) + lim g(z),
lim (f(2) - g(2)) = lim f(x) - lim g(z),
lim (k- f(2)) = k- lim f(z), kR,
li ) _ iMoo f(z ), pre Lo # 0, (2.11)

e=a g(z)  limgq g(x)

iiir}l Vf(x) = ”ii_I)I}lf(l‘) = \/L>13 pre Ly >0,
lm (£ ()" = (tim f(2))" = L,

Tr—ra

lim (/@) = gime—a f(@) — gL,

r—a

Uvedené vztahy platia aj pre jednostranné limity. Nedaju sa vsak pouzif, ak niektord z limit
lim f(z) alebo lim g(z) neexistuje.

r—a r—a

Veta 2.1 Existencia limity

Ak pre x — a je limita funkcie f(z) rovna:

lim f(x) =0,

r—a

a v ur¢itom okoli bodu a, okrem samotného bodu a plati f(x) > 0 (resp. f(x) < 0), potom:

= 00 (resp. lim —— = —o0).

lim i
z—a f(x) z—a f(x)

Ak funkcia f(x) v Iubovolnom okoli bodu a meni znamienko, tak lim f( ) neexistuje.
r—a

Priklad 2.19

Zistite, ¢i existuje limita funkcie f(x) v bode z¢g = 0 pre:

cosx, z <0
flz) =
$2+1, x> 0.
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Riesenie:

V priklade 2.12 sme zistili, ze definiény obor danej funkcie je D(f) = R, a Ze dand funkcia je v bode
0 spojita. Overime, ¢i limita danej funkcie pre z — 0_, t.j. lim,_,0_ cos(z) = cos(0_) = 1 sa rovna
limite danej funkcie pre x — 0: lim, .o, (22 4+1) = lim, o, z? + limy 50, 1=0+1=1.

Plati lim, ,o_ f(z) = limz—0, f(z) = 1 = lim, 0 f(z) = 1. Obe jednostranné limity sa rovnaji
a rovnaju sa aj funkénej hodnote vo vysetrovanom bode a preto limita v bode zg = 0 existuje a

rovné sa 1.

Priklad 2.20

Zistite, ¢i existuje limita funkcie f(x) v bode z¢g = 1 pre:

12 x>1
fla)y=3"

2?4z, <l
Riesenie:
V priklade 2.13 sme zistili, ze defini¢ny obor danej funkcie je D(f) = R. Tiez sme zistili, ze
v danom bode je funkcia nespojitda. Limita v tomto bode moéze existovat, preto vypocitame obe

jednostranné limity: lim, 1 (§+2) = lim; 1 §+lim, 41 2 = i—|—2 = % a limitu hmmﬁhr(xz—kx) =

limg 1, z? +limg 1, 2 =1+1=2.

Dostali sme, ze lim,;_ f(x) = f(1-) # lim,—1, f(z) = f(14). Kedze sa jednostranné limity

navzdjom lisia, preto limita funkcie f(x) v bode z¢p = 1 neexistuje.

Priklad 2.21

o oy s . 2z vo s L. _
Urcte defini¢ny obor funkcie f(x) = Toar & vypocitajte limitu pre x = —3.
Riesenie:
v . s v, s e s 2 . 2(=3 _
Defini¢ny obor funkcie f(x) je interval (—3,3). Vypocitame limitu: lim,_,_3 %7::2 = %/95(7)3)2 =
-6 _ =6 _
Yoo 0

Priklad 2.22

Urcte defini¢ny obor funkcie f(z) = x — va2? — 8z a vypoditajte limitu pre x — oo.

Riesenie:

Defini¢ny obor funkcie f(z) je D(f) = (—o0,0) U (8, 00). Spravime algebraickt upravu, pouzijeme
vetu o aritmetickych operdciach 2.11 a vypocitame limitu: lim, o0 (x — Va2 — 82) =

T Y . z+Va2—8z —1; (z—Vz2—8x)(z+a2—8x) —1i @ —
limg o0 (z x? — 8) z+Vx2—8z limg o0 z+v22—8z limg o0 z+Vz2 -8z
1 z?—2?48x _ 1: 8 i 1 8 _ 8 _
= limg oo P vl limg s Pyl limg oo 1+\/1—8—”2” =TT 4.
xT

Priklad 2.23
Nech je funkcia f: R \{0} — R definovana predpisom f(x) = %l Vypocitajte lim,_o f(x).
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Riesenie:

Uvazujme 2 pripady, pre z > 0 (Jz| = z) a pre x < 0 (Jz| = —z):
L. limg o, f(z) = limg 0, T = 1,
2. limgo_ f(z) = limg—o_ 5* = —1.

Limita zlava sa nerovnd limite sprava, preto limita v bode 0 neexistuje.

Priklad 2.24
Nech je funkcia f : Dy — R definovana nasledovne f(x) = \/%. Vypocitajte lim, 1 f(x).

RieSenie:

Pouzijeme vetu o aritmetickych operaciach 2.11 a vypocitame limitu:

. 22+ 3x—1 limy 122 +3-lim,_ 1z —1 1+3-1
lim4{/ ———mM8— = . _ — 3.
z—1 T lim, ;@ 1

Priklad 2.25

Nech funkcia f: Dy — R je definovana predpisom f(z) = \25:42. Vypocitajte lim,_,4 f(x).

Riesenie:
Ak pouzijeme vetu o aritmetickych operdciach 2.11 a samostatne ur¢ime limitu ¢itatela a menova-

tela, zistime, Ze oba ¢leny sa blizia k nule a tymto spdsobom nevieme néjst limitu. Preto citatela a

menovatela upravime nasledovne:

VE-2 _ (JE-(/E+) . x4 1

lim = lim = lim = lim = =
r—4

1 1
=4 x—4 a—4 (x—4)(y/z +2) a—d (x —4)(Vr +2) Vz+2)  (V4+2) 4

Limita zlozenej funkcie

Veta 2.2 Limita zloZenej funkcie

Nech a € R* a nech existuje lim g(z) = B € R a lin% f(y) = C € R*, pricom pre vsetky = # a
r—ra Yy—

z Dy plati g(x) # B, potom v bode a existuje limita zlozenej funkcie (f o g)(x) a plati:

MM@@DZﬁgﬂwza

T—ra

Predosla veta sa d4 rozsirit aj pre nevlastni limitu vnatornej funkcie g(z):

Nech a € R* a nech existuje lim g(z) = 00 a lim f(y) = C € R*, potom v bode a existuje
T—a y—Foo

limita zlozenej funkcie (f o g)(z) a plati:

lim f(g(z)) = lim f(y) =C.

T—a y—+oo

Pokial je vonkajsia funkcia f(y) spojitd v bode B, mézeme zamenit poradie vonkajsej funkcie a
limity:
lim f(9(x)) = f (lim g(x)) .

r—a T—a
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Priklad 2.26
-3
Nech je funkcia f : Dy — R definovana predpisom f(z) = e=>. Vypocitajte limitu: lim, o f(x).
Riesenie:
Ide o vypocet limity zlozenej funkcie. Vnutorna funkcia je g(z) = ;—S a vonkajsia funkcia je f(y) =

ev.

Vypocitame limitu vntutornej funkcie:

lim — =—=0=B
r300 12 lim, oo(22) 002
V bode B = 0 je vonkajsia funkcia f(y) spojita a teda plati:
-3 . -3
lim e7? = eMe=eo 7 = 0 = 1,

T—r0o0

Priklad 2.27 Uloha na samostidium

N4jdite nasledujice limity: lim, 1 1= a limz 0 ¢, —-

2.7 Derivacia funkcie jednej realnej premennej

Nech je funkcia f(x) spojitda v nejakom okoli O(xg) bodu zy. Chceme najst dotycénicu ¢ grafu funkcie
f(z) v bode Xy = [x0, f(x0)]. Jeden bod priamky ¢ pozname, treba urc¢it smernicu doty¢nice ¢. Nech

x je Iubovolny bod z okolia bodu xy. Na grafe mu zodpoveda bod X = [z, f(x)].

Ozna¢me Ax = x — x prirastok argumentu a Ay = f(z) — f(xg) zodpovedajuci prirastok funkcie

f(z) na intervale (x,z¢). Podiel ﬁ—g = %ﬁjgmo)

nazyvame diferenénym podielom funkcie f(x)
v bode x( pre prirastok argumentu Ax. Diferen¢ny podiel vyjadruje priemerni velkost zmeny hod-
noty funkcie f(z), ktord prislicha jednotkovej zmene argumentu na intervale (x, z¢). Geometricky

vyznam diferencného podielu spociva v tom, ze jeho hodnota je smernicou priamky XoX.

Obr. 2.21: Tlustracia definicie derivacie funkcie f(x) v bode xg
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Priklad 2.28

Nech je funkcia celkovych nakladov N(x) v zavislosti od poctu x jednotiek vyrobenych vyrobkov
definovana vztahom: )

N(x) = Ex?’ — 322 + 50z
Aké st priemerné néklady na jeden kus vyrobku pri zvyseni produkcie z 10 na 15 vyrobkov?

Riesenie:
Priemerné naklady na jeden kus vyrobku pri zvySeni produkcie z 10 na 15 vyrobkov st urcené

diferenénym podielom na intervale (10, 15):

N(15) — N(10) _ 412.5 — 300

= 22.5.
15 -10 5

Definicia 2.24 Derivdcia funkcie
Nech je funkcia f(x) definovand v nejakom okoli O(zp). Ak existuje (vlastna) limita zlomku
f(@)=f(z0)

25 bre x — o, potom limitu:

f'(z0) = lim M, (2.12)

T—TQ r — X0

nazyvame derivaciou funkcie f(z) v bode zg a oznacujeme ju f’(xo).

Funkciu f(z), ktord mé v bode zg derivaciu f’(z¢) nazyvame derivovatelnou v bode xy. Ak
je limita (2.12) vlastna (vysledok je redlne ¢islo), tak hovorime o vlastnej derivacii. Ak je li-
mita (2.12) nevlastnd (vysledok je +00), tak hovorime o nevlastnej derivacii. Derivacia f/(xo)

vyjadruje okamziti zmenu, resp. rychlost zmeny funkcie v bode xg.
V ekonomickych modeloch sa niekedy hovori o medznych hodnotéch:
e medznd miera substiticie,
e medznd miera transformécie produktu,
e medznd miera vynosu investicii...

V tychto pripadoch ide o derivaciu. Volne povedané, ide o okamzitii zmenu zavislej premennej,

sposobentu prirastkom nezavislej premennej o jednotku.

Hrani¢ny (marginilny) naklad
Priklad 2.29 Uloha na samostidium
Uvazujme funkciu celkovych ndkladov z predchadzajticeho prikladu. Potom limita:

T—TQ T — X
vyjadruje okamziti rychlost zmeny nakladov v bode xy. Nazyvame ju aj hrani¢ny (marginilny)

naklad v bode xy.

Urcite hrani¢ny naklad funkcie N pri vyrobe 10 vyrobkov.
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Geometricky vyznam derivacie spojitych funkcii

Vlastna derivacia spojitej funkcie v bode zg sa rovnd smernici k jej dotycnice v tomto bode.
Oznaéme Ax = x — g, t.j. * = xg + Ax. Ak x — x9, potom Ax — 0. Za tohto predpokladu
moézeme derivaciu zapisat v tvare:

lim f(zo + Ax) — f(x0)
Axz—0 Ax

=tana = k. (2.13)

Limitnym prechodom Az — 0 splyni body XoX do jedného a seCnica s sa zmeni na doty¢nicu t
(pozri obrazok 2.21).

Na lavej strane vztahu 2.13 mame derivaciu funkcie f(x) v bode zp a na pravej strane smernicu k

doty¢nice ku grafu funkcie f(z) v bode xo.

Poznamka:

Ak nemé funkcia f(z) v bode xg derivaciu, tak ma graf funkcie f(x) v tomto bode ,, hrot*.

Doty¢énica ku grafu funkcie

Rovnica doty¢nice t funkcie f(x) v bode zp mé tvar:

y = f(zo) + f'(x0)(z — x0).

Ak je derivéicia funkcie f(z) v bode xg nevlastné, tak dotyc¢nicou je kolmica na os x s rovnicou

T = Xo.

Derivacie najpouzivanejsich funkcii

(a) =0, (sinx)’ = cosz,
(%) = az®', a € R, (cosz)' = —sinux,
1
TV — 47 >0 t I _
(@) =a"Ina, a >0, (tanx) o021’
1
(ez)/ :ez’ (COtI)/ = —— > (214)
sin”® z
1 1
Inz) = —, arcsinz) = ————,
(no) =2 o) = =
1
(10ga ﬂj)/ = m, a ?é ].,CL > 0, (arctanx)/ = m
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Derivacia funkcii tvorenych aritmetickymi operaciami

Nech f(x) a g(x) st dve diferencovatelné funkcie premennej x, f : Dy — R a g : Dy — R, potom

plati:
(k- @) = k- f(),
(f(2) + g()) = f'(z) + (),
(f(2) - 9(2)) = (@) - gla) + f(z) - ¢ (), (2.15)
<f(3:)>’ (@) g(x) — f() g (@)
9(z) 9(x)?
Derivécia zlozenej funkcie (f o g)(x):
(fog)(x) = (flgx) = f(v)d (x), (2.16)

kde po zderivovani dosadime y = g(z).

Priklad 2.30
Zderivujte funkciu f(z) = 42* — 2z + Inz + /2.

Riesenie:
v 1 Ve
Oznacime /r = 22, pouzijeme vzorce 2.14 a dostaneme:

11
'(z) = 162° — 2+ — + ——.
f'(x) =16z +x+2\/5

Priklad 2.31
!/
St dané funkcie f : R = R; f(z) =2%ag: R — R; g(z) = e*. Vypoditajte (f(x)-g(x)) a (M) .

RiesSenie:
L (f(z)-g(z)) = 2xe® + 22e* = e*(2 + 1),

9. <%>' _ 2:1:6(?;;):%2690 _ x(i;r).

Priklad 2.32

Zderivujte funkciu f(x) = cos(x?).

Riesenie:

Ide o derivovanie zlozenej funkcie. Ozna¢me f(y) = cosy, y = g(x) = 2. Zderivujeme obe zlozky

zlozenej funkcie: f'(y) = —siny, ¢'(x) = 3z%. Podla pravidla (2.16) dostaneme:
(fl9(x))) = f'(y)g'(x) = —siny - 32
Po dosadeni y = 2® dostaneme f'(z) = —sin(z3) - 322 = —322 - sin(2?).

Priklad 2.33

Zderivujte funkciu f(x) = In(sinz).
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Riesenie:
Ide o derivovanie zlozenej funkcie. Ozna¢me f(y) = Iny, y = g(x) = sinx. Zderivujeme obe zlozky

zlozenej funkcie: f'(y) = i, g'(x) = cos z. Potom:

1

sin x

Po dosadeni y = sinz dostaneme f'(x) = cos T = cot .

Priklad 2.34 Uloha na samostidium

Zderivujte nasledujice funkcie:

f@)=a® —ba?+4r—1, f(z) = % f@) = VIz =1, f&) =2V,
f(x) =coszV1+sin’z, f(z)= 4\32?, f(z) = (z+3)vx, f(x)::z5cosx,

2.8 L’Hospitalovo pravidlo

L’Hospitalovo pravidlo pouzivame na vypocet limit, pri ktorych po priamom dosadeni hodnoty

x = a dostaneme neurcity vyraz typu % alebo i% Inymi slovami, toto pravidlo ndm poma&aha
vypocitat limg %, kde limg_sq f(z) = limg—q g(z) = 0 alebo limy_q f(z) = limg_q g(z) = Fo00.

Veta 2.3 L’Hospitalovo pravidlo

Ak mame funkcie f(x) a g(x), pre ktoré v bode a plati lim,_,, f(z) = limg;, g(z) = 0 alebo

lim,,, f(2) = lim,_,, g(z) = +00, potom v pripade, Ze existuje limita lim,_,, % plati:

tim 28 _ iy L) (2.17)

a—=a g(x) z—a g/(x) ’

Pravidlo mézeme pouzit aj pre jednostranné limity. Ak ziskame opét neurcity typ limity, tak opét

pouzijeme 1’Hospitalovo pravidlo.

Priklad 2.35

Vypocitajte limitu funkcie f(z) = ng pre x — 0 (t.j. lim, o Sg;x)

RieSenie:

. . . P s - . , A in0 __ 0
Do vyjadrenia funkcie f(x) dosadime 0 a zistime, ze sa jednd o limitu typu *55 = §. Ak teraz

pouzijeme 1’Hospitalovo pravidlo dostaneme:

Priklad 2.36

Vypocitajte limitu funkcie f(x) = g—j pre x — oo. (t.j. limg_,00 926—2)
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RieSenie:

Do vyjadrenia funkcie f(z) dosadime oo a zistime, Ze sa jednd o limitu typu ;%f = 2. Opéat

pouzijeme 1’Hospitalovo pravidlo a dostaneme:
x? (22) ) 2x

KedZe sme opit dostali neurcity vyraz 22, pouzijeme I'Hospitalovo pravidlo druhy krét a dostaneme:

/
lim ﬂ = lim 2 2

2y,
z—o0 (22In2)  2—=0027.1In2-In2 oo

Vypocet limity zlozenych funkcii

Priklad 2.37

64:6 Y )
sin 3x

Vypocitajte lim,_,o(In
Riesenie:

Vypocitame limitu vnitornej zlozky zlozenej funkcie lim,_, ¢ 6;1;7_35, ktora je typu 8:
(641 _ e:r)/ ) 464:13 — e 464-0780 4—-1

1. ————————— 1 p— pr—
200 (sin 3z)’ 250 3cos3x 3cos3-0 3

=1.

4x

Dosadime do vonkajsej funkcie: lim,_,(In ﬁ) = lim, ,o(In1) = 0.

Vypocet limity typu co — oo
Prevedieme upravu podla vztahu A — B = A(1 — %), pricom limitu zlomku % pocitame pomocou
I’Hospitalovho pravidla.
Priklad 2.38
Vypocditajte lim, oo (x — Inx).
Riesenie:
Vyraz upravime:
1
lim (x —Inz) = lim = <1 - nx) :

T—00 T—00 T
Pomocou I"'Hospitalovho pravidla spocitame limitu:

/ 1 1
lim (1”) _ g 2 z=x -y

zooo \ I T—00 (x)’ T—00

Dosadime do povodnej limity: limg, o0 ( - lnTm) =00 (1-0)=00-1=00.

Priklad 2.39

Vypocitajte lim, .o, (l — )

T sin x
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Riesenie:
Zlomky prevedieme na spolo¢ného menovatela a sc¢itame:

hm(l_ 1>:1msm$ﬂ?

z—04 \x sinz z—04 xsinx
Dostaneme sme limitu typu %, preto pouzijeme I’Hospitalovo pravidlo:

. (sinz —z) ) cost — 1
lim ——— = lim ——.
=04 (zsinz) z—=04 sinx + x cosx
Opét dostaneme limitu typu 8 a znova pouzijeme ’Hospitalovho pravidlo:

—sinx —0

z—04 cOST + cosx — zsinx 1+1+0

Vypocet limity typu 0- +oo, resp. A- B, kde lim A = 0,lim B = +o0

Limitu prevedieme na podiel nasledovne: A - B = Bél = %, alebo A- B = Aj?l = i% a pouzijeme

I’Hospitalovo pravidlo.

Priklad 2.40

Vypocitajte lim; o, (z?Inx).

RieSenie:
1 Inz)’ :
lim z°lnz = lim . lim (In2) = lim (z) =
z—04 =0 172 z—04 (3572)/ 0y —2x73
2
—im -2y
x—04 —2 -2

Vypocéet limity typu 1+, 0°, oc?

1. Limitu tohto typu prevedieme na konstantny zaklad: AP = e AP — ¢Bln4,

2. Dalej poé¢itame ako limitu zlozenej funkcie. Vnttornou zlozkou funkcie je exponent Bln A a
jeho limitu uz vieme vypocitat, kedze je typu 0 - £oo. Vysledok limity exponentu dosadime

do vonkajsej funkcie.
Priklad 2.41
Vypocitajte lim; o, z°.
Riesenie:

Limita lim, .o, 2% je typu 0%, preto pouzijeme vyssie uvedent myslienku:

lim 2% = lim *®.
z—04 z—04
Spocitame limitu exponentu:
1
) . lnx ) In2) ) = ) x
lim (zlnz) = lim —lzhm( l)zhm fs = lim —=—=0.
z—04 =04 T z—04 (.’I]— )/ =04 —2x~ z—04 —1 -1
Vysledna limita je potom lim, o, €* Inz _ 00—
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Priklad 2.42

1
T

Vypocitajte lim, o, (22 4 1)=.

RieSenie:

Limita lim, o, (22 + l)i je typu 1°°, preto ju prevedieme na:

lim e n2e+1
$4)0+ ’
Spocitame limitu exponentu:
1 In2z+ 1 (In 2z + 1) T2 2
lm (—In2z+1)=lim — = lim ——— = lim =-=2
z—04 \ & z—04 T z—04 ! z—04 1 1

, e el e 1
Vysledna limita je limg o, e= In2z+1 _ 52

Priklad 2.43

Vypocitajte limity:

5x
—br—1 1-— 2 1 1 1
lim i, lim M lim 2?-sin=, lim < — ) .

. . ) .
z—0 sin? z—0 Trsinx T—+00 r =0 \x sin x

2.9 Diferencial funkcie

Hovorime, ze funkcia f(x) je v bode z¢ diferencovatelnd, ak mozno prirastok f(z) — f(xo) vyjadrit

v tvare suctu:
f(@) = f(z0) = Az — 20) + w(2)(x — 20),

kde A je redlne ¢islo, w(z) je spojitd funkcia v bode zp a ma hodnotu 0 v tomto bode, t.j.

limg_yq, w(z) = w(xg) = 0.

Nutnd a postacujica podmienka diferencovatelnosti f(x) v bode xq je existencia derivacie f’(xg).

Cislo A je derivécia funkcie f(z) v bode zo:
A= f'(z0).
Definicia 2.25 Diferencidl funkcie
Linedrnu funkciu f'(x)(z — x¢) nazyvame diferencidlom funkcie f(z).

Diferencial oznacujeme df (zo) = f'(z0)(x — x¢) resp. dy = f'(xo) - dx. Ciselnd hodnota diferencialu

df () = dy je ur¢end prirastkom Az = x — xy a faktorom proporcionality f’(xg).

Hodnota prirastku Ay = f(z) — f(z¢) sa d4 priblizne odhadnit pomocou hodnoty dy = f/(zg) - dx
(pozri obréazok 2.22).

97



MATEMATICKA ANALYZA

A
AN
) Xod Lo

- Io xg+Ax 7

Obr. 2.22: Ilustracia diferencialu funkcie

Vyuzitie diferencialu
Diferencial sa da vyuzif na odhad absolitnej a relativnej chyby vypoctu urcitej veli¢iny z namera-
nych hodndt, pricom:

« absolitna chyba predstavuje maximum rozdielu skuto¢nej velkosti a nameranej hodnoty a

aproximujeme ju diferencialom,

» relativna chyba je ur¢end podielom absoltitnej chyby (diferencidlu) k nameranej hodnote.

2.10 Vyuzitie derivacie v ekonémii

Derivacia funkcie charakterizuje zmenu funkénej hodnoty pre ,, velmi mali“ zmenu premennej fun-
kcie. V ekondmii sa ¢asto pouziva modifikovand miera na opis zmeny hodnoty danej funkcie. D6-
vodom je, ze napr. zmena ceny chleba o 1 p.j. by bola v porovnani so stc¢asnou cenou velmi velka,
pricom zmena ceny auta o 1 p.j. by bola velmi mala. Ekonémovia uprednostnuji na charakterizaciu

zmien funkénej hodnoty proporcionalnu mieru zmeny funkcie uvedent v nasledujiicej definicii.

Tempo rastu funkcie f(z) v bode z

Definicia 2.26 Relativna zmena
Nech funkcia f(x) definovand na intervale I nadobtuda v kazdom jeho bode xy kladné hodnoty, t.j.

f(zg) > 0. Ak existuje derivacia f'(zg), tak ¢islo:

_ f(x0)
pr(xo) = Flo)

nazyvame relativnou zmenou funkcie f(x) v bode zy.

Proporcionalne miery zmeny sa ¢asto uvadzaju v percentach. Relativna zmena funkcie vyjadrend
v percentéch sa nazyva tempom rastu funkcie f(z). Ak je ¢as nezdvislou premennou, tak hovorime
o percentualnej zmene za danu ¢asovu jednotku, napr. za rok. Percentualna miera zmeny sa ziska

pomocou vztahu: ps(zg) - 100%.
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Elasticita funkcie f(z) v bode x

Definicia 2.27 Elasticita funkcie
Ak m4 funkcia f(x) v kazdom bode z € (0,00) deriviciu f'(x¢) a f(zo) > 0, potom ¢islo:

Zo

Flag) 00 =0 pr(e0)

Ef(z0) =

nazyvame elasticitou (pruznostou) funkcie f(x) v bode zp a oznac¢ujeme ju E f(z).

Elasticita produkcie

Ak podnik vyrdba z jednotiek produktu pri celkovych nékladoch f(z), tak pruznost celkovych

nakladov je:
x  df(x)
fl@) do

Elasticita E f(z) nezavisi ani od jednotiek ndkladov, ani od produkcie a je mierou imernej rychlosti

Ef(r) =

rastu celkovych ndkladov pre tmerny rast produkcie vzhladom na prislusni hladinu. Elasticita

Ef(x) sa rovnd pomeru hrani¢nych nékladov k priemernym nakladom.

Definicia n-tej derivacie

Symbolom £ (z) oznatujeme n-tt derivaciu (resp. deriviciu n-tého radu) funkcie f(*~1(z) pre
n > 1. Je uréend rekurentnym vztahom, pomocou ktorého vyjadrujeme n-ti derivaciu pomocou
derivicie radu (n — 1):

f () = (f"D(@)), pren > 1.

Niekedy sa pouziva oznacenie f(©)(x) = f(z) pre samotni funkciu f(z).

Priklad 2.44

Vypoéitajte vietky derivicie funkcie f(r) = 2* — 322 az do 4. rddu v bode z = 2.
Riesenie:

Podla vzorcov 2.14 derivicii najpouzivanejsich funkcii, vypocitame nulti az stvrti derivaciu a

dosadime = = 2:

fO@) =2t - 322, fO@2)=2"-3.22 =4,
FV(@) =42® — 62, fM@2)=4-2°-6.2=20,
fAx) =122 -6, fP(2)=12.22 -6 =42,
O (z) = 24z, F8@2) =242 =48,
O (z) =24, F9(2) =24,
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2.11 Taylorov rozvoj funkcie f(x) v okoli bodu x

Je dana funkcia f(x), bod x¢ a prirodzené ¢islo n. Nech ma funkcia f(x) derivicie v okoli bodu zg

az do rddu n + 1. Potom plati:

! 2 (n)
f(z) = f(zo) + f (13!60) (x — o) + / 2(!960) (x —20)>+ -+ fn('wo)(:): —20)" + Ruy1(z) (2.18)
pricom zvysok R,+1(z) je vyjadreny vztahom:
(n+1)
Rn+1($) = f(n/_}—l()fu;)(.fﬂ — Qjo)n-i-l7

kde u je isté ¢islo z otvoreného intervalu Z, ktorého krajnymi bodmi st z¢ a x (tzv. Lagrangeov
tvar zvysku Ry41(x)).
f(@) = Th(z) + Ryt ().

Polyném T,,(x) nazyvame Taylorov polyném stupna n.

Posledny ¢len R,41(z) vo vztahu 2.18 nazyvame zvysok po n-tom ¢lene Taylorového polynému.
Je to chyba, ktorej sa dopustime, ak funkciu f(z) nahradime v okoli bodu zy polynémom T, (z).
Velkost chyby zavisi od vzdialenosti x od zg. Presnost je vicsia, ¢im je x blizsie k bodu xg a ¢im

vicsie n zvolime.
Taylorov rozvoj funkcie f(z) v bode xg pouzivame:
1. pre funkcie, ktorych hodnoty sa nedaja vypocitat zakladnymi vypoctami,
2. pre numericky vypocet hodnét tychto funkcii,
3. pre stadium vlastnosti funkcie na zdklade vlastnosti polynému ako zédkladnej funkcie.

Priklad 2.45

Aproximujte funkciu f : (—4,00) = R; f(z) = v/x + 4 Taylorovym polynémom T5(x) v okoli bodu
o = 0.

Riesenie:

Vypocitame 1. a 2. deriviciu funkcie f(z) a ich hodnoty v okoli bodu zy = 0:

FO(z) = (x4 4)3, FO0) =0 14=2
@) = 5 - (o) OO =5 5=

1 1 _3 1 1 1 1
fP(z) = 5 <_2) (z+4)"2, F2(0) = —5 <_2> =

Vyuzijeme predoslé derivacie a dostaneme:

7(0) A0 e

To(e) = $0) + 1] .

(x —0)+
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Priklad 2.46 Uloha na samostidium

Aproximujte nasledujice funkcie na ich definiénych oboroch polynémom T,,(z) v okoli bodu a:

f(z) =cos(z), a=m, n=3, f(z) =

f(z)=log(l+2x), a=0, n=2, flz)=€e",a=1 n=3.

2.12 Asymptoty grafu funkcie

Pri skimani priebehu grafu funkcie je dolezité zistit, ako sa dany graf sprava, ak sa jeho body
vzdaluji do nekonec¢na, pripadne ako sa sprava v bodoch, ktoré nie st v definicnom obore danej
funkcie. Casto sa stéva, Ze sa pritom body grafu priblizuji k bodom akejsi priamky, ktori volame

asymptota.

Asymptoty grafu funkcie bez smernice

Definicia 2.28 Asymptota bez smernice

Priamku s rovnicou = k nazveme asymptotou bez smernice grafu funkcie f(x), ak mé v bode
k bud nevlastni limitu alebo nevlastni limitu zlava, alebo nevlastni limitu sprava (t.j. plati aspon

jeden zo vztahov):

lim f(x) =o00, lim f(x)= —o0,
r—ky x—ky

alebo
lim f(x) = —o0, lim f(z) = occ.
x—k_ z—k_

Asymptoty grafu funkcie so smernicou

Definicia 2.29 Asymptota so smernicou

Priamku s rovnicou y = k - © + ¢ nazyvame asymptotou so smernicou grafu funkcie f(z), ak
plati:
lim (f(z) — (k-2 +q)) =0,

alebo
lim (f(z)—(k-z+q))=0.

T—r—00

Vypocet asymptoty so smernicou grafu funkcie

Priamka y = k- x 4+ ¢ je asymptota so smernicou grafu funkcie f(x) pre x — oo prave vtedy,
ked sucasne plati:

k= lim fz) a ¢= lim (f(z)—k-x).

T—00 I T—00

Podobnd veta plati aj pre ¢ — —oo.
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Priklad 2.47

JET . . . _ 222-_px—1
Néjdite asymptotu bez smernice a so smernicou pre funkciu f(z) = “F5"o—.
Riesenie:
. 1A » o . 2 5y . - , ,
Najskor uréime definiény obor funkcie f(z) = % Funkcia f(z) nie je definovand v redlnom

¢isle 2, kedZe menovatel sa rovnd nule pre x = 2 (pozri obrazok 2.23). Dalej overime, ¢i priamka

x = 2 je asymptotou bez smernice.

222 —5z—1

Limita lim, o 22”—5e-1 je typu %3, vypocitame preto jednostranné limity lim, ,o- =52"— a

2—x
lim 222=52=1 o1 budi nevlastné
r—21 20—z .

V nasom pripade je mozné urc¢it znamienko limity podla znamienka podielu ¢itatela a menovatela.

Dosadime hodnoty blizke ¢islu 2 zlava a sprava, napr. hodnoty 1.9 a 2.1.

Pre ¢islo 1.9 dostavame hodnotu limity:

20° —b5r—1 2-19°-5.-1.9-1

li = = —32.
ol 2_ 2 2-1.9 32.8,
preto:
o225 —1
hm —_— = —OX.
r—2~ 2 — X

Pre ¢islo 2.1 bude limita rovné:

202 -5z —1  2-(21)2-5-(2.1)—1

T g 2-21 =268,
preto:
o222 -5z —1

lim —— = 0.

z—2+ 2—x

Y 202 —5z—1
y =0

20 | ’
- 2T~ 5
—920 |

Obr. 2.23: Graf funkcie f(x) = % s asymptotou bez smernice

» 032 Bp— .
Teraz uréime asymptotu grafu funkcie % so smernicou y = kx + q.

Najskér vypocitame sklon smernice:

f(z) 222 —5x—1 1 9_5_ 1
. . — 2 . 2
k:hm—zllm27x-%:hm s = 2.
r—00 I T—00 €T = T—00 Z = 1
X
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Dalej uréime konstantny ¢len smernice:

T—00 T—00 2 —x

. 22?2 —bx — 144z — 222 . o—r—1
= lim = lim =1
T—00 2—x z—=o00 2 — 1

g = lim (f(z) —k-z) = lim <2x2_5x_1_(_2x)> _

Asymptota so smernicou je priamka y = —2x + 1.

_ 22%—5z—1
y= 2—x

20 |
3 N

—20 |

Obr. 2.24: Graf funkcie f(z) = % s asymptotou so smernicou

Priklad 2.48 Uloha na samostidium

Pre zadané funkcie urcte ich definiény obor a ak existuju, najdite asymptoty so smernicou a bez

smernice.
a3 6r—22—9 r+4 322 —2r — 1
0=y IW="0 o TW=pmy W=
2?2 —1 23 —1 322 — 22 —1 z+1
T =g IO =g 1@ =3 W=

2.13 Derivacia funkcie a vlastnosti funkcii

V predchadzajucich kapitoldch sme objasnili ¢itatelovi vlastnosti funkeii (2.2), pojem spojitost
funkcie (2.5), limitu funkcie (2.6). Pomocou limity sme zadefinovali derivaciu funkcie (2.7). V tejto
kapitole ukazeme ako pomocou derivacie urc¢ime ¢i je funkcia rastica, alebo klesajica, ¢i je konvexna

alebo konkavna a naucime sa néjst extrémy funkcii.

2.13.1 Vyuzitie 1. derivacie pri urcovani vlastnosti funkcii

Rollova a Lagrangeova veta st 2 zdkladné vety diferencidlneho poc¢tu a vyuzivaju sa pri rieSeni
praktickych dloh. Ak vySetrovans funkcia spliia predpoklady ¢ uz Rollovej alebo Lagrangeovej
vety, jej grafom je na intervale (a,b) plynuld krivka bez hrotov, ktorej krajné body lezia na osi z.
Rollova veta hovori o existencii extrému na intervale (a,b) a Lagrangeova veta o type monoténnosti

grafu funkcie.
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Veta 2.4 Rollova veta o strednej hodnote
Nech funkcia f(x) spliia na intervale (a,b) predpoklady:

1. je spojitd na intervale (a, b),
2. na otvorenom intervale (a,b) je derivovatelna,
3. fla) = f(b).

Potom plati, Ze na intervale (a, b) existuje bod, v ktorom je derivicia funkcie nulovd, t.j.
Jdec € (a,b) taky, ze f'(c) = 0.

Veta 2.5 Lagrangeova veta o prirastku funkcie
Nech funkcia f(x) spliia na intervale (a,b) predpoklady:
1. je spojitd na intervale (a,b),
2. na otvorenom intervale (a,b) je derivovatelna.
Potom 3¢ € (a,b) taky, ze f/(c) = {O=(@),
Dosledky Rollovej a Lagrangeovej vety:
o YV € (a,b) plati, ze ak f'(x) =0, potom je f(z) konStantna na (a,b),
o YV € (a,b) plati, ze ak f'(z) > 0, potom je f(z) rastica na (a,b),
o Vx € (a,b) plati, ze ak f'(z) <0, potom je f(z) klesajica na (a,b).
Metéda na urcenie intervalov monoténnosti:
1. Néjdeme 1. derivéciu funkcie f(x).

2. Uréime intervaly, na ktorom je funkcia f(x) rastica, t.j. f'(z) > 0, alebo klesajica, t.j.
f'(z) <0.
Priklad 2.49

Uréte intervaly monoténnosti funkcie f: R — R; f(x) = (2 + 2z + 1).

RieSenie:

Najskor zderivujeme funkciu f(z):
fl(x) =e®(@® + 2z +1) + (22 + 2) = *(2% + 42 + 3)
a ndjdeme body funkcie f(z), v ktorych je f'(x) = 0, t.j. vyrieSime kvadratickt rovnicu:
2® +4z+3 = 0.

Pre tuto kvadraticku rovnicu dostaneme 2 redlne korene:

r1=—24+v4-3=-1 a x3=—-2—-+vV4-3=-3.
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Nasli sme 2 rozne stacionarne body, v ktorych je derivacia funkcie nulova. Budeme teda vysetrovat

funkciu na intervale (—3, —1) a na jeho doplnku. Kedze f’(0) =3 > 0, dostaneme, ze:
1. f'(z) >0 pre x € (—o0,—3) U (—1,00),
2. f'(x) <0prexe (—3,-1).

Funkcia f(z) je rasttca na intervaloch (—oo, —3) U (—1,00) a klesajica na intervale (—3, —1).

2.13.2 Vyuzitie 2. derivacie pri urcovani vlastnosti funkcii

V predchadzajicej podkapitole sme sa oboznamili s vyznamom 1. derivacie pre urcenie intervalov
monoténnosti. Teraz uvedieme ako vyuzit 2. derivaciu pre urcenie konvexnosti resp. konkavnosti

funkcie.

Definicia 2.30 Konkdvna funkcia

Funkcia f(z) je konkdvna v bode xg, ak existuje také okolie O(z() bodu zg, Ze pre vSetky body
zo + Az € O(xg), kde Az # 0 plati:

flzo + Az) < f(x0) + Az f'(o).
Graf funkcie f(z) lezi pod doty¢nicou ¢ zostrojenou v bode Xy = [xo, f(x0)].

Definicia 2.31 Konvexnd funkcia

Funkcia f(z) je konvexna v bode zy, ak existuje také okolie O(zg) bodu zg, ze pre vSetky body
xo + Az € O(xg), kde Az # 0 plati:

f(xo + Azx) > f(xo) + Az f'(x0).

Graf funkcie f(x) lezi nad dotyénicou ¢ zostrojenou v bode Xy = [xo, f(z0)].

Urcovanie konkavnosti (resp. konvexnosti)
Ak ma funkcia f(z) v kazdom bode x otvoreného intervalu (a, b):
o zapornu 2. derivaciu, tak je funkcia f(z) na tomto intervale konkavna,
o kladnu 2. derivéciu, tak je funkcia f(x) na tomto intervale konvexna.
Priklad 2.50
Zistite, ¢i je funkcia f(z) = Inz konvexnd alebo konkavna.
Riesenie:

Vypocitame 1. a 2. deriviciu danej funkcie: f/(x) = %, fle@r@) — —I% < 0. Druha derivacia je
zdpornd pre vsetky = > 0, t.j. pre cely definicny obor. Preto je funkcia f(z) = Inz konkdvna na

celom defini¢cnom obore.
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Rt
S
@Li‘/v"’ <

fla) 1

Obr. 2.25: Priklad funkcie s réznymi druhmi extrémov

Priklad 2.51

. 500
Y= 230

dopyt po tovare. Vyjadrite, ako sa menia trzby v zavislosti od dopytu.

Cenu urcitého tovaru vyjadruje funkcia f(z) x > 0, kde y je cena a x nech vyjadruje

Riesenie:
Trzba U(z) je dand sti¢inom ceny a dopytu: U(z) = z-y = 153%”6. Vypocitame U’ (x) = m?’(%ﬁ% =
1500 > 0a U"(x) = 200 Zistili sme, ze U'(z) > 0 a U”(x) < 0, preto s rastom dopytu bude

(z+30)2 (z+30)3
rast trzba konvexne, t.j. s rastom dopytu bude mat trzba tendenciu stéle narastat.

2.14 Extrémy funkcie jednej realnej premennej

Definicia 2.32 Lokdlne maximum a minimum funkcie

1. Funkcia f(z) ma v bode xp lokdlne maximum, ak existuje také okolie O(zg) bodu zy, ze
pre kazdy bod xg € O(xg), kde Az # 0 plati:

f(zo+ Ax) < f(x0).

2. Funkcia f(z) ma v bode zg lokalne minimum, ak existuje také okolie O(xg) bodu zo, ze
pre kazdy bod xg € O(xg), kde Az # 0 plati:

f(zo+ Az) > f(20)-

Definicia 2.33 Ostré lokdlne mazximum a minimum funkcie

1. Funkcia f(z) mé v bode xy ostré lokdlne maximum, ak existuje také okolie O(zy) bodu
xg, ze pre kazdy bod zg € O(xg), kde Az # 0 plati:

flxo+ Az) < f(xg).

2. Funkcia f(x) mé v bode zy ostré lokdlne minimum, ak existuje také okolie O(xg) bodu
xg, ze pre kazdy bod zg € O(zy), kde Az # 0 plati:

flxo+ Az) > f(xg).
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Nutna a postacujica podmienka existencie lokalneho extrému

Ak mé funkcia f(z) v bode z( lokdlny extrém a ak existuje v tomto bode derivicia f’(zg), tak
plati:
f/(.%'()) =0.

Veta 2.6 Ostré lokdlne extrémy funkcie

Nech f’(z9) = 0 a nech v bode x( existuje 2. derivicia f”(z¢) # 0. Ak je funkcia f”(z) v okoli

bodu xg spojitd, potom ma funkcia f(x) v bode x(:
o ostré lokdlne maximum, ak f”(zg) < 0,

o ostré lokdlne minimum, ak f”(zg) > 0.

Metéda urcovania ostrych lokalnych extrémov

Najskor najdeme 1. derivaciu funkcie f(z) a polozime ju rovni nule:
f(x) = 0.
Korene tejto rovnice sa nazyvajii staciondrne body funkcie f(z). Dalej najdeme f”(z). Ak bod
xo je staciondrnym bodom tak:
o funkcia f(z) ma v bode z( ostré lokdlne maximum, ak f”(zg) <0,
o funkcia f(z) méa v bode xg ostré lokdlne minimum, ak f”(zq) > 0.
Velkost ostrého lokdlneho extrému je hodnota funkcie f(zo) v bode zg.

Poznamka:

Predosla metdéda sa neda pouzit ak v bode xp neexistuje 1. derivicia alebo je 1. aj 2. derivacia
funkcie f(z) v tomto bode nulova (t.j. f/(zo) = 0 A f”(x¢) = 0). AvSak aj v tomto pripade extrém

funkcie f(x) existovat moze!

Ak funkcia f(z) nema v bode z( derivaciu, tak ma v bode x:
o ostré lokalne maximum, ak plati: f’ (zg) > 0A f (z0) <0,
o ostré lokalne minimum, ak plati: f’ (zo) < 0A f(zo) > 0.

Priklad 2.52
Néjdite vsetky lokdlne extrémy funkcie f: (0,00) = R; f(z) = % -1n?(3z).

Riesenie:
Najskor ndjdeme vsetky stacionarne body funkcie, pricom pri ich hladani vyuzijeme 1. derivaciu
funkcie f(z). Vypocitajme teda f'(z):

Flz) = —% n2(3z) + i -21n(3z) - % 3= % (2 - In(32)) In(32),
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y= % ln2(3a:)

1

Obr. 2.26: Lokélne extrémy funkcie f(z) = 1 -In%(3z)

Staciondarny bod néjdeme tak, Ze vyrieSime rovnicu f’(z) = 0. Pre 1. koren pouzijeme rovnicu

In(3x) = 0, a z nej dostaneme 3x = €’ = 1, preto 71 = % Pre 2. koren pouzijeme rovnicu

. 2
2 —In(3z) = 0, a z nej dostaneme In(3z) = 2, preto ra = .

Uréime typ extrémov v stacionarnych bodoch pomocou 2. derivacie a nasledne zistime typ extrému:

1

f”(fc) = <_2 -In(3z) + % . % . 3) (2 —In(3z)) — % -In(3z) - o .3 =

3
( % ‘In(3z) + ;) (2 —In(32)) - % In(3z) =
2
> (1 —3In(3z) + In*(3z)) .

Dosadime vyssie vypocitané stacionarne body do druhej derivacie danej funkcie a podla znamienka

uréime typ extrému:

1 e 54 5
f”(g):54>0 a f”(g):e—ﬁ-(l—3-2+22):—e—6<0.

Podla predoslej vety 2.6 o ostrych lokalnych extrémoch mé funkcia f(z) v bode 1 = % lokalne

minimum s hodnotou f(%) =0a v bode xo = % lokélne maximum s hodnotou f(%) = i—%

Vseobecna postacujiica podmienka pre ostry lokalny extrém

Veta 2.7 Postacujica podmienka pre ostry lokdlny extrém

Nech mé funkeia f(z) v bode zq derivicie f'(zo) = f"(x0) = ... = f" D(z0) = 0a f™(20) #0 a
nech f(™(z) je spojita v okoli bodu zg. Potom ak:

1. n je parne &slo, tak funkcia f(z) ma v bode z( ostré lokilne maximum, ak f(" (zq) < 0,

2. n je parne &islo, tak funkcia f(z) méd v bode xg ostré lokdlne minimum, ak £ (zy) > 0.

Absolitne extrémy funkcie f(z) na intervale (a,b)

Absolitne maximum a absolitne minimum funkcie f(z), ktord je spojitd na intervale (a,b) a ma

derivaciu na intervale (a, b), uréime nasledovne:
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1. Néjdeme stacionarne body funkcie f(x) v intervale (a,b). Ak ich je koneény pocet, zistime

v ktorych z nich nastava ostry lokdlny extrém. Oznacime ich x1,xo, ..., xk.

2. Vypocitame hodnoty f(a), f(x1), f(z2),..., f(xk), f(b). Najvicsie z tychto ¢isel je absolutne

maximum M, najmensie z nich je absolitne minimum m funkcie f(x) v intervale (a, b).

3. Ak je funkcia f(z) spojita na intervale (a,b) a nema v niektorych bodoch intervalu (a,b) de-
rivaciu, uré¢ime hodnoty funkcie v tychto bodoch a vyberieme najmensiu a najvéicsiu hodnotu

z tychto ¢isel a z ¢isel uvedenych v bode 2.

Priklad 2.53

Majme monopol, ktory vyraba urcity vyrobok. Uvazujme nasledujice funkcie:

1. Funkcia dopytu p(z), ktord vyjadruje vztah medzi vyrobenym mnozstvom x daného vyrobku

a cenou p, za ktoru sa vyrobok predava, je dand vztahom:
p(z) = —0.04z + 200.

Funkcia dopytu je striktne klesajica funkcia a je definovana pre 0 < z < 5000. Mozno ju

interpretovat nasledovne:

e ak sa cena vyrobku blizi k 200 jednotkdm, pocet zakaznikov ochotnych kipif vyrobok

ma tendenciu smerovat k nule,

e ak sa cena vyrobku blizi k 0, predané mnozstvo vyrobkov mé tendenciu rast k 5000

jednotkam.
2. Vynos R(x) v zavislosti na pocte vyrobenych vyrobkov x je dany funkciou:
R(x) = p(z) - x = (—0.04zx + 200)z = —0.04z* 4 200z
3. Nékladova funkcia N (z), popisujica ndklady firmy v zdvislosti od vyrobeného mnozstva vy-

robkov z, je dand vztahom:
N(x) = 80z + 22400.

4. Vysledna funkcia zisku P(x) je dana nasledovne:

P(z) = R(x) — N(x) = —0.042” + 200z — (80x + 22400) = —0.04z% 4+ 1202 — 22400.

Urcte kolko vyrobkov mé firma vyrobit, aby maximalizovala zisk.

Riesenie:

Najskor najdeme stacionarne body zp funkcie zisku P(x) pomocou derivécie:
P'(z) = —0.08z + 120 = 0.

RieSenim tejto linedrnej funkcie je jediny bod zp = 1500. Dalej uréime, aky typ extrému v tomto
bode nastava s vyuzitim vety 2.6:
P"(zp) = —0.08 < 0.
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Firma teda dosiahne pre zp = 1500 vyrobenych vyrobkov maximdlny zisk vo vyske P(1500) =
67600 penaznych jednotiek.

Body funkcie P(z), pre ktoré plati P(z) = 0 (t. j. vynos R(z) sa rovnéd ndkladom N (z)) sa nazyvaji
body zlomu. V nasom priklade polozime P(x) = 0 a dostaneme rovnicu 2 — 3000z + 560000 = 0,
ktorej rieSenim st body zlomu z; = 1500 — v/1690000 = 200 a z3 = 1500 + /1690000 = 2800. To
znamend, ze ak firma bude vyrédbat od 200 do 2800 vyrobkov (t.j. ak x € (200, 2800)), tak bude

mat zisk.

Pomocou funkcie zisku R(xz) mézeme ur¢it maximélne vynosy, ktoré firma méze dosiahnut, t.j.
uréime stacionarny bod R'(z) = —0, 08z 4+ 200 = 0. Koreniom tejto rovnice je hodnota xgr = 2500.
Este overime typ extrému dosadenim hodnoty zr do derivacie funkcie vynosu: R'(zr) = —0,08 < 0.
Opét vyuzitim vety 2.6 dostavame, ze firma dosiahne maximalny zisk, ked bude vyrabat 2500
vyrobkov, pricom jej zisk vtedy bude P(2500) = 27600 penaznych jednotiek.

Priklad 2.54

Majme dant nakladova funkciu N : Ry — R podniku vyrabajiceho = vyrobkov:
N(z) = 0.12% — 30z + 25000.
Urcte priemerné minimélne ndklady na jeden vyrobok.

Riesenie:
Uréime funkciu priemernych nakladov N,, ktora meria naklady na vyrobenu jednotku:

N 25000
_N@) _ 1 504 22000
X

Uréime lokalne minimé funkcie priemernych nékladov Ng, t.j. ndjdeme stacionarne body funkcie

pomocou derivacie funkcie Ng(z):

25000

/

N,(z) =0.1— o

Polozime ju rovnt 0 a dostaneme dve rieSenia: x1 = 500 a o = —500.

Riesenie z9 je mimo defini¢ného oboru funkcie N, (x), preto vezmeme do tivahy len staciondrny bod
x1 = 500. Overime typ extrému tak, ze vycislime 2. deriviciu vo vypocitanom staciondrnom bode
z1: N (z) = 2- 290 = N//(500) = 2- 25500(%0 = me000s55 > 0. Z predoglého vysledku mézeme ustdit,
ze ak chce podnik minimalizovat priemerné naklady na vyrobenud jednotku, bude musiet vyrabat

prave x1 = 500 vyrobkov. Minimalne naklady podniku budd vo vyske N,(500) = 70 penaznych
jednotiek.

Priklad 2.55

N4jdite lokalne extrémy funkcie f(x) = 223 — 622 — 182 +7 na jej definiénom obore a uréte hodnotu

funkcie v nich.
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Riesenie:

Najskor uréime defini¢ny obor D(f) = R. Potom vypocitame 1. derivaciu f/(z) = 3 - 22371 — 2.
622~ — 18 4 0 = 622 — 122 — 18 a uréime stacionarne body, t.j. polozime 1. deriviciu rovni nule
f'(x) = 0 a dostaneme 622 — 122 — 18 = 6(x — 3)(z + 1) = 0. Z kvadratickej rovnice vypo&itame
staciondrne body 1 = 3 a 2o = —1. Spoc¢itame 2. derivaciu f’(z) = 122271 — 12 = 12z — 12.
Dosadime jednotlivé staciondrne body do 2. derivicie a dostaneme: f”(3) = 12-3 —12 = 24 a
(=) =12 (1) — 12 = —24.

Funkcia mé v bode 21 = 3 lokdlne minimum s hodnotou funkcie f(3) = 2-3%—6-32—18-3+7 = —47
a v bode 15 = —1 mé lokdlne maximum s hodnotou f(—1) = 2-(—1)3—6-(—1)2—18-(=1)+7 = 17.

Priklad 2.56 Uloha na samostidium

Najdite, ak existujui, lokalne extrémy funkcii na ich defini¢cnom obore a urcte v nich hodnotu funkcie.

r—3 _41‘*%2*4 2 +2 1

f(IL’) = 137_57 g(x) =T L1 h(.CE) = FURNEE 7’(3;) = T2

2.15 Inflexné body funkcie jednej realnej premennej

Definicia 2.34 Inflexny bod funkcie

Nech je funkcia f(x) derivovatelnd v bode z(. Ak existuje také okolie O(xo) bodu zg, ze pre vsetky
body z¢ + Az € O(x9), kde Az # 0 plati:

f(zo+ Az) < f(zo) + Az f'(x0), pre Az <0,
f(zo+ Az) > f(zo) + Axf'(x0), pre Az > 0,
alebo plati:
f(zo + Az) > f(z0) + Az f'(x0), pre Az <0, (2.19)
f(zo + Az) < f(z0) + Az f'(x0), pre Az > 0, (2.20)

tak bod zp nazyvame inflexnym bodom funkcie f(z), resp. bod Xog = [zo, f(z0)] je inflexnym

bodom grafu funkcie f(x).

/'(2)<0

7 :1:0 xr

Funkcia f(x) ma v bode z( inflexny bod prave vtedy, ked existuje také okolie O(xg) bodu zg, Ze
funkcia f(z) je v lavom okoli bodu xy konkdvna a sucasne je v pravom okoli bodu zy konvexn4,

alebo opacne.
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4 3 2
=z*422°—122°+4 Yy
Yy=x x x 20 |

—20 +

—40 |

—60 |

—80

Obr. 2.27: Graf funkcie f(z) = 2* + 223 — 1222 + 4

VsSeobecné kritérium pre urcenie inflexnych bodov funkcie
Kritérium pre urcéenie inflexného bodu:

Ak je z¢y inflexnym bodom funkcie f(x) a ak méa funkcia f(x) v tomto bode 2. derivaciu, tak:
f"(zo) = 0.

Poznamka:

Pozor, moze sa stat, ze funkcia nema v xq inflexny bod, aj ked f”(zq) = 0.

Veta 2.8 Vseobecné kritérium pre urcenie inflexngch bodov

Nech mé funkcia f(x) v bode z¢ nulové derivacie f(z9) = @) (x0) = ... = f"D(zy) = 0 a nech
f™)(z) je spojita v okoli bodu zg a f(™(xq) # 0. Potom ak n je nepérne ¢islo, tak funkcia f(z) mé
v bode z¢ inflexny bod.

Priklad 2.57

Nech f:R — R je dané nasledovne f(z) = x* + 223 — 1222 + 4. Uréte jej inflexné body.
Riesenie:

Vypoéitame 1. a 2. derivaciu: f/(z) = 423+ 622 — 242 a f"(x) = 1222+ 122 — 24. VyrieSime rovnicu

f"(z) =0, t.j. ndjdeme korene kvadratickej rovnice:

22 +a2-2=0.

Mozné inflexné body budeme hladat v korenoch kvadratickej rovnice x1 = 1 a xo = —2. Vypocitame
" (z) = 24z + 12, dosadime z1 = 1 a x9 = —2 a dostaneme f"”'(1) =36 £ 0 a " (—2) = —36 # 0.
Preto oba body 1 = 1 a 9 = —2 st inflexné body zadanej funkcie.
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2.16 Primitivna funkcia a neurcity integral

Definicia 2.35 Primitivna funkcia

Nech su funkcie F(z) a f(z) definované na otvorenom intervale Z, ktory moze byt aj nekoneény.

Funkcia F(z) sa nazyva primitivna funkcia k funkcii f(z) na intervale Z, ak:

Ve €Z: F'(z) = f(z).

Nech F(x) je primitivna funkcia k funkcii f(z) na intervale Z. Potom kazd4d funkcia v tvare:

kde C je Iubovolné redlna konstanta je tiez primitivna funkcia k funkcii f(z) na intervale Z.

Cize ak k danej funkcii f(z) na danom intervale Z existuje jedna primitivna funkcia F(z), potom

ich existuje nekonecne vela a vSetky sa navzajom lisia iba o konstantu.

Definicia 2.36 Neurcity integral

Mnozinu vsetkych primitivnych funkcii k danej funkeii f(x) premennej x definovanej na intervale

7 nazveme neurcity integral funkcie f(z) a oznacujeme ho:

/f(ﬂf)d:c:F(az)—FC,:EEI.

Proces hladania neurcitého integralu sa nazyva integrovanie a konstantu C' nazyvame integracnou
konstantou. Ak je funkcia f(x) na danom intervale Z spojitd, existuje k nej na tomto intervale

neurcity integral.

Derivovanie a integrovanie st v urcitom zmysle obratené procesy, pricom plati:

( / f(:v)dw>/ — (F(2)+ C)1 = f(a),
/ F'(a)da = / f@)de = F(z) + C.
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Integraly najpouzivanejsich funkcii

/de:C’,

Vk,VmER:/kdajzk;z+C,

n+1
Va;ER:/x"dx: T
n+1

+C, akn # —1,
1
VmER,x#O:/xdajzlnM—l—C,
VmeR:/exdx:ex—i—C,

Va>0,Vm€R:/axdx:;1+C, ak a # 1.
na

Ve eR: /cos:ndx =sinz + C,

VxER:/sinwdx——cosx—i—C, (2.21)
V$€R,£#(2/€+1)ﬂ:/ 5—dr = tanx + C,
2 Cos*
V:UE]R,Q:;&I{:W:/ ——dr = —cotx + C,
sin®

Vx € dx = arcsinz + C,

1
Ve e R :/ dr = arctanz + C.
1+ 22

J;((;)) do = n|f(z)] + C,
1
i

VmeR,f(m);éO:/

1
VaeR,a#O,VmeR:/ dx:farctan£+0,
a a

Vr € (—a,a),a € R: dz = arcsin — + C.
a

1
/ Va2 —x?
Aj ked vieme, ze integral k danej funkcii existuje, nie vzdy ho vieme najst. Vtedy treba pouzit
numerické metédy pre vypocet integralu.
Integrovanie linedrnej kombinacie funkcii

Veta 2.9 Linearita integrdlu

Nech na intervale Z existuji primitivne funkcie Fj(x) a Fy(z) k funkcidm fi(x) a fo(x). Potom je
funkcia F(z) = ki1 Fi(x) + koF>(z) na intervale Z primitivna funkcia k funkecii f(x) = ki fi(z) +
kafa(z), kde k1, ko € R a plati:

/(klfl (x) + kgfg(x)) dr = ]{71 / f1 (x)da: + kQ / fQ(JI)d.T
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Vypocet integralov priamym integrovanim
Priklad 2.58

Pre x > 0 vypocitajte integral:

/(\/5+32+2x—4)d93.

Riesenie:
Lubovolnid integrac¢nt konstantu C' pripiSeme az na konci, po vypocitani vSetkych primitivnych
funkcii, pricom budeme brat do dvahy, ze sicet Iubovolnych konstant je lubovoInéd konstanta. Po-

uzijeme vetu 2.9 o linearite integralu a vyssie uvedené vzorce zakladnych neurcitych integralov:

/(\/§+3x+2x—4)dx:/a:édx+/3xdx+/2xda:—/4da::

T 2

3 T
—+2-— -4 =
+1n3+ 5 z+C

8
w\w‘ o

Vv + +1: —4x + C.

Priklad 2.59

Vypocitajte integral:

/ cot? zdx,

pre x na lubovolnom redlnom intervale, ktory neobsahuje redlne ¢isla v tvare k = km, kde k € Z.

Riesenie:
Integrovant funkciu najskor vyjadrime pomocou podielu cosz a sinz, potom pouzijeme vyssie

uvedené vzorce a vetu o linearite:

2 .2
cos* x 1 —sin“x
/cothd:L"—/ — dx—/ﬂd:c—
sin“ x sin“ x

:/ d:z:—/ldxz—cotx—x—kC’, pricom x # 0.
sin? x

Priklad 2.60
K funkcii f(x) = @;731)2 najdite takd primitivnu funkciu F'(x), ktora prechddza bodom [1, —1].
Riesenie:

Najskér uréime mnozinu vSetkych primitivnych funkeii f(x)

/(x;gl)dx—/x —2x+1 / da:—/ /x3dx:

=Infz|—2- ——l———i—C pricom x # 0.

Néjdeme takd primitivnu funkciu, ktorej graf prechddza bodom [1,—1], t.j. takt ktord vyhovuje
podmienke F'(1) = —1. Dosadime z = 1 a dostaneme F(1) =Inl1+2— % +C = % + C, pricom mé

platit % + C = —1. Odtial dostaneme C' = —%.

Hladana funkcia mé tvar F(x) = In|z| + 2 — 515 — 3, kde = # 0.
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7 vety o derivacii suc¢inu funkcii vyplyva integrovanie metédou per partes.

Veta 2.10 Integrovanie metédou per partes

Nech f(z) a g(z) s na intervale (a,b) st spojité a maju spojiti 1. derivdaciu. Potom na danom

intervale plati:

/ F(@) - ge)de = f(z) - g(a)de — / f(@) - ¢ (x)dx (2.22)

Priklad 2.61

Met6dou per partes vypocitajte pre z € R integral:

/;1: -e¥dx.

Polozme f(z) = z, ¢'(z) = ¢® a dostaneme f/(z) = 1, g(z) = ®. Dalej pokra¢ujeme podla predpisu
2.22:

RieSenie:

/:U-ezdac:$-e$—/ezdl‘::ﬂ-ez—e‘”—}—C:e‘E(x—l)—{—C.

Poznamka:

Funkcie f(z) a g(z) treba volit tak, aby vznikol jednoduchy integral, nie zlozitejsi. Niekedy je

potrebné pouzit metédu per partes aj viac krat.

Priklad 2.62

Metédou per partes vypocitajte pre x € R integral:

/ 22 sin zdz.

Polozme f(z) = 22, ¢’(z) = sinx a vypoéitame f'(x) = 2z, g(x) = — cosx. VyuZijeme metédu per

RieSenie:

partes a dostaneme:
/:1:2 sinzdr = —z%cosz + 2 / x cos xdzx.

Pre vypodet [ xcoszdz opit pouzijeme metédu per partes. Polozme f(z) = z, ¢/(z) = cosz a

dostaneme f'(z) =1, g(x) = sinz. Podla (2.22) vypoditame:
/accosxdm =gxsinz — /sinxda: =zsinz + cosz + C.
Nakoniec dosadime do p6vodného vztahu a mame vysledok:

/ZL'QSiHI‘dSL‘ = —g?cosz + 2xsinz + 2cosz + C.
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Integrovanie substituénou metédou
Substituénd metéda vychadza z vety o derivacii zlozenej funkcie.

Veta 2.11 Integrdl zloZenej funkcie

Nech f(z) a g(x) st dané funkcie a nech funkcia F(zx) je primitivna k funkcii f(x). Dalej nech je

funkcia ¢'(z) spojita na nejakom intervale Z, potom plati:
[ o) g @)ds = Flg(a)) + €. v .

Funkciu F(g(x)) mozeme zapisat ako [ f(y)dy, kde za pomocni premenni y po vypocitani integralu

dosadime funkciu g(z). Dostaneme tak vztah pre integrovanie substitué¢nou metédou:

[ 6@ g @ae= [ swin (223)
pricom v integréli na pravej strane treba dosadit za y funkciu g(z).

Priklad 2.63
Pre x € R vypocitajte integral:

/ (sin® z - cos z)dz.

Riesenie:

Ide o st¢in zlozenej funkcie sin® z, kde sinz je vnitorna funkcia a derivicia vnitornej funkcie je
cos z. Pouzijeme preto substitticiu y = sinz. Odtial vyplyva dy = (sinz)'dx, t.j. dy = coszdz.
Integral prepiSeme do nového tvaru a po vyuziti substiticie dostaneme:

4

4 .
/Singmosxdm:/y?’dy:ijLC: SIZ$+C.

Priklad 2.64

Pre x € R vypocitajte integral:

/ €3x+5dx_

Pouzijeme substiticiu y = 3z + 5, zderivujeme tuto rovnost a dostaneme dy = 3dz. KedZze v zada-

RieSenie:

nom integrali sa vyraz 3dz nevyskytuje, treba integral upravit:

1 1 1 1
/e3m+5dx = 3/e3x+53d:v = 3/eydy = gey +C = §e3w+5 +C.

Priklad 2.65

Pre z € R vypocitajte integral:

/x\/ 2 4 3dz.

117



MATEMATICKA ANALYZA

Riesenie:
Pouzijeme substitiiciu y = 22 4 3, z ¢oho dostavame dy = 2xdz. Potom postupujeme podobne ako

v predoslych prikladoch:

1 1 1
/m\/x2+3dm:2/2x\/m2+3dx:2/\/gjdy:/yédy:
3

2

1 1
Yy +C = g\/y3—|—C: g\/(x2+3)3+(}.

2
3

N |

Priklad 2.66

Rieste nasledujtce integraly v obore redlnych éisel:

2 sin%
/Smg’dm, /x%dm, /siandx’

5 — 22)%dz, / Vax + 3dx, / Ldm,
/( ) V1—22

/111(:52 + 1)dz, /lnxdaz, /ez cos zdzx.

Riesenie:
1. f%dazz%f%dmz%fx_5dw:%‘%+02—é+0.
2. fx\"’/:fd:n:fm-x%dx:fxl'%dx:fm%d:v: ‘%%J: +C:%+C: 3\34;7%—0.
3. [ e = [ hrde =} [ 5% = ~deota+ C.
4. Pouzijeme substiticiu 5 — 2z = ¢, zderivujeme obe strany a dostaneme dxr = %. Vyjadrime

integral pre novi premennt ¢:

dt 1 1t t10 (5 —2z)10
— 9 = 97 = —— 9 = —— « — = —— =
/(5 2x)’dx /t — 2/ dt 5 1O+C 20+C 50 +C.

Riesenie dalsich integrédlov nechavame na cteného citatela.

2.17 Urcity integral

V mnohych praktickych tlohach c¢asto potrebujeme uréit dizku krivky, obsah rovinnych utvarov
a objem ¢i povrch telies. V inych praktickych aplikdciach potrebujeme vypocitat tazisko, statické
momenty a momenty zotrvacnosti, diskontovanti hodnotu prijmov za urcity pocet rokov, priemerny
stav zasob v urc¢itom casovom intervale ¢i funkcie charakterizujtice rast ekonomiky v case. Vsetky

tieto dlohy vedud k zavedeniu pojmu uréity integral, pomocou ktorého ich vieme vypocitat.

Zakladné pojmy z tedrie obsahov

Obsah obdlznika je rovny stéinu dizok jeho stran. Obsah ttvaru, ktory je zloZeny z niekolkych
vzajomne sa neprekryvajicich itvarov, sa rovna sictu obsahov tychto itvarov. Obsah lubovolného

utvaru vieme priblizne urcit pomocou vpisanych a opisanych mnohouholnikov.
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Meranie obsahu rovinnych atvarov

Definicia 2.37 Krivkovy lichobezZnik

Nech je dané spojitd nezdpornd funkcia f(x) definovana na intervale (a,b). Potom rovinny ttvar
U = [f(z),a,b] ohrani¢eny osou z, priamkami z = a, x = b a grafom y = f(z) funkcie f(z) nad

intervalom (a, b) nazyvame krivkovy lichobeznik.

Kazdy rovinny dtvar mozno rozlozit na urcity pocet krivkovych lichobeznikov, a teda jeho obsah

mozno vyjadrif ako algebraicky sicéet obsahov krivkovych lichobeznikov.

Definicia 2.38 Delenie intervalu

V intervale (a,b) zvolme deliace body xg,z1,...,z, tak, aby platilo a = 2o < z1 < ... < z,, =
b. Mnozinu deliacich bodov D = xg,x1,...,x, nazjvame delenim intervalu (a,b), pricom dlzky
jednotlivych ¢iastoénych intervalov st Ax; = x; — x;—1, prei =1,2,...,n.

Ozna¢me m; najmensiu hodnotu funkcie f(x) na intervale (z;_1,z;). Podobne M; je najvicsia

hodnota funkcie f(x) na intervale (x;_1,z;). Urobme stcty:

n
s(D) = miAxy + meAxe + ... + mpAx, = ZmiAxi,
=1

n
S(D) = MiAzy + MyAzy + ...+ MpAz, =Y MAz;.
i=1
Dalej nech s(D) je stéet obsahov obdlznikov vpisanych do ttvaru U a S(D) je suéet obsahov
obdlznikov opisanych ttvaru Y. Siucty s(D), S(D) nazyvame dolnym, resp. hornym integralnym

suctom funkcie f(z) pre delenie D.

Zavedieme nové delenie D’ také, ze obsahuje vSetky deliace body delenia D a okrem nich aspor
jeden dalsi deliaci bod. Delenie D’ nazyvame zjemnenim delenia D. Pre kazdé delenie D plati
s(D) < S(D). Ak delenie D’ je zjemnenim delenia D, tak s(D) < s(D’), S(D') < S(D). Pre
Tubovolné delenia Dy, Dy plati s(D1) < S(D2).

Postupnosti hornych a dolnych integralnych stuctov

Nech {D,}; je takd postupnost deleni intervalu (a, b), ktord zjemnuje vzdy predchddzajice dele-

0
n=1"

nie a zodpovedaju jej postupnosti {s(Dy,)}
(pozri obréazok 2.28).

{S(Dy)},2, dolnych a hornych integralnych stactov

Postupnost {s(D,,)},- je neklesajica, zhora ohranicend a mé limitu, ktord sa rovnd jej suprému

(t.j. najmensiemu hornému ohraniceniu):

b
sup {5(Dy)} = / f(x)dz,

¢o predstavuje dolny integral funkcie f(z) od a po b.
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Postupnost {S(Dy,)},-; je nerastica, zdola ohraniend a m4 limitu, ktord sa rovnd jej infimu (t.j.
najvac¢siemu dolnému ohraniceniu):

b
inf {S(D,)} = / f(x)da,

¢o je to horny integral funkcie f(z) od a po b.

y/\

— LYy H ) } ; _b >
A=y Ty T X3 TpoZp1 Tp=

Obr. 2.28: Dolné a horné integralne siucty

Cauchyho-Riemannova definicia urcitého integralu

Definicia 2.39 Urdcity integrdl

Ak sa dolny integral rovnd hornému integrélu funkcie f(z) od a do b:

[ s@ie= [ swe= [ s,

tak toto ¢islo volame urcity integral funkcie f(z) od a do b.

Ak mé funkcia f(z) urcity integral od a do b, hovorime o nej, Ze je integrovatelna na intervale
(a,b).
Veta 2.12 Newtonova-Leibnizova veta

Nech je funkcia f(x) integrovatelnd a teda aj spojita na intervale (a,b). Nech F(x) je lubovolna

primitivna funkcia k funkcii f(z) na intervale (a,b). Potom:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
a
Cisla a, b nazyvame integra¢né hranice.
Urcity integral
Newtonov urcity integral je rozdiel hodnét primitivnej funkcie v krajnych bodoch prislusného

intervalu. Je to teda realne ¢islo, zatial Co neurcity integral je mnozina nekonecne vela primitivnych

funkcii k danej funkcii.
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b
a

Pre rozdiel F(b) — F(a) je zauzivané oznacenie [F(x)]g Zapisujeme to ako ff f(x)dx = [F(x)]
Pri vypocte urc¢itého integralu pouzivame primitivnu funkciu bez integracnej konstanty. Vysledok

to neovplyvni.

Vlastnosti a vypocet urcéitého integralu funkcie

1. Nech je funkcia f : Dy — R spojitd na uzavretom intervale (a,b). Potom existuje urcity

integral:

b
[ f@do = [F@) = FO) - Fla). (224)
a
2. Ak sa horna hranica rovna dolnej hranici, tak integral vymedzuje nulova plochu:
a
/ f(z)dz = 0.
a
3. Ak v urc¢itom integrali zamenime hranice integrovania, tak integrdl zmeni znamienko:

/:f(x)daz = - /baf(x)dx.

4. Ak je funkcia f(x) nezdpornd na intervale (a,b), tak aj urcity integral funkcie f(x) je neza-
porny:
b
Va € (a,b) : [f(:z) >0 :>/ flx)dx > 0] .
a

5. Nech funkcie f : Dy — R a g : Dy, — R st spojité na uzavretom intervale (a,b) € Dy N Dy.

Potom integrovanie linedrnej kombinacie funkcii je linedrna kombinacia integralov:
b b b
Vki, ko € R: / (k1 f(z) + kag(z)) dox = k:l/ f(z)dz + krg/ g(z)dz.

6. Aditivita urcitého integralu predstavuje moznost rozdelit jeden urcity integral na stcet dvoch.

Nech a < ¢ < b, potom:
b c b
[ twae= [ f@e+ [ s

7. Pre absolutnu hodnotu urcitého integralu plati:

[t < [1sae

Definicia 2.40 Integrdl hornej hranice

Nech z € (a,b). Potom je funkcia f(x) spojita aj na intervale (a,x) a teda existuje urcity integral

/a " ).

Tu sme formélne preznadili premennd z na ¢ vo funkcii f(z), pretoze premennd x je hornou hranicou

od a do x:

integralu. Tento integral je funkcia F'(x) premennej x a nazyvame ju integral ako funkcia hornej

hranice. Geometricky vyjadruje obsah krivkového lichobeznika T = [f(z), a, z].
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Vlastnost monoténnosti urcéitého integralu

Veta 2.13 Monoténnost urdéitého integrdlu

Nech st funkcie f : Dy — R a g : Dy — R spojité na uzavretom intervale (a,b) C Dy N Dy, pricom
plati f(z) < g(z) pre = € (a,b). Potom plati vlastnost monoténnosti:

[ e < [ o

Dosledok vety o monoténnosti urcéitého integralu

Ked sme zaviedli ur¢ity integral uvazovali sme pripad, ked funkcia f(z) nenadobudala zdporné
hodnoty na uzavretom intervale (a,b) C Dy. Urcity integral je plocha ttvaru, ktory je ohraniceny

funkciou f(z), osou x a padsom vymedzenym priamkami z = a a © = b (pozri obrazok 2.29).

y/

7

Obr. 2.29: Vypocet obsahu plochy pomocou urcitého integralu

V pripade, ked je funkcia f(x) zdporna na uzavretom intervale (a,b), z vety o monoténnosti vy-
plyva, ze urc¢ity integral nadobudne zdporni hodnotu. V tomto pripade urc¢ity integral udava plochu
ohranic¢ent funkciou f(x), osou z a pdsom vymedzenym priamkami medzi © = a a x = b so zapor-
nym znamienkom. V dosledku toho, ak mé funkcia f(x) na intervale (a,b) nulové body, v ktorych
funkcia f(z) pretina os z, musime interval (a,b) rozdelit na podintervaly podla nulovych bodov,
aby sme dostali oblast ohrani¢ent funkciou f(x), osou = a pdsom vymedzenym priamkami z = a a

x=b.

Priklad 2.67

Vypocitajte plochu oblasti uréent funkciou f(x) = cosz, osou x a padsom urc¢enym priamkami a = 0
ab=m.

Riesenie:

Funkcia f(x) nadobida na intervale <0, §> nezaporné hodnoty a na intervale <g,7r> nadobuda

nekladné hodnoty. Vyuzijeme vlastnost monoténnosti a aditivitu integralu:

™

/2 cos xdx —/ cosxdxr = [Sinac}og — [sinx]% =(1-0—-(0-1)=2.
0

2

122



URCITY INTEGRAL

Y
1 Y = CosT
=0
‘ T
-1 1 2 3
T =T
11

Obr. 2.30: Urcity integral funkcie y = cosx

Uvedomme si, ze ak by sme nezobrali do ivahy vlastnost monoténnosti pri vypocte urcitého integ-
ralu, dostali by sme plochu rovnu 0, pretoze plocha pod kosinusovou funkciou a osou x v prvom

podintervale sa rovna ploche medzi osou z a funkciou kosinus v druhom podintervale.

Pravidla pre pocitanie urcitych integralov

Pri pocitani urcitych integrdlov platia podobné zékonitosti ako pri neurcitych integrdloch. Ak st

funkcie f(z) a g(x) spojité na intervale (a,b) a k je Iubovolnd redlna konstanta, tak:

/bak: f(x)dz =k - /baf(z:)dx,

/ba (f(z) £g(z))dr = /baf(x)dx + /ba F(z)dz.

Priklad 2.68

Pre x € (—2,1) vypocitajte urc¢ity integral:

RieSenie:

Priklad 2.69

Majme dant funkciu f(z) definovant po castiach:

Vypocitajte urcity integral:

/O Y fw)de,
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Obr. 2.31: Uréity integral funkcie y = z2

Riesenie:
Overime spojitost funkcie v bode z = 3: f(3) =32 =9a f(3) =2-3+3=09.
Vyuzijeme aditivitu integralu:

3

/ng(x)dfz/03x2d$+/38(295+3)d$: [23] +[$2+3x]§:

0
=94+88-18=179.

Substitucni metdéda pri vypocte urcitého integralu
Substitu¢nt metédu moézeme pouzit dvojako:

1. najskor ndjdeme primitivnu funkciu pouzitim substitucnej metody pre neurcity integral a

potom pouzijeme na vypocet urcitého integralu Newtonov-Leibnizov vzorec 2.24,

2. priamo pouzijeme substiticiu pri vypocte urcitého integralu, avsak okrem substitiicie za pre-
mennd musime ur¢it nové hranice integralu na zdklade substiticie.
Priklad 2.70

Pre x € (0,1) vypocitajte urc¢ity integral:

Riesenie:
Podla predchadzajicich dvah o vyuziti substituénej metddy, vypocitame urcity integral oboma

sposobmi.

1. Pouzijeme substitiiciu #2 + 1 = ¢ a po zderivovani oboch stran dostaneme 2z dz = dt. Dalej

vypocitame neurcity integral:

4z dt 2 2
/(x2+1)2 v 12 t+c x2+1+c
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Nakoniec dosadime hranice urc¢itého integralu a vyuzijeme Newtonovu-Leibnizovu vetu 2.12:

1
EDPRE S Y A
z24+1], 2

2. Urdity integrél vyriesime priamo pomocou substittcie 22 4+ 1 = t, preto 2z dx = dt. Pre dolni
hranicu x = 0 dostaneme po substiticii ¢ = 1 a pre hornd hranicu x = 1 mame t = 2.

Prepiseme na nové hranice a dopocitame pomocou Newton-Leibnizovej vety 2.12:
1 2 2
4 2dt 1 1
/2x dx:/:2 —| =2{—=4+1)=1.
0 (.Z' + 1)2 1 t2 t 1 2

Pre z € (1,e) vypocitajte urcity integral:

Priklad 2.71

1
/ Iz,

Funkcia f(x) = 1” je spojitd na uzavretom intervale (1,e) a preto k nej na tomto intervale existuje

RieSenie:

neurcity integral. Vypoc1tame ho pomocou substiticie y = Inx, preto dy = %dm.

2

| 2 |
/mdx—/y-dy:yZ%—C': n2x+C’.

Teraz podla Newton-Leibnizovej vety 2.12 o urcitom integrali dostaneme:

/ lna: [anxr_IDQG_anl_l_o_l
1

2 2 2 2 2

Priklad 2.72
Hrani¢né naklady firmy vyrabajicej jeden vyrobok st dané funkciou:
60
N(x)=6—- ——, 0<z <1000,
z+1
kde z je mnozstvo vyrobenych vyrobkov. Ak sa vyrobené mnozstvo zmeni z 300 na 400, urcte k akej

zmene nakladov v penaznych jednotkach dojde.

RieSenie:

400 400 60 400
N(400) — N(300) = N'(x)dx = / (6 — Jdx = [(62 — 601n |z + 1|)]550 =
300 300 r+1
~ (2400 — 359.64) — (1800 — 342.43) = 582.79 p.j.
Pri zvyseni vyroby z 300 kusov na 400 kusov sa naklady firmy zvysia priblizne o 582.79 p.j.

Priklad 2.73

Nech N'(z) = \/a‘;ﬁ, kde a > 0, b > 0, st hrani¢né naklady pri vyrobe x vyrobkov a nech naklady

nulovej produkcie st nulové. Urcte celkové naklady pri vyrobe 50 vyrobkov.
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RieSenie:

Treba vypodcitat N(x) = f(f \/¢§7+bdt' Pouiijeyme substiticiu pre premenni t: y = at + b a po
zderivovani oboch stran dostaneme dy = a dt. Dalej vypocitame hranice pre novd premennt y. Pre

t = 0 dostaneme y = b a pre t = x zasa y = az + b. Pouzitim substiticie dostaneme:

T a azr-+b a dy
Nz) = | ———dt = =2 2 g1%t — 9v/az + b — 2Vb.
(2) /0 e S _”

Celkové naklady pri vyrobe 50 vyrobkov teda st N(50) = 2v/50a + b — 2v/b.

Metbéda per partes pre vypocet urcéitého integralu

Vypocet robime analogicky ako pri neurcitom integrali 2.22:
b , b
/ f(z) ¢ (x)dz = [f(x) - g(x)], — / f'(z) - g(x)dz. (2.25)

Priklad 2.74

Pre x € (1,2) vypocitajte ur¢ity integral:

/12(95 —1)e%da.

RieSenie:

Na vypocet integralu ff(x — 1)e*dx pouzijeme metédu per partes (2.25):

a dostaneme:

Priklad 2.75

Vypocitajte obsah plochy ohranicenej grafom funkcie f(x) = /x, osou x a priamkami x = 1 a
x=4.

RieSenie:

Funkcia f(z) je spojita a nezdpornd na intervale (1,4), preto mézeme obsah plochy vypocitat ako:

4 4 S0 12 14 2 2 14
1 1 D) 1 1

) Id 3 14
Hladany obsah plochy je 3.
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A

oz
1 2 3 4 )

Obr. 2.32: Urcity integral funkcie y = \/x

Vypocet obsahov rovinnych dtvarov

Zaoberajme sa teraz otdzkou, ako vypocitat obsah plochy P v pripade, ze spojitd funkcia f(z) na

intervale (a, b) nadobuda aj zaporné hodnoty.

Nech je funkcia f(x) na celom uvazovanom intervale nekladnd, potom vysledny integral bude za-

porny, zatial ¢o plocha je vzdy kladné cislo alebo nula.

Uvazujme pomocnu funkciu y = — f(x), ktord je na danom intervale (a, b) nezdpornd a spocitajme

obsah plochy P’, ktory na intervale (a,b) vymedzuje novad pomocné funkcia — f(z):
b
P = / —f(z)dx.
a

Je zrejmé, ze obsahy ploch P a P’ sa rovnaju, ¢ize plati:

P_p = /ab—f(:v)dx _ —/abf(x)dx.

Inymi slovami, ak mame spocitat plochu pod osou x je treba brat prislusny integral so zapornym

znamienkom.

Vo vseobecnosti moézeme povedat, Ze ak graf funkcie y = f(z) na intervale (a,b) pretina os =z,
tak musime najst x-ové siradnice tychto priesecnikov a vypocet integralu rozdelime na jednotlivé
intervaly, v ktorych sa nemeni znamienko (pozri dosledok vety o monoténnosti urc¢itého integralu
2.17).

Priklad 2.76

a

Vypocitajte obsah plochy ohranic¢enej grafom funkcie f(x) = Inz, osou x a priamkami x = %

T = €.

RieSenie:

Funkcia je na intervale <%, e> spojita, pricom na intervale <%, 1> je nekladnd a na intervale (1, e)
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-2 4

Obr. 2.33: Urcity integral funkcie f(z) =Ilnx

nezapornd. Preto vysledny obsah plochy P vypocitame ako sicet obsahov Py a P» nasledovne:

1 e
P:P1+P2:—/1 lnxd:c+/ Inzdz.
1

2

Vypodéitame neurcity integrdl [ Inzdx nasledovne:

/ln:[:dac:/l'lnxdx:z-lnx—/l-xdaszx-lnx—/ldm:xlnx—x—i-C,
T

pricom sme polozili: f(z) =Inz, f'(z) = 2 a ¢'(z) =1, g(z) = z.

Plati teda:
P=—[zlnz—z)} +[zlnz — 2| =
2
1 1 1
—§ln§—§—ln1—|—1+elne—e—ln1+1—
1.1 3 1 3 1
=—In-4+-=-In@H+Z=-(3-1n2).
gy Ty =g ) +5 =582

Obsah plochy je %(3 —1n2).

Vypocet obsahu plochy ohranicenej grafom dvoch funkcii f(x) a g(x)

Priklad 2.77

Vypoéitajte obsah plochy medzi grafmi funkcif f(z) =3 — 22 a g(z) = 1 + 22

Riesenie:

Obsah P plochy vymedzenej grafmi funkcii f(x) a g(z) vypocitame ako rozdiel obsahov ploch
Py — P5, kde P; je obsah plochy vymedzenej grafom funkcie y = f(x) a osou x na intervale (a,b) a

P, je obsah plochy vymedzenej grafom funkcie y = g(x) a osou = na intervale (a, b). Interval (a, b) je

dany x-ovymi stiradnicami priese¢nikov oboch funkcii. Najdeme ho rieSenim rovnice 3 —z? = 14 2.
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Obr. 2.34: Obsah plochy medzi grafmi funkcif f(z) =3 — 2% a g(z) = 1 + 22

Odtial x = +£1, ¢ize a = —1 a b = 1. Potom pre obsah plochy P plati:

P:/1 (3—x2—(1+:1:2))daf:/1 (2 —22%) do =

—1 —1
22371 2 2 4 8
— 2w -2 =2 (24 y=4--=2
3], 3 3 373

Hladany obsah plochy je %.
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